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CAPITULO 
QUINTO 


TRANSFORMACIONES CONFORMES. 
APLICACION A LOS PROBLIMAS 
DE LA APROXIMACIÓN DE LAS 
FUNCIONES POR POLINOMIOS 


$ 1. TRANSFORMACIONES MEDJANTE FUNCIONES ANALITICAS. 
CRITERIO DE UNIVALENCIA 


1.1. Dediquémonos al estudio de las transformaciones realizadas 
por funciones analíticas. 

Poorema de la conservación del recinto en las 
transformaciones analíticas. Si f (235 const es una fun- 
ción analítica en tun recinto G a excepción, posiblemente, de polos, 
entonces la imagen [(G) de este recinto también es un recinto del 
plano ampliado. 
+" | Obsérvese que, sin duda, la imagen f (G) es conexa, pues, si Z 
es una curva continua que une los puntos z, y 2, del recinto G y porte- 
nece 4 G, entonces su imagen f (L) también es una curva continua 
(del plano ampliado) que une f (21) con f (z2) y perlencce a f (G). 
O sea, f (G) es un conjunto conexo (véase el ap. 4.1 del cap. primero). 
No queda más que demostrar que cada punto w, = f (2,), donde 
20 €G, es un punto interior del conjunto f (G). 

Supongamos primero que Zo 3 00 y y > 00. Examinemos un 
círculo cerrado |z — 201 <Po, perteneciente al recinto (7, de un 
radio tan pequeño (que en todos sus puntos, distintos de Zp, los 
valores de f (3) sean distintos de wy = f (20). Designando con yo 
la circunferencia |z— zp | = po, tendremos que su imagen f (y,) 
en el plano t0 estará situada a una distancia positiva $ del punto tw, 
donde Ó = aa If (2) — f (20) |. 


Domosióemos que el entorno | w— tw | < 6 del punto w, per- 
tenece completamente al conjunto f (GF). 1De aqui se deducirá que wo 
es un punto interior de este conjunto. 

Sea u, un punto arbitrario del entorno indicado: | w, — w, | < Ú. 
Entonces, cn los puntos de la circunferencia yy tendremos: 


|F (2) —uwo | > | wow, | 
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y, por consiguiente, según el tcoorema de Rouché (véase el ap. 
3.9 del cap. cuarto), las ecuaciones 


f(2)—w=0 y (f (2) —wo) + (Uo—wy) = f (2) —w01, =0 


tienen una misma cantidad de raíces en el interior de yo. Pero 
f (2) — we = O tiene al menos una raíz en el interior de y, (2 = 2p). 
Por consiguiente, la ecuación f (2) — w, = O también tiene al menos 
una raíz en el interior de yo, es decir, existo en el entorno do z¿ un 
punto z, tal que f (2,) = w,. Así, pues, w, pertenece a f (G), con lo 
cual se termina la demostración para el caso en que 2, y Wo = Í (20) 
son puntos finitos. 

Cuando Z¿= 00 y wo =* 00, recurrimos a la transtormación 
auxiliar £ = 1/z, la cual realiza una transformación biunívoca 
y continua de un entorno del punto del infinito en un entorno del 
origen de coordenadas; además, la función f (2), que es analítica en 


un entorno de 2, = oo, so sustituye por la función f (+) =f* (Lt), 


que es analítica en un entorno de £ = 0 y toma aquí los mismos 
valores que toma la función f (z) en el entorno del punto del infinito. 
Como el punto f* (0) =f (00) = wy es interior para el conjunto 
de los valores f* (%), esto mismo punto será interior también para 
f (6). 

Cuando zp + 00 y Wy = Yo, Íf (z) tiene un polo en el punto z; y, 
por consiguiente, la función 1 = o) tiene aquí un cero. Aplicando 
la proposición demostrada a la función Tia Y al punto z,, hallamos 


que ¿ = U — que es el valor do 55 en él punto zy — es un punto 


interior para el conjunto de los valores 7 . Pero, como la trans- 

Y daa 1 1 e 3 
formación auxiliar t = OO transforma biunívoca y continua- 
mente el entorno del punto t = 0 en un entorno del punto w = oo, 
de aquí se deduce que 1w = oo es un punto interior para el conjun- 
to f(G). 

Finalmente. cuando Zo = oo y Uy = oo, es suficiente realizar 
la transformación auxiliar £ = 1/z para reducir el problema al caso 
que acabamos de considerar. 

Resumiendo, en todos los casos el punto wp, = f (27) es interior 
para el conjunto f (G). 

Un estudio escrupuloso de la demostración expuesta muestra 
que se pueden hacer unas cuantas conclusiunes importantes. 

Ante todo, del teorema demostrado obtenemos de nuevo el prin- 
cipio del módulo máximo. A saber, si f (2) =£ const y el punto zp, € 
no es un polo de la función f (2), entonces el módulo | f (z) | no puede 
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tener un máximo en el punto z¿. En efecto, la imagen de cualquier 
entorno del punto zZ¿ cubre un entorno del punto w, = f (20); por 
consiguiente, en cualquier entorno del punto zy existen puntos z 
cuyas imágenes f (2) distan del origen de coordenadas más que f (z,), 
o sea, |f (2) | > |f (20) |. 

Suponiendo que f (zp) > O, se observa que en cualquier entorno 
del punto z, existen puntos z” cuyas imágenes f (z') están más próxi- 
mas del origen de coordenadas que f (z¿). Por consiguiente, el módulo 
If (2) | no puede tener mínimo en el punto zp (si f (27) + 0). 

En resumen, el principio dcl módulo máximo (y mínimo) es una 
consecuencia simple del hecho de que una función analítica trans- 
forma los puntos interiores en puntos interiores. 

Para obtener otras consecuencias, limitémonos a estudiar el caso 
en que Zo y Wy — Í (zo) son puntos finitos. Los casos zg = 00 0 Wa = 
= 00 O, finalmente, zp = ty = oo, se reducen fácilinente a éste 
mediante una transformación homográfica elemental, así como se 
ha indicado anteriormente. 

Supongamos qué z¿ es un wp-punto k-múltiple (4 > 1) de la 
función f (z). Esto significa, para k = 1, que f' (20) >* 0, y para 
k>t, que f (22) =0,..., [4D (2) =0, pero fM (27) < (. 

Durante la demostración del teorema se había establecido que, si 
el número po >> ÚÓ se ha tomado lan pequeño que la ecuación f (2) — 
— Wy =Ó no tiene otras raices en el circulo |z — zo | < pa más 
que z = Zz,, o sea, que la cantidad de raíces en el interior de yo: 
|z— 3p | = po coincide con k (lo cual será para valores de po sufi- 
cientemente pequeños), entonces, para Ó igual a la distancia desde 
el punto wo hasta la curva f (y) y para cada punto w, perteneciente 
al entorno |w— wo |< 6, la ecuación f (2) — w, =0 tiene tantas 
raíces on el interior de yo, cuantas tiene la ecuación f (2) — wp = 0, 
o sea, también k raices. 

Sustituyamos fpp¿ por un número positivo menor p, de modo 
que la imagon del entorno [',: | z — zo | < p esté comprendida com- 
pletamente en el entorno | w — wo | < 6. Por Jo demostrado, esta 
imagen es un rocinto. Adomás, dobidu a la elección de los números 
Í y p, cada punto w, perteneciente a la imagen del entorno U, posce 
una misma cantidad de preimágenes, precisamenle k en el circulo 
[2 — 20 | < Po. Naturalmente, algunas de estas preimágenes pueden 
coincidir entre sí en un punto múltiple z,, en el cual necesariamente 
f' (z,) = 0; pero si se elige py tan pequeño que la derivada f” (2) 
no se anule en los puntos del circulo | z — zZ¿ | < po distintos de Z4, 
entonces las preimágenes de cada punto w, 3 tw, serán todas distintas 
entre sí. 

En resumen, se verifica la siguiente proposición: 

Teorema. Sl, para una función analitica f (z), el punto Zo 
es un f (2.)-punto k-múltiple (ik > 1), entonces existe un entorno 
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Un: 1229 | <p del punto zo, que se transforma por esta función 
en el recinto correspondiente f (Up), de modo que cada punto w € f (U,) 
posee no más de k preimágenes en U,, y los puntos suficientemente 
próximos a w, poseen k preimágenes en U, (distintas, si w + w). 

Recordemos (véase el ap. 5.1, cap. segundo) que una función 
f (z) se llama univalente en el recinto G, si es uniforme y analítica 
en este recinto a excopción, posiblemente, de polos, y si en puntos 
distintos del recinto G ella toma valores distintos: 


F(=) +f (20), Si 2174293 21, 22€C- 


De esta definición se deduce inmediatamente que una función univa- 
lente no puede tener más de un polo, 

Del último teorema se deduco que, si f' (zp) + O, entonces k = 1 
y f(z) es una función univalente en cierto entorno del punto zp. 
Si 4 > 1, la función no será univaleute o, como suele decirse, sorá 
multivalente, precisamente, k-valente en cada entorno 
suficientemente poqueño del punto zp. 

Señalemos la siguiente proposición, que se deduce del mismo 
teorema: Si una función analítica f (2) es univalente en el recinto G, 
entonces, todos los puntos del recinto G son puntos simples para la 
misma. En particular, tienen que ser simples su cero y su polo (si es 
que éstos existen en el recinto G), y la derivada f' (2) no tiene que anu- 
larse en los puntos finitos del recinto (. 

La proposición recíproca no es justa. Como ejemplo, examinemos 
la función exponencial e”, cuya derivada no se anula en ningún 
punto del plano y la cual, sin embargo, no es univalente en el plano, 
puesto que esti = e. 

Demostremos que toda función analítica que sea univalente en el 
plano finilo, tiene que ser homográfica (en particular, lineal entera). 

En efecto, sea f (2) tal [unción. En virtud de la univalencia, clla 
no tiene en el plano finito otro punto singular más que, posiblemente, 
un polo único (simple). 

Sl punto del infinito puede ser para la misma un punto regular, 
un polo a un punto singular esencial. Demostremos que csto último 
es imposible. En efecto, esta función transforma el círculo unidad 
lz |< 41 en cierto recinto y del plano w. Si wo E g y Uy es un entorno 
del punto wp perteneciento a g, entonces, debido a la univalencía, 
f (z) no puede tomar fuera del círculo unidad ningún valor que perte- 
nezca a Up. Por esta razón, no puede existir una sucesión (z,) que 
converja hacia oo, tal que lim f (z,,) = we. De aquí, según el teorema 
de Sojotski — Weierstrass (ap. 3.1, cap. cuarto) se deduce que oo 
no es un punlo singular esencial de la función f (2). 

Así, pues, el punto co es un punto regular o un polo para f (2). 
Pero si este punto es un polo, éste tiene que ser simple. En caso 
contrario, en cierto entorno del punto oo la función f (z) tomaría 
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cada valor unas cuantas voces, lo cual es incompatible con la wmniva- 
lencia. Cerciorémonos de que si f (z) tiene un polo finito z,, entonces 
no puede tener un polo en el punto del infinito. En efecto, esta fun- 
ción transforma el entorno | z — z, |] < 1 del punto z, en un recinto 
Es que contiene al punto w = oo, y si U, es un entorno dol punto 
w x= 00 pertencciente a g,, cntonces, debido a la univalencia, f (2) 
no puede tomar fuera del círculo |z — z, | < 1 valores que perle- 
nezcan a ÚU, y, por consiguiente, se mantiene acolada en valor abso- 
luto. Por lo tanto, f (z) no tiene en el plano ampliado más puntos 
singulares que un polo simple único, posiblemente. iividentemente, 
este polo necesariamente tiene que existir; en caso contrario tendría- 
mos que f (z) = const, lo cual contradice a la univalencia de la 
función. 

Si el polo está situado en el infinito, entocnes f (2) es una Ínnción 
entera con un polo simple en el infinito, es decir, f (2) = az + b 
(a +0) es una función lineal entera. Si el polo está situado en un 


punto finito z, y a es la parte principal del desarrollo de Lauront 


Q1 
2—2, 


correspondiente, ontonces f(z) — no tiene singularidades 


en cl plano ampliado y, por consiguiente, f (2) — —, == Const — 


= bh¡, de donde se deduce que f (z) es una función homográfica. Con 
esto se termina la demostración. 

Demoslremos también que la transformación de un recinto (, 
realizada mediante una función univalente arbitraria, es conforme 
en todos los puntos del recinto. 

En efecto, si zy € G y zo 7 oo, y, del mismo modo, f (zp) = wo > 
$ oo, entonces, según lo demostrado anteriormente, tiene que ser: 
F' (za) + 0, de donde se deduce que la transformación es conformo 
en el punto Zo. 

Si uno de los puntos 2, y ttp, o ambos, está situado en el infi- 


. a ., . . 1 
nito, recurrimos a la transformación auxiliar n= O sea 


4 : A a E ; 
t==. las cuales, sin alterar la univalencia de la función y sin 


cambiar los ngulos, dan lugar a] caso de puntos finitos que acabamos 
de considerar. De este modo, la proposición queda demostrada on 
todos" los casos. 

Si la función w = f (z) no es univalente en el recinto G, de aquí 
no se deduce todavía que tiene que dejar de ser conformo en algún 
sitio. En efecto, para que sea conforme es suliciente que sca f” (20) y 
3 0, y esta condición puede cumplirse también para funciones que 
no son univalentes como, por ejemplo, para la función e? cn todo 
el plano. Pero si w, = f (2,) es un valor k-múltiple de la función 
(k > 1), y, en particular (siendo Zp y wo finitos), si f' (zp) =... = 
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= fM-D (27) =0, pero f(%) (29) > O, entonces necesariamente se 
vulnera la conformidad. Precisando, el ángulo formado por dos curvas 
con el vértice en el punto zy se altera en la transformación w = f (2), 
aumentando k veces. 

Demostremos esta proposición, suponiendo que 27 y wo son finitos 
(que es el caso al que se reducen todos los demás medianto transfor- 
maciones homográficas). En efecto, en este caso, en un entorno del 
punto z, se tiene: 


Je 
(2) == +0 (22d == 0, 


por consiguiente: 
Arglf (2) —wo] -« Arg (2—20)* + Arg [04 + 441 (3— 20) + - + -]. 
Si la ecuación de la curva £L que pasa por el punto z, es 
Z=0Q(t), t<toti, 


de modo que Arg q” (tp) representa el ángulo formado por la tangente 
a £ en cl punto zo y la parte positiva del eje real, entonces la ecua- 
ción de la imagen de esta curva f(£) es: 


w=f[p (1), to=.t<t 


Evidentemente, la dorivada de esta función se anula en el punto 
t = t, (puesto que f' (zp) = 0). por lu cual ésta no da la posibilidad 
de juzgar de la inclinación de la tangente a f(L) en el punto wo, 
ni incluso de la existencia de esta tangente. No obstante, se puede 
escribir: 

(2 —2p)* 


e A E A DS á ] , 
ATE y -ATg ==. —> Arg 41 + le Arg q” (to) 


Arg 


1 — UU 
t—to 
para i— ty (t > £,), 


de donde se deduce que existe la tangente y el ángulo de incli- 
nación para la misma €s: 


Arga,—kArg o” (to). 


Si ahora £, y £¿ som dos curvas 2=0, (t) y z= qa (t), que 
pasan por el punto zp¿ y forman en el mismo el ángulo 0: 


0 = Arg q; (4) — Arg q, (£,) (pr (£,) = Qe (tp) = 20), 


entonces las imágenes f(£,) y f(L,) de estas curvas pasan por 
cel punto wy y forman en él el ángulo 


[Arg da e Arg q; (2231 — [Arg 44 + Arg q; (to)] = 9 + 2nx. 
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En resumen, en la transformación w = f (2) todos los ángulos con 
el vértice en el punto 27, aumentan Ak veces*) 

1,2. Jzn muchas cuestiones resulta útil el siguiento teorema. que 
proporciona las condiciones suficientes de univalencia. 


Teorema. Supongamos que la función w = f (z), siendo con- 


tinua en un dominio g, donde g es la parte interior de una curva de 
Jordan y, y analitica en el recinto g, transforma biunivocamente y 
en una curva cerrada de Jordan T. Entonces f (2) es univalente en el 
recinto g y transforma a éste en el interior Á de la curva TP. 


Con este enunciado el teorema se establecerá a continuación 
en el ap. 3.6 como resultado de la aplicación del principio generali- 
zado del argumento. Aquí consideraremos ante todo un caso particu- 
lar del mismo, cuando y es una curva rectificable y f (2) os analítica 


en cierto recinto G' > g. Con estas restricciones, la demostración 
del teorema será consecuencia del principio del argumento en la 
forma en que éste fue demostrado en el ap. 3.5, cap. cuarto, tomo ]. 


, Demostración. En virtud de lo demostrado anteriormente 
(pág. 7 y siguientes), la imagen f (g) del recinto g es un recinto. 
Demostremos que Á Cf (g). En efecto, si w, € Á, entonces, al dar 
una vuelta el punto z por la curva y en sentido positivo, el punto 
w <= f (z), en virtud de la hipótesis del teorema, realiza un recorrido 
simple de la curva T' y, por consiguiente, el vector w — w, gira un 
ángulo +27 alrededor del punto w,. De aquí se deduce, debido al 
principio del argumento (ap. 3.5, cap. cuarto), que la diferencia 
entre el número de w,-puntos y el número de polos de la función f (2) 
en el interior de y os igual a +1. Pero, según la condición, Í (z) no 
tiene polos en el interior de y. Por esta razón, el número de w,-puntos 
de la función f (2) cn el interior de y tiene que coincidir con +1, 
es decir, tiene que ser igual a uno. Así, pues, el ángulo de rotación 
del vector w — u, es igual a 21 (y no a —2x), o sea, Í (2) necesaria- 
mente recorre ]' en sentido positivo cuando z recorre y en sentido posi- 
tivo, tomando f (2) cada valor w, € A en el interior de y y, además, 
una sola vez. 

Por consiguiente, queda demostrado que f (g) > A. Demostremos 
que ningún punto wa, situado en la parte exterior do la curva T, 
puede pertenecer a f (g). En efecto, si el punto z recorre una vez y 
en sentido positivo, entonces, por lo demostrado, w = f (2) también 
recorre una vez DP on sentido positivo, y como wz pertenece a la parte 
exteríor de T', el ángulo de rotación del vector w — ws alrededor del 
punto wa, es igual a cero. De aquí se deduce, en virtud del principio 
del argumento y de que la función f (z) carece de polos en'el interior 


*) En el ap. 3.2, cap. segundo, se llevaron a cabo los mismos razonumientos 
para el caso en que f (2) os un polinomio. 
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de o f (2) no tiene wz-puntos en el interior de y, cs decir, ws € 
f(C). 

Asi, pues, f (g) conliene todos los puntos de la parte interior 
de P, pero no contiene ningún punto exterior a esta curva. De aquí 
se deduce luego que ningún punto de la curva UT puede pertenecer 
a f (g). En efecto, si algún punto w E T perteneciese al recinto f (g), 
enlonces a este último pertenecería también un entorno del punto w y, 
por consiguiente, el recinto f (g) tendría que contener también aque- 
llos puntos de la parte exterior de T' que están situados cn este 
entorno. Pero, como acabamos de ver, esto último cs imposible. 

Por Jo tanto, hemos demostrado que f (g) coincide con la parte 
interior A de la curva TP. 

Duranto la demostración se vio que cada punto del recinto A 
tieno solamente una preimagen en el recinto g. Por consiguiente, 
la correspondencia entre g y Á, establecida por la función w = f (2), 
es biunivoca y f (2) es una función univalente en el recinto g. 

El teorema demostrado conserva gu valor también cuando cl 
recinto y es la parte exterior do la curva y, cou la condición de que 
esta purte exterior esté contenida cn el recinto G en el cual Ja f (z) 
es analítica. In efecto, tomemos en el interior de y algún punto zo 
no perteneciente al recinto G (tal punto existe, puesto que cl recinto G 
no coincide con el plano ampliado; en caso contrario, la función f (2), 
siendo analítica en el plano ampliado, sería idénticamente constante). 


La transformación z' = == transforma el recinto G en el recin- 


to G, la curva y en la curva cerrada rectificable y” y el exterior g 
de la curva y en el interior g” de la curva y”. Haciendo f (2) = 


=) (zo 4- 5) = f* (2) y observando que esta función es analítica 
en el recinto G” y que mediante la función w = f* (2) la curva y” 


se transforma hiunivocamente en la curva [ (debido a que la función 
w = f (2) transforma biunívocamente y en T y la función z = 2 + 


1 eta e 
+ —= transforma biunivocamente y” en y) , sacamos la conclusión 


de que el teorema demostrado es aplicable a la función f* (z'), de 
modo que esta función es univalente en el interior de y” y transtorma 


e . "sa -. 4 . 
g” en el interior de la curva TP. Como la función z = zp + +7 es uni- 


valente, de aquí se deduce quo f (2) es univalente en el exterior de 
» y transforma el recinto g en la parte interior de T. 
Supongamos ahora que y es una curva cerrada de Jordan del 
plano ampliado y que g es uno de los dos recintos, limitados por esta 
curva, contenido en el recinto G. Si z, es un punto perteneciente al 
segundo recinto limitado por la curva y y no contenido en el recin- 


$ 1. CRITERIO DE UNIVALENCIA 15 


á 5 1 6 
to G, entonces, aplicando la transformación z' = a reducimos 


también este caso al teorema demostrado, suponiendo que la imagen 
y" de la curva y, obtenida como resultado de csta transformación, 
es una curva reclificable. 

Veamos otras gencralizaciones del caso particular demostrado del 
teorema. Para precisar, supungamos que y es una curva cerrada recti- 
ficable de Jordan y que g es Ja parte interior a esta curva. La exten- 
sión do las proposiciones que se demuestran a continuación al caso 
en que y es la parte exterior de la curva y, o al caso en que y es una 
curva ilimitada y £ es uno de los dos recintos con la frontera y, 
se efectúa del mismo modo que se ha hecho anteriormente, y no nos 
detendremos más en tal generalización. La generalización va a con- 
sistir en que no se va a exigir que la curva y esté situada completa- 
mente en el interior del recinto G, donde f (z) es una función analí- 
tica, y supondremos que un número finito de puntos de la curva y: 
Cl» ---» Em está situado en la frontera del recinto G. Además, 
supondremos que existen límites finitos de la función f (2) cuando 2, 


manteniéndose en el recinto cerrado g, tiende a li (k =41,2,... 
Lc... m): 


lim f (2) =1t0,. 
25 


Entouces, haciendo f (£1) = w, (k =41, ..., m), definimos f (z) 
en todos los puntos del dominio £ de modo que ella sea conbinua 


en £ y analítica en Lodos los puntos del mismo, a excepción, posible- 
mente, de los puntos £,. Supongamos, finalmente, que w =f (2) 
transforma biunivocamente la curva y en una cueva cerrada de 
Jordan T' del plano w. Entonces se puede afirmar que la función f (2) 
es univalente en el recinto g y que transforma este recinto en un 
recinto A que es interior a la curva T'*). 


lara la demostración, deseribamos con los centros en los puntos ¿,, unas 
circunferencias | z — E, | += p de un radio tan pequeño, que cada una de ellas 
esté situada fuera de cada una de las demás. En cada una de estas circunferon- 
cias tendremos al menos un arco perteneciente al recinto eg (u excepción do los 
extremos, situados en la frontera de este recinto). Designomos con 9), p el arco 
do la circunferencia |z — $4 | = p que, junto con un arco yy, p de la curva y, 
limita un recinto 8), «, situado en 01 recinto g y que contione al punto £, en su 
Írontera. 

Para precisar, en la elección de los arcos 0, p Y Y¡, p txigiremos también 
que el recinto gy, No contenga un punto fijado zo € g (fig. 1). 

Evidentomente, 0,,p Y Yr, p Poseen extremos comunos, y cuando p tiende 
a coro, los arcos 0, p y Yx, p. y Junto con ellos también el recinto £, ,¿. se ciñen 
al punto £,. Tomemosp tan pequeño, de modo que no sólo los círculos |[z— E, | < 


_*) El lector puedo omitir los razonamientos que siguen, puesto que la apli- 
cación del principio generalizado del argumento (rónio más adelante al ap. 3.5) 
hace que éstos sean supcríluos. 
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< p sino también los dominios g;,, y No tengan dos a dos puntos comunes entro 
sí. Excluyamos de y los arcos y», p. Sustiluyéndolos por los arcos do la circun- 
forencia dx, p. Entonces la curva y se sustituirá por una nueva curva rectifi- 
cable do Jordan y, situada completamente en el interior de G. Su parte inte- 
rior gy representa una parte del recinto g. La imagen TP, de la curva y, en la 
transformación mediante la función w == f (2) so obtiene de P' excluyendo los 


FIG. 1. 


arcos Ty, y, que son las imágenes de los arcos y,, p, y Sustituyéndolos por los 
arcos 2», p, que Son las imágenes de los arcos di las circunforencias Oh, p" 

Por ahora no podemos afirmar que la correspondencia entre los puntos 
21€ pp y w=f(3) ET, os biunívoca y, por consiguiente, mo podemos hasarmos 
en el teorema fundamental do oste apartado. 

Sea w" un punto arbitrario del recinto A y sean [7 unos entornos de los 
puntos w; tan pequeños, quo w' esté situado fuera de cualquiera de ellos. Para 
valores suficientemente pequeños de p los arcos T;, p y Ey, p estarán contenidos 
en los ontornos correspondientos U;,. Evidentemente, la variación dol 
Arg |/ 7 — w'1], cuando z hace un recorrido simple por y, en sentido positivo, 
es igual a la suma de las variaciones del Arg [w — w"] en los arcos que quedan 
de I' después de haber excluido losarcos T,, y y de las variaciones en los arcos 24, p. 
Pero Tx, p y Ea.p tionen orígenes y extremos comunes y están comprendidos 
on el interior del entorno U, del punto w,: por esta razón, para el punto w”, 
situado fuera de este entorno, tendremos: 

Var Argl[f(2)—w"]= Var Arglf (2) —:”]. 
2£0), P 2EY. p 

En efecto, la diferencia entro una y otra variaciones «cs un húmero entero 
múltiplo de 277 y cada una do estas variaciones es en valor absoluto menor «ne x; 
por consiguiente, la diferencia indicada es igual a cero. 

De aquí so deduce, finalmente, que 
Var Arg [f (2) —w'|= Var Arg [f (2) —w'] 21, 

2E7 


¿=Yp 


5 1. CRITERIO DE UNIVALENGIA 17 


o sea, la función f (z) toma el valor w” en el interior de y, y (para tndos los valo- 
res de p suficientemente pequeños) y, además, una sola vez. 
Tomando un punto w” en la parte exterior a T, mediante un mismo razo- 
namiento hallamos que 
Var Arg |/ (2) —u”] =Var Arg [f (2) —w"] =0, 
2EYp rey 


uv seas, la función f (2) nc toma el valor w” en el interior de y, (para todos los 
valores de p suficientomente pequeños). 

Como cada uno de los puntos del recinto g, perteneco al recinto g y cada 
punto del recinto g está contenido en todos los recintos gp, comenzando dosde 
un valor suficientemente pequeño de p, la función f (2) tama en el recinto g 
(y udemás una solu e cualquier valor de la parte interior 4 de la curva T' 
y no toma ninguno de los valores de la parte extorior a esta curva. Con esto 
queda terminada la demastración «e nuestra proposición. 


Como ejemplo, examinemos la función 


£ 


z 
ff te 
is | VU—=2 (123) ' 


donde Ó < k?* << 1 (integral elíptica de primera especie en la forma 
normal de Legendro). La función V(£— 2) (1 — 8% es biforme 
y tiene puntos de ramificación de primer orden para i=+Í 
yl=zw - . Como todos cllos están situados en el eje real, se pueden 


elegir en el semiplano superior dos ramas uniformes y analíticas 
de esta función que toman valores opuestos en cada punto. Aquí 
elegiremos aquella rama que en cl intervalo (0, 1) del eje real toma 
valores reales positivos. Entonces nuestra integral representará on ol 
semiplano'superior ma función uniforme y analítica, queserá continua 
en el semiplano cerrado y analílica en todos los sitios, a excepción 
4 1 a 

de los puntos +1, + +, (en el entorno | z | > $ del punto del infi- 
nito la función subintegral puede desarrollarse en la serie siguiente: 

1 1 1 
2y 2 242) 2 polj2 ay 2 ay 2 
(1 —1?2) *(1—k?t2) *=k7142(1—£? “*(1-—k?215? *= 


is da lana pa 
A E O 
== Y [ de142 4 (101 + 4079) (+ nó .] ' 
por lo cual, para f (2) resulta: 
f()=Co + [47 da (et dera) Ar 


de donde se ve que ambas ramas de la función f (z) son analíticas 
en el puntou del infinito). 

Tomando cl semiplano superior por recinto g, y el eje real por 
curva y (ya se señaló anteriormente que la extensión del teorema 


2— 1234 


tubo 
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demostrado al caso de recintos y curvas no acotados, es légíitimo), 
consideremos la transformación de y mediante la función w = f (2). 
Cuando z =x recorre cl intervalo 0 <x<< 4d, la función 


e 
dt 


AO > 


conservando valores reales, crece desde O hasta 


| 
dt 


— ] VB a-"B) ' 


En el intervalo i<i<z la expresión subintegral toma la foenia 


1 
+i ve=0 (1—/313) 
En la última expresión el signo no puede elegirse arbitrariamonte; 
éste debe concordar con la elección efectuada anteriormente do la 
sama do la raíz cuadrada, con el fin de garantizar la continuidad 
de esta rama en ol semiplano superior, Escribiendo (1 — 1?) (1 — k*f?) 
en la forma 


y á l 1 
0-11 (+7) [:-(—7)]-.e0 
se ol»3erva que al pasar do los puntos del intervalo (0, 1) a los puntos 
dol intervalo (1, +) , A lo largo de una semicireunferencia con 


el centro on 1, perteneciente al semiplano superior, la varinción 
del Arg q (í), que se compone de la suma de las variaciones de los 
argumentos de los factores por separado, os igual a —< (precisando: 
Arg (£ — 1) disminuye en xt, mientras que los argumentos de los 


” o : A 1 
demás factores no varían). Por lo tanto, Arg Y q (2) varía en — — £n 
2 2 
» » n l 4 
y, por consiguiente, adquiere el valor — => 1 — 2x1. Vemos. pues, 
que óntre dos valores + ¿V (e — 1) (1 — *1%) se debe tomar cl 
4 


valor — ¿Y (4 — 4) (4 — 2. En resumen, para 1d <.- << as 
$» e 
se tiene: 


y 
tw = f(x) = VAT Avi SS Ta a 


x 


ps 
de dl 
El Ñ V (4) (1— Kt42) did ] VD (58) " 
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De aquí se dcduce que, cuando z=w recorre el intervalo 
1 . AÑ 
i<x<+x., el punto w recorre el intervalo reclilíneo paralelo al 


eje imaginario, desde el puuto K hasta el punto K-—-iK”, donde 
ln 


, — | 7=%*=35 
Y VD (1712) 
ly 


Esta última integral puede expresarse en una forma análoga 
a K mediante la sustitución 
1 


- ———— donde 4'?2=4-—4?, 
Vi? 


l= 


Resulta: 


dt 
K <= —=======7" » 
| VU—M(1=k'21%) 
«h 
donde k'2=4-—k2, 
Pasemos del intervalo lr al intervalo Pr < + 00; 
el argumento de la expresión subradical 
(P4) (14) 49 (1) (041) (15) (1+<) 


disminuye en x (junto con Arg (:—7)) . Por lo tanto, para 
V (2 —4) (1—k*2) resulta un valor cuyo argumento es igual a 
T 


—y e 


—i Ve—=1 (21? —1). 


Resumiendo, para - <X 1 <-+ 00; 

1 ei d 
we] (2) =| Y==%==B + ld —— E — 
$ (2) lv aan T* ¡ V (21) (1 —ha42) 


1 
Xx Xx 


dt pe dt 
— === = K Kk'— 
5 V (2—4) (K212—1) dd », VU3—4) (84) * 


Xx 
Si + aumenla desde z hasta |. 00, la integral j o 
e Y *—1) (6t2—1) 
creco desde el valor 0 hasta el valor 
1 


í dt al j dí —=K 
a VERO 1 VA A 


0 
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(aquí se hizo la sustitución  = ñ) . Por esta razón, el punto 


w = f(x) describe ol intervalo rectilíneo paralelo al eje real, desde 
el punto K + iK” hasta el punto iX”. 
De un modo análugo nos cercioramos (que, cuando z vecorre los, 


intervalog desde O hasta —4, desde —41 hasta — z y desde — z 


hasta —oo, el punto w = f (x) recorro consecutivamente los int Aa 
log rectilíneos desde O hasta —K, desde —K hasta — K + iK' 
y, finalmente, desde — K + ¿K” hasta ¿K”'. 

En resumen, la función w = f (2) transforma biunivocamonto 
el eje real y en el contorno T del rectángulo con los vértices —K, K, 
K + :iK y —K +iK", donde 


1 
dt 


K” A O O 
Ms] VAT | VU—12 1-81) 


y k*=1 —k?. 

De aquí, según el teorema demostrado, sacamos la conclusión 
de que esta función es univalente en el semiplano superior y realiza 
una transformación conforme de este último en el rectángulo indicado. 

La base del roctángulo es igual a 2K, la allura es igual a K”; 
por lo tanto, 

1 


de 
K' | V (11?) (1 —k'2£?2) 
== h (hi). 


9 j dt 
> V (1 —12) (1 —k202) 


Si el parámetro k (0 <k< 1) croco desde O hasta 1, entonces 

el denominador de la fracción crece desde 2 o 

y Vi=13 

en este caso, k' (k” = Y 1 — ke?) decrece desde 1 hasta O y, por con- 
+ 


= Tí hasla oo; 


siguiente, el numerador de la fracción decrece desde vo hasta as 


De este modo, la razón => o = A (1), variando continuamente, decrece 


desde co hasta 0, cuando k crece desde O hasta 1. Por esta razón, 
para cualquier rectángulo de base 2a y altura b se puede hallar 


_F 
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un valor de k (0<k-<i1) y solamente uno, para el cual 


de 

y VA o 

da ' _ a 2K ' 
y VA— 12) (1— 282) 

Por lo tanto, la función 


19=| E 


VD" 


construida para el valor hallado de k*, realiza una transformación 

conforme del semiplano superior en un rectángulo semejante al dado. 
Si se desea obtener la transformación en el rectángulo dado, es 
o . : e . , Ed 2a b . 

suficiente introducir otro factor más pu => = q: se tiene: 


z 


E A 
—H > V (1 — 12) (1 —k2:3) b 


Como resultado de la transformación, se obtiene un rectángulo 
con los vértices: 


—pwK= —a, uK=da, pUK + iuK'=a-+ bi, 
—uK-— ipkK' = —a+bi. 


z 
En vesumen, mediante la integral elíptica p VVS 
, VU— 12) (1—K22?) 
se puede transformar el semiplano en un rectángulo arbitrariamente 
dado, eligiendo para osto los valores correspondientes de los pará- 
melros k y y. 
1.3. Consideremos, finalmente, .el caso en que para uno de los 
puntos ¿y de la curva y, pertenecienle a la frontera del recinto G, 
se cumple la relación 


lim f (z) “== 00 
2=+tn 
2Eg 
Supongamos que, haciendo 
. f (50) =00, 


se obticne una función f (z), continua (en el sentido generalizado) 
en el recinto cerrado g y analítica en todos los sitios, a excepción 
del punto Ey y, posiblemente, de unos cuantos puntos más de la 
curva y. 
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Supongamos de nuevo que w == f (2) realiza una transformación 
biunívoca de la curva y en una curva cerrada de Jordan T' del plano 
ampliado (P' necesariamente pasa por cl punto del infinito). Ejem- 
plos simples muestran que en este caso la función f (z) puede ser no 
univalente en el recinto g y puede Lransformar g en un recinto distinto 
de A (distinto del interior de la curva T). 

EBxaminemos, por ejemplo, la función 

-(2—1y3 

a (4) 
la cual tiene un polo de tercor orden en el punto z = --4. Por 
recinto (7 se puede tomar aquí lodo el plano, a excepción del punto 
2 = —41, Sea y la circunferencia unidad y sea g el círculo unidad. 
Como on y z=e€0(—52<0<30, la función f (2) > f (ed) = 


10 3 
pe — A y 0 : : ; 
=t (a : = te? 7 realiza una transformación hinníivoca de 
e al 


y en el eje real P del plano w. Para hallar la imagen del circulo uni- 
dad g, realicemos la transformación auxiliar 


2—]1 
A a E 


la cual Lransforma biunnívocamente el círculo unidad en el somiplano 
auperior €. Con esto, la función w =f (2) se convertirá en w = 
= f* (£) = €, Pero, evidentemente, esta última no es univalenle 
en el semiplano superior, transformando a éste en todo el plano w, 
a excepción de los puntos w = () y w = oo. De aquí se deduce que 
] (2) tampoco es univalonte on el recinto y y que transforma a éste 
en Lodo el plano di, a excepción de los puntos wW = 0 y w= 00, es 
decir, en Lodo caso resulta un recinto cuya frontera no coincide con P. 

Este ojemplo muestra que, queriendo extonder el teorema del 
ap. 1.2 al caso en que f (2) se hace igual a oo en uno de Jos puntos 
de la curva y, necosariamente tenemos que someter a esta función 
a condiciones complomentarias. Te aquí unas cuantas proposiciones 
sencillas que se pueden oblener en este sentido. 

Sca f (2) una función continua en el sentido generalizado en un 
recinto cerrado g, limitado por una curva cerrada rectificable de 
Jordan y, la cual toma el valor oo en uno de los puntos £y de esta 
curva y es analítica en todo el recinto g, a excepción de una cantidad 
finita de puntos frontera. 

Supongamos que w = f (z) lransforma biunivocamente y en una 
curva cerrada de Jordan T' del plano ampliado (que necesariumente 
pasa por el punto del infinito). Si existe un punto finito w,, no 
perteneciente al conjunto de los valores que toma la función f (2) 


en ol recinto g, entonces la función F (2) = es continua 


Í (2) — 59 
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t 


en g en el sentido ordinario, os analítica en lodos los puntos, 
a eacepción de un número finito de puntos frontera y realiza una 
transformación biunivoca de y en una curva cerrada de Jordau T” 


del plano finito (I” es la imagen de la curva T en la transformación 
" : 


w' = ==) . Por lo tanto. a ella se le puede aplicar el lteorema 
demostrado anteriormente, de donde se deduce que F (2) y, por 


consiguiente, también f (2), es univalente en el recinto Ce. 


Señalemos ahora unas condiciones suficientes de otro tipo, en las cuales 
se va a tener en cuenta el comportamiento do la función f (z) en un entorno 
arbitrariamente pequeño del punto Ey (de aquel punto de la curva y, en el cual 
la función f (2) se hace infinita). Supongamos que en el punto £, la curva y posce 
tangentes a la derecba y a Ja izquierda, las cuales forman entro sí un ángulo 


a A e ¿ a) 
ar (0 <a 2) y que para un número renal positivo A, Q -< 4 =<zZ a , se verí- 
fica la relación 

lbn J()E6—5é=e (0320, e 0). 


Entonces, si <= f (z) realiza una transformación biunivoca de y en ol oje real T 
del plano sw, la función f (2) es univalente en el recinto g y transforma a éste 
en aquél somiplano A, limitado por la recta T, que queda a la izquierda del 
observador que se mueve junto con el punto f (2), cuando z recorre la curva y en 
sentido posilivo. 

Para compunder mejor este enunciado, supongamos que a == 1, us decir, 
a la curva y posee tangente on e] punto £y. Entonces, para A se obtiene la 
dosignaldad 2 << 3. De aquí se deduco que la proposición será justa, en parti- 
cular, cuando se sabe previamente que f (2) posee en el punto Ly un polo de 
orden na superior al segundo (sc liene, respectivamente: 


lim /()E—)=4  (A=1) 
£->"60 
o bicn 
lim f (2) (2— (0)? =0> (2 — 2). 


2» Ln 


No obstante, en el caso de un polo de tercer orden, esto deja de ser cierto, como 
se ve en ol ejemplo expuesto anteriormente. En resnmen, si a — 1 no se puede 
sustituir va la condición 4 <- 3 el signo de la desigualdad por cl de la igualdad. 

Pasando a domostrar el teorema, describamos las circunterencias |2— Ey |= 
= 6 (k=0, ..., m) con los contros en el punto Ly y en Jos demás puntos $ 
de In enrva y. en los cuales 7 (2) no es analítica. Conservando las dotaciones de Ja 
pág. 15, hallemos Jos arvos 0, de las cireunferoncius |z— ty | =p, que 
junto con los arcos y), p de la curva y limitan los recintos gy, p que están situa- 
dos en el recinto y y tienen en sus fronteras los puntos $ (k— Ú, .... m), 
respectivamente. Sea p ban pequeño que los dominios gy, y no tengan puntos 
comunes dos a dos. Como anteriormente, designcmos con Yp la curva que se 
obtiene de y sustituyendo las arcos yz, y por log arcos 0z, p, Y con T, la curva 
que sa obtiene del eje real sustituyendo los entes Pr p=/Í (Yh, y) por los 
arcos 3y,p=7 (0, 1). Tomemos uva punto arbitrario w” en el semiplano A 
y calculemos la variación del Argl/ (2) — w'] cuando el punto z recorre la 
curva Yp en sentido positivo. Fijando unos entornos £', de los puntos 4, que 
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no contengan a te”, toniemos p tan pequeño que los arcos T,, p y 2y, p estén con- 
tenidos en Y, tk =0, ..., m). Entonces, para k == 0, tendremos: 
Var Arg[f(2)—w']= Var Arg (f (2) —w"]. 
por consiguiente, sumando todas las variaciones, menos aquellas que co- 
rresponden al recorrido por los arcos Op, y Yop, Gbtendremos: 
Var Arg[f[r2—wI= Var Arg l[f (2) —u']. 
¿=7—V, p 2EY 07%, p 

Designemos con ap y bp los puntos inicial y final comunes de los"arcosjPo, y 

y Zo, p (en el sentido del recorrido positivo). Evidentemente, an y bp son pun- 


FIG. 2 


tos del eje real y Py, y reprosenta un segmento infinito del mismo con el origon 
ap y el extremo bp, mientras que P — To, y es el segmento finito con el origen 
bp y el extremo a, (fig. 2.). Por esta razón, la variación de Arg  [f(2)—u:') 
zEV—Yo, 
es igual a la variación de aa 20 cuando w recorre el segmento 15, apl 
wE[b,.a 
do modo que el vector w — w' gire alrodedor de w' en sentido positivo (w' se 
mantiene a la izquierda cuando el punto w recorre el segmonto |5,. 2,)), y, por 
consigniente, esta variación es igual al ángulo 9, O <- 9, «7 1, bajo el cual 


se ve el segmento [by, ap] desde el punto vw”. Así, pues, 


Var Argl[f(2)—w']= Var Arg (w—w”)=0,1. 
2EY 0 ps QA J 
p “0Dpo pop. 
Pero Var  Arg(u:—to') es uno de los valores do la diferencia 
webo» 27) 


, 


, , el ted 
Arg (2, —w") —Arg (bo —w*) — Arg dl 
Por lo tinto, Ú 
a7—w' o; 
arg Dr pi 


y, luego, 


? 


a, —w ; 
Var Arglf(2)—w'|= Var Arg (w+—uw”)= —arg Sr 2h — 21 — Gon 
o, p wezo. p p 
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donde k es un número entero. Por otra parte, cn un entorno del punto to 
la función f (2) puede expresarse en la forma 


e [1+e (2)] 
fo ==, 
(2—to* 


donde e (2) —>0 cuando z — £o. Por esla razón, 


P A 
, e w (2 — £o) e a 
N—w= [Atos (7 EZ] [19 (21, 
(—E9* ¿ (—t* 
donde y (42 —>0 cuando 3 —"%o. Por consiguiente, 
Var Argl[f(2)—w'j=-—ái Var Arg(z—¿0)+ Var Argl1+m112)]. 

200, p 2€%, y 22,0. 

Como las tangentes en el punto $ a la curva y forman entre sí, un ángulo ax, 
todos los puntos del arco yo, p para valores suficientemente pequeños de p están 
situados en el interior de dos ángnlos de magnitud arbitrariamente pequeña, 
simétricos respecto de sus tangentes respectivas. Debido a esto, el ángulo ap 
bajo el cual se ve el arco 07, p desde el punto £y, se puede suponer arbitracia- 
mente próximo a ax. Observando que z recorre dq, ¿ de tal modo que el interior 
del recinto gy (situado fuera de la circuntorencia | z — €a | = p, uno de cuyos 
arcos es Op, p) se mantiene 4 la izquierda de z, hallamos: 


Var Arg (z—£t. == — UT 
REO, y Y (—£o) Pp 


Var Argl[f (2) —w')=20,2+Bpr1, 


zE 9, Pp 


y, por consiguiente, 


donde 
lima¿=a y lim Pp=0 (Bpn= Var Argl[1+n (2)). 
p—>0 p>0 2€00, 0 
Comparando esta expresión con la hallada anteriormente, obtenemos: 
Si p —» 0, el ángulo 10, tiende a x=, puesto que los puntos «a, y bp tienden 


a + oo. Por esta razón, el segundo micmbro de la igualdad tiende hacia el límite 
1 + 4a y, además, según la condición, 


1<144a<4. 


Do aquí se deduco quo k=4 para todos los valores Je p suficientemente 
pequeños *). Debido a esto 


Var Arg[/ (2)—w" =2x —0¿n 
2E90, 0 
y, finalmente, 


Var Arglf(9=0I=_ Var Af 14 


Yo “Yoo, p 
+ Var Argl[f (2) —w"]=8p1t +(21—0pn) =2x.. 
2£0), p 


*) Y, por consiguiento, ph. 
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En resumen, la función ? (z) toma cualquier valor w” E Á en el recinto gy 


y, además, una sola voz, para todos los valores suficientemente pequonos de £ 
Del mismo modo, para cualquier punto w”, perteneciente al semiplano limitado 
por la recta T y que queda a la derecha durante el recorrido de P' par el punto 
w = f (3), correspondiente al recorrido del punto z por la curva y cn sentido 
positiva, se tiene que 


Var Arglf(—w"]= Var  Argif(3—w"[— —Opx, 


2€7,, Ls So. ñ 1=Y=Yo, y 
Var Arglf(2)—u"]> Var Arg|7(2)—w"] =0jn, 
22%, A + Yo, p 


Y, por lo tanto, 
Var Arg |f (2) —w*]=-0, 
2E%, 


Aquí 07 idosigna el ángulo bajo el cual se ve el segmento [6,, a,.] desde 
el punto w. Así, pues, la función f (2) no toma ca el recinto g, el valor w”, 
estuado fuera del semiplano A, para todos los valorus suficientemente pequenos 
de p. De los hechos establecidos se deduce la justeza de nuestra proposición. 

Proponemos al lector demostrar como ejercicio el siguiente teorema: 

Supongamos que el recinto g está limitado por una curva cerrada de Jor- 
dan y del plano ampliado (cualquier arco finito de la cual es rectificable) y está 
contenido en una franja A <2y ZA +Fhn 0<dh< 2, cuyos lados son asin- 
Latas para y; para precisar supondramos que ambas ramas infinitas de la curva y 
se extiendea eu la dirección de laz x creciontes (el recinto g tiene la forma do 
vos semifranja curvilinea). Sea f (2) una función continua en el sentido genera- 
lizado en el recinto g, la cual se hace igual a oo en el punto z = vo y es analítica 
en tedos los puntos finitos del recinto g. Si ésta realiza una transformación 
biunivoca de la curva y en el eje real P y se pueden señalar unos númoros rea- 
les Hoy A, 00 poto, 0x4 má tales que existe el mite 
lim [24e7%f (3 =C€ (00, C>=>00), entonces f (2) cs univalente en el 
dla 
¿Epr 


recinto g y transforma a éste en uno de los dos semiplanas limitados por la 
recta 1. 


1.4. Ejemplos sencillos muestran quo la suma, diferencia, pro- 
ducto y cociente de dos funciones univalentes en un recinto dado 
pueden no ser funciones univalentes. Del mismo modo, la derivada 
y la integral de una función univalente, por lo general, no son fun- 
ciones univalentes. Sin embargo, la superposición de dos funciones 
univalentos FI (2) 0s, evidentemente, una función univalente; 
más de una vez se ulilizó anteriormente esta observación. Ilay que 
tener cuidado solamente de que Jos valores de la función q (z) descan- 
sen en aquel recinto del plano u en el cual f (w) es una función 
univalente. 

Ls de gran importancia el teorema que afirma que el límite de 
una sucesión uniformemente convergente de funciones univalentes 
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.] 


es una [unción univalente (salvo una excepción evidente). Precisando, 
se verifica la siguiente proposición: 


Teorema. Si una sucesión de funciones [f, (2)). que son univa- 
lentes en un recinto G, es uniformemente convergente en este recinto 
y f(z)=limf, (2) no es idénticamente constante, enlonces f (2) es 
univalente en el recinto G. 

Como, en virtud del teorema do Woierslrass sobre las sucesiones 
(o series) uniformemente convergentes, f (z) es analílien on el recin- 
to G, solamente se necesita demostrar que f (21) > f (23), si 2, + Zo. 

Supongamos lo contrario, y soa 


Hz) =/ (29) <a, 21 22. 


Jontonces, para la función f (2) — a, que es el Jímite de la sucesión 
uniformemente convergente de funciones univalentes (f, (3) — a), 
tendremos al menos dos ceros z, y z2 en el recinto G. Por consiguiente, 
según el leorema del ap. 3.5, cap. cuarto (teorema de TTurwitz), 
todas las funciones f, (2) — a, comenzando desde cierto índice en 
adelante, tienen que tener cada una de ellas al menos un cero en 
cualquier entorno del punto z, y en cualquier entorno del punto zo. 
Tomando estos entornos tan pequeños gue no tengan puntos comunes, 
sacamos la conclusión de que todas las funciones, comenzando desde 
una de ellas en adelante, toman el valor a al monos en dos puntos 
distintos del recinto G. lo cual contradice a Ja propiedad «de univa- 
lencia de las funciones f, (2). Jl Leorema queda demostrado. 


$ 2, TEOREMAS DE JXISTENCIA DE RIEMANN Y TULBERT. 
PROPIEDADTS DE LAS FUNCIONES UNIVALENTES 


2.1. Ocnpémonos del problema fundamental en la teoría de Ins 
transformaciones conformes relativo a Ja posibilidad de transformar 
biunívoca y conformemente (tad lransformación se llamará a conti- 
nuación, simplemente, conforme) un recinto on otro. ÑNog basuremos 
en el hecho de que toda transformación conforme (de primera especie) 
se realiza medianle una función analítica*). 

Como la transformación examinada es homcomorfa, la condición 
necesaria para que exista una transformación conforme es que exisla 
alguna transforinación homcomoría de los reciutos, O sea, que los 
mismos recintos sean homcomorfos. De aquí que un recinto múlti- 
plemente conexo, por ejemplo, no se pueda transformar en uno 
simplemente conexo. 

No obstante, la condición de homeomorfismo siendo necesaria 
para la existencia de la lranstormación conforme, no es por lo gene- 


*) Véase la demostración en D). Menshoff, « Los conditions de mono- 
génitó », París, 19360. pág. 39 y siguientes. 
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ral, suficiente. Supongamos, por ejemplo, que G es todo el plano fini- 
to z y que D es un circulo: [w | < R < oo. Si existiese una función 
w = f (2) que transformase conformemente G sobre D, ésta sería 
unívoca, analítica y acotada en valor absoluto en el plano finito. 
Pero de aquí, según el teorema de Liouville, se deduce quo: f (2) = 
=const, lo cual contradice a la univalencia de la función f (z). Así, 
pues, no existe una transformación conformo del plano finito G 


sobre un círculo D (de radio finito). No obstante, estos recintos son 
z 


homeomorfos; en efecto, la función w = Es arctg |z| (u: (0) =0) 
realiza una transformación homeomoría de G sobre D, perteneciente 
al conjunto infinito do transformaciones de éstas. 

Agroguemos, que el plano finito admite una bransformación 
conforme solamente sobre el plano ampliado, del cual se ha excluido 
un punto finito, o sobre sí mismo. lósto se deduce de que cada función 
univalento en el plano finito tiene que ser homográfica (en particular, 
lincal entera (véase el ap. 1.1)). 

Consideremos también el caso de recintos biconexos simples. 
Sea G un anillo circular: 0 <r, < |z2]<r¿< o y sea D también 
un anillo circular: O<R,|<|[|w|<R,< o. 

Suponganios que la función w = f (z) realiza una transformación 
conforme de G sobre D, y sea z = q (w) la función inversa. Designe- 
mos con TP la imagen de la circunferencia y»: z = pe? (0 LX 0 < 21; 
rí p< ra). T, es una curva cerrada de Jordan; eu ecuación tiene 
la forma w = f (pet) (0 <0 < 21). 

De la igualdad 

1 dz 1 q” (ww) 7 1 a 
l=5>7 ¡ Hi j > ía] dw = E 37 Var Argo (w), 
Yo Po al 
donde ambas curvas yo y Tp so recorren en la integración en sentido 
positivo, y se pone el signo más o menos según que el punto w = f (2) 
recorra la curva l', en el mismo sentido que el punto z recorro la 
curva Yp, O que estos sentidos sean opuestos entre sí, se deduce, ante 
todo, que el origen de coordenadas está situado en el interior de T,. 


Por otra parte, la integral 47 j E. yy es una función continua 
] 


¿Ed pl) 


de p, la cual toma solamente valores enteros (+1). De aquí se deduce 
que esta integral conserva un valor constante y, par consiguiente, 
el signo ante Ja integral (-|- o —) no dopende de p. Jisto significa que 
cl sentido del recorrido del punto w = f (2) a Jo largo de cualquier 
curva P, o coincide para todos los valores de p, r, < p < rz, con el 
sentido del recorrido del punto z a lo largo de la curva yo, o es para 
todos los valores de p opuesto a este último sentido. Supongamos 
primero «que los sentidos de los rocorridos de las curvas I', y pp 
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coinciden, y calculemos el área limitada por la curva Pp. Según 
la fórmula conocida*), este área Sp se expresa por la siguiente integral: 
» 1 
So=>3 | (u du—v du) >0, 
P, 
donde la curva P, se recorre en sentido positivo. Trausio:mawdo 
esta integral, tendremos: 


2rnt A 10 
S,= 7 | Im ((1— io) (du + ¿de)) =$ j Im [7 (pa) >] de. 
0 


Pp 


Aqui no hemos combiado el signo ante la integral, precisamente 
porque al crecimiento de € desde O hasta 2x1 corresponde el reco- 
rrido de la curva 1', en sentido positivo. Desarrollando f(pr'%) en 
seríe de Laurent, resulta: 
+00 of Ho 
f (peid) = > app etne, E = > inanprerro, 


00 —:0 


de donde, basándose en la convergencia absoluta y uniforme (para 
un valor fijo de p) de estos desarrollos, tendremos: 
1 2H +0 +00 
Sp q | Im (2 anp"e-+n0 Y, inanp"etno | dO — 
— 00 m0 


U 


=oO —00 


fo 00 
=1 Y) nlanjtp"—a Y aja, [2p >0. 
1 1 


Como la curva T, está situada en ol interior de la cireun- 
ferencia |w|= Ry y, por otra parte, contiene en su interior a la 
circunferencia |w|=R,, tendremos que tener para todos los valo- 
reg de p, 1¡<p<ra: 


qx 
nR<a Y na, | p?? < nu, 
— 00 


+) Véanse, por ejemplo, J. R. Pastor, P.P.CalJeja,C.A. Trejo, 
Análisis matemático, Volumen JI, XXITI, 88-5, pág. 482. (Nota del T.) 
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00 
De aquí se deduce ante todo que las series Dn|a,|[tr? 
00 
<+o: 


y Mnjan|?r3” son convergentes. Demostremos esto para la serie 
—») 


Es co S 
ba R An|? n= 2 n | O. |? na A 2 n don 2 E 
—o6 


De la última desigualdad deducimos que 
ESE cx 
Entro nto 


para r¡<p<ra Por esta razón, para cualquier natural NY se 
verifica la desigualdad 


N n 
nap alan, 


a bien, pasando al límite para p-—> ra: 


00 


N 
> n Ca [3 e Lo. Ri=> Ds n | An. |? OR 
! 1 


00 
de donde se deduce la convergencia de la serie na, |2r" y a la 
í 


vez la desigualdad 


NN 
Y nan ri” 18, 


— 20 


De un modo análogo so demucstra la convergencia de la serie 


YN nlantro” y la desigualdad: 

7 
+ 
2nlar2r" 2 Hi. 
— 00 


De aquí se desprende que 


<o 
y n|a, 1213 
3 
43 = — <é 


dun 
2 nta, 12 r 
E] 
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Observando que 
O) 
vid YN ay ay, Y (E 02 — 20-22) 


92 ri o e 0) 
ri >) n | a, Pri" 
— Uy 


puesto que rn (ri"""—r["* 70 para todos los valores enteros de n, 
sacamos la conclusión de que 


rl HE 
z >, ML ) 
Pf 1 
es decir, 
Ro. ra 
A, Py 


Evidentemente, en nuestros razonamientos sc podian cambiar 
de sitio los planos z y w y los recintos G y D. Entonces ohtene- 
mos la desigualdad: 


Re Ss Pa 
AR, E Pr Sl 
r2 


. o R. . . 1 
Por consiguiente, n= y 08 decir, los anillos circulares G 
1 


y D tienen que ser semejantes entre si. Luego obtenemos que 


alar) 
MA = —— =0, 
ra A a|a, (3 ri2 
= 
de donde se deduce que 
da=0 para nYx+0 y n= 1. 


Por lo tanto 
f (3) =" ay —uyz, 


es decir, es una función lineal entera. 

Consideremos ahora el caso cn que el sentido del recorrido del 
punto w = f (2) por la curva TP, os opuesto al sentido del recorrido 
del punto z por Ja circunferencia yp. Enlonces la Lransformación 


r 


1 z , ; 1 
w=-7 convierte el anillo D en un nuevo anillo Dh <|w|< 


1 , Es 1 
<->» de modo que la función w = Te transforma conforme- 
mente el anillo G: 1, <|z2]|<r, en el anillo D?. 

Como Argw” = —Arg f (2) = —Arg w, resulta que la curva Tp, 
que es la imagen de la circunferencia y, en la transformaciór 
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1 ; ; 

w “Ta queda recorrida por el punto w” en el sendito opuesto al 
recorrido de la curva TP, realizado por el punto w = f (2) y, por 
consiguiente, en el mismo sentido en que el punto z recorre la circun- 
ferencia yp. Según lo demostrado, obtenemos: 


1:R¡ _ Ra ra 


O sea, resulta que los anillos G y D son de nuevo setnejantes 


entre sí. Además, para la función == obtenemos: 
4 


——= Ay y 4,2 


es decir, f (z) es una función homográfica. 
Haciendo un resumen de los resultados obtenidos, llegamos al 
siguiente teorema: 

Para que exista una transformación conforme del anillo circular G: 
Tr <Z |z | << ra sobre el anillo circular D: R, < |w |< Ra es nece- 
sario y suficiente que estos anto: sean semejantes entre st, es decir, 

2 


is da. e r . e - o 
que se cumpla la condición += , Cumpliéndose esta condición 
Le Ri; r4 Pp 


la transformación puede realizarse solamente mediante una función 
homográfica (en particular, lineal entera). 

Por lo tanto.'los anillos circulares que son rocintos homeomorfos 
entre sí, por lo general (osea, sin una condición especial), no pueden 
transformarse conformemente uno en el otro. (151 hecho de que dos 
anillos G y D son verdaderamente homeomorfos, se deduce conside- 
rando la función 


la cual transforma G sobre £). 

Tanto más admirable es el hecho de que para cualesquiera dos 
recintos simplemente concxos del plano ampliado, 
cuyas fronteras covltengan más de un punto cada una, siempre existe 
una transformación conforme de unu de ellos sobre el otro. Para 
domostrar esta proposición, es suficiente establecer que para cada 
recinto G de este tipo exisle una transformación conforme sobre 
un círculo K,: |w| < R con el centro en el origen de coordenadas. 
En efecto, si la función w =f(z) transforma conformemente G 
sobre K y y la función w = F (2”) transforma conformemente otro 
recinto 1D sobre el círculo Kp-: |w” |< RR”, entonces la función 


R' . 
w" == transforma conformemente el círculo Kp sobre Kp, 
Ja]iunción z' = F”! (w') translorma conformemente el círculo Kp- 


$£ 2. TEOREMA DE RIEMANN 33 


sobre D y, por consiguiente, la función 

, R' 

=P" (+ f (2) | 
transforma conformementco el recinto G sobre 0D. 


2.2. Teorema de existencia de Ja tlrans- 
formación conforme (Riemann). Todo recinto 
simplemente conexo G del plano ampliado, cuya frontera contenga más 
de un punto, se puede transformar conformemente sobre un circulo con 
el centro en el origen de cuordenadas. 

Demostremos primeto que entre las funciones univalentes en 
el recinto dado (pueden servir de ejomplos de funciones univalentes 
en el recinto (7 las funciones homográficas), existen Íunciones que 
son acotadas on valor absoluto. 

Si el mismo recinto G está acotado, entonces tal función os, por 
ejemplo, f (2) = 2. 

Si G no está acotado, pero existe un punto z, exterior a G, entonces 
existe también un círculo | z — Zo | < p situado fucra de G. En este 


caso, f (2) = os un ejemplo de función univalente en G y acotada 


:— 20 


(14) 1<< para :€6). 


Supongamos, finalmente, que el recinto G no está acotado y nu 
tiene puntos exteriores. Según la condición, existen al menos dos 
puntos frontera de G distintos: a y P. Como el recinto G es simple- 
mente conexo, los puntos « y f) pertenecen al continuo T' que repre- 
senta la frontera de este recinto. Consideremos la función F' (2) = 
sp ista función biforme posee dos punlos de ramilica- 
ción: x y P. Como el recinto G se obliene del plano excluyendo un 
continuo que liga a y f, la función FF (2) se descompone en el recinto G 
en dos ramas uniformes analíticas F, (z) y Fa (z), cuyos valores en 
cada punto del recinto G se distinguen entro sí solamento en el signo. 
Estas funciones son univalentes en cl recinto G. puesto que de la 
igualdad 


se deduce que 


PB 2m—h' 
y, por consiguiente, 
21 —= 22. 


Por esta razón. las funciones w = F, (2) y w = F, (2) transforman 
conformemente G en dos recintos: G, y Gs. Evidentemente, G, y Ga, 
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no tienen puntos comunes, puesto que la existencia de un punto 
común w = F (2) = F (z,), debido al cálculo que acabamos de hacer, 
significaría la igualdad z, = z2 = z, lo cual contradice al hecho 
de que F; (2) = — F, (z) y de que las funciones F, (z) y Fo» (2) no 
toman en ningún punto los valores 0 y oo. Par consiguiente, cada 
punto wo del recinto G, es exterior para G;. de modo que existe 
un circulo | w — wo | < p perteneciente al exterior del recinto G,. 
Formando la función 
4 1 
va “Fa +1 


hallamos que ésta es univalente en el recinto G y está acotada 
4 
(119 1<5). 
En resumen, en todos los casos existen en el recinto G funciones 
univalentes y acotadas. Sea f (2) una de tales funciones y sea Zo 


un punto finito fijado del recinto G. Entonces f' (zp) >* O (debido 
a la univalencia de f (2) y, por consiguiente, 


1 (0) 
Pd 


es una función acotada y univalente en el recinto G, la cual se anula. 
en el punto 27 y posee en este punto derivada, igual a 4. 
Designemog con E, el conjunto de todas las funciones que poscen 
en el recinto G las propiedades indicadas. Para cada función FF (z) € 
€ E,, existe el extremo superior finito del módulo en el recinto G: 


M(F)=sup| 7 (2)]>-0. 


Está claro que M“M (F) significa geométricamente el radio del círculo 
mínimo con el centro en el origen de coordenadas que contiene a la 
imagen del recinto G en la transformación w = F (2). Para funciones 
distintas £' (2) € Ez), por lo genoral, resultarán diferentes núme- 
og M (F). 

Ahora demostraromos que en el conjunto E,, existe una función 
f (2), para la cual M (£) alcanza el valor mínimo R.,,: 

F ()EEZ0 


Precisamente esta función transformará conformemente el recinto G 
en el círculo |w|<R,. 

Consideremos una sucesión de funciones F, (z) del conjunto £,, 
para las cuales se cumpla la condición 


lim M(F,)= inf M(£)=A,, 
N-r00 F (UEEz, 
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(tal sucesión existe, debido a la definición misma de cxtremo inferior 
inf M (F)). Esta sucesión estará uniformemente acotada en el recin- 
to G, puesto que está acotada la sucesión convergente de números 


(M (PD): 
M (Fr) =sup| Fa (2) |] <M (n= 1, 2, ...). 


Según el teorema de Montel, la sucesión (PF, (2)) es compacta en el 
recinto G, de modo que de ella se puede extraer una sucesión parcial 
(Fa, (2)) uniformemente convergente en el interior de G hacia 


una función analítica f (2). Para esta función tendremos: 
Í (Zo) = ¿im Pa, (20) =0, f' (20) = lim Pa, (20) = 1, 
de donde se deduce que f(z) 3 const, y, por consiguiente, según 
el teorema del ap. 14.4, es unjivalente. Luego, de las relaciones 
f ()= lim Pat) y 1Fa, (D)|<M(Pn,) — Ra 
a AS 


se deduce que para cualquier e >0 
MH |<IPa, (DIEZ Ra +8 


para todos los valores de »z suficientemente grandes, de donde, 
debido a la arbitrariedad de e, sacamos la conclusión de que 


IFEl<Reo  (-€6). 


Pero, como f(z) es univalente y acotada en el recinto G y satis- 
face a las condiciones 


f(2)=0 y (9)=1, 


resulta que f(2)€ Ez, y sup |f(2)|> R.,. 
Confrontando las desigualdados obtenidas, obtenemos: 


sup | $ (2) |=Ha, 


Demostremos que la a = f (z) transforma conformemente 
el recinto G en el círculo K/¿: | w [| < £A¿,. Como do las propiedades 
obtenidas de la función f (z) se deduce que la imagen f (G) del recin- 
to G está contenida en el círculo | w | < R,,, es suficiente cerciorarse 
de que cada punto del círculo Xy pertericce a f (G). Supongamos que 
esto no es así; entonces dentro de Xy tionen que estar situados algunos 
puntos frontera del conjunto f (G). Designemos uno de ellos con 
wolO < | w | < Rp) y formemos, consecutivamente, fas funciones: 


w==/ (2), w= loa A 0» we = V Rio, =Íf2 (2) 


3* 
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(se fija una de Jas dos ramas de esta función), 
wo — fa (20) 
20 — $2 (20) a 


Cada una de las funciones wy = f, (2), considerada como función 
de 10,1 (wo = 0), os univalento en el recinto f,-, (G) (f. (G) = f (G)). 
Por lo tanto, todas estas funciones, consideradas como funciones 
de z, son univalentes en el recinto G. 

La función w, (0) transforma el circulo Xy en sí mismo, de modo 
que lleva el punto wo al origen «de coordenadas. En este caso f (G) 
so transforma en un recinto f, (G) contenido en Ky; el punto w, = 0 
es un punto frontera para f, (G). La función w2 (w,) tiene dos ramas 
uniformes y analíticas en el recinto f, (GC). Fijando una de ellas 
y observando que sus valores pertenecen al círculo K y, y que al punto 
wy = 0 le corresponde el punto wz = U, hallamos que f, (G) de nuevo 
pertenece al círculo K, y el punto wz = 0 es un punto frontera para 
fe (G). La función wy (wz) transforma el círculo Ky en sí mismo 
y lleva el punto f2 (zp) al origen de coordenadas. Por consiguiente, 
la función univalente fz (z) se anula en el punto Z, y transforma el 
recinto G en un recinto f3 (G), perieneciente al círculo Ko. 

Para su derivada f, (24) obtenemos el valor: 


— ps a y 
wW¿= Rz, R = f3 (2) y 4¿= 0 : 


dur dwy dws du . 
dz li=zp Ge lw=/ (zq)=0 Uy | we] (20)=—wp ds a 10=V fun 


q Bl? "42 Po Palo 
Héy 2 Y —uw9 Rip—Itzpluo] 2 Y —Rzgo 


Como |uy |< R,,. se tiene que | f; (zo) | > 4. Por esto, f3 (2) no 
pertenece al conjunto 2,, Dividiéndola por f¿ (Zo), obtenemos una 
función f, (z) del conjunto E,, (f, (z) es univalento en cl recinto G 
y satisface a las condiciones: f, (z,) =0 y fi (zo) = 1). Peru esta 
última transforma el recinto € en un rocinto f, (6) contenido en el 
círculo 
Rip 

fs (zo) | 


[es | < < Ros 


y, por consiguiente, 
Rz0 A 
sup! És (2) |S NA (Zo) 1 < Ro; 


esto contradice a la definición del húmero R¿, como extremo inferior 
del conjunto de números sup IP (2) |, F (2) € Ez, El teorema queda 
2€ 


demostrado. b 
Durante la demostración hemos hallado que la función que 
realiza la transformación conforme del recinto en el círculo, se puede 
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someter a las condiciones complementarias: 
f(z0)=0 y f (2) =1. 


donde zo es un punto finito arbitrario del recinto. 

131 círculo K, obtonido tiene el centro en al origen de coordenadas 
y un radio R?¿, completamente determinado. Este se llama radio 
de conformidad del recinto Grespecto del punto 24. 


Tomando en lugar de f (3) la función F (2) = —Í (z), obtendremos 
z0 


la transformación del recinto G en el circulo unidad Jw|< lt. 
La función que realiza la transformación satisínce a las condiciones: 


fe (Zo) a A (Zo) > 0. 


Geométricamentle, esto significa que el punto zy¿ del recinto GC se 
traslada al centro del círculo unidad y que las tangentes a todas las 
CUTvAs que pasan por el punto z, no observan rotación alguna al pasar 
a las imágenes de estas curvas, las cuales pasan por el centro del 
circulo. 

Demostremos que se verifica el siguiente toorema de 
unicidad para las transformaciones con- 
formes. 


Toorema. Existe solamente una función F (2) que transforma 
conformemente el recinto G en el circulo |w |< y que salisface a las 
condiciones: 


F (Zo) = 0 y pe (Zo) > 0, 


donde zo es un punto finito dado del recinto G. 

En cfocto, sea w, = F, (z) una función quo satisfaga a las mismas 
condiciones. Entonces Ja función w, = FF (w) = 0 (w), que 
es uniforme y analítica en el círculo unidad. satisface a las condi- 
ciones: 


D (0) =F¡F=1(0)=Fy (29) =0, WO) =prp Fi (00) >0 


y lransforma conformemente este círculo en sí mismo. En virtud 
del lcma de Schwarz (ap. 6.2, cap. tercero), se tiene: 


[0 |=]0 (| <| e). 
Pero este mismo razonamiento puede aplicarse también a la Jfuu- 
cion inversa 
w=XFF (ws) =D! (w),). 
Por esto, se tiene: 
|1|=| 47! (25) |<, |w0,), 
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do donde se deduce que se verifica la igualdad 
[D(0)/=/1), [w]<1, 

es decir, según el lema de Schwarz, 

D (w) = etUp, 
Como 0' (0) >0, se deduce que eí2=1, por consiguiente: 
D(9=w, F/F (w=w, 

o sea 

F, (2) =P (2) 


en el recinto G, con lo cual se termina la demostración. 

2.3. Sea (G,) una sucesión de recintos simplemente conexos 
del plano finito z, que contienen un círculo fijado k con el centro 
en 2. Consideremos el conjunto E de todos los puntos del plano, cada 
uno de los cuales posee un entorno perteneciente a todos los recin- 
tos Gn, comenzando desde cierto índice r. Evidentemente, todos los 
puntos del círculo k pertenecen a E. Por esta razón, E es un conjunto 
no vacio. Además, ésie es abierlo y, por consiguiente, representa 
un conjunto finito o numerable de recintos que no tienen puntos 
comunes dos a dos (véase el ap. 4.2, cap. primero). Aquol que contione 
al punto zo y, por consiguiente, al círculo k, llamaremos núcleo 
de la sucesión de los recintos (G, ) (respecto del punto z,) y lo designa- 
remos con G,. El núcleo G,, es el recinto máximo entre los que con- 
tienen a zo y poseen la propicdad de que cualquior conjunto cerrado F 
de puntos del mismo pertenece a todos los recintos G,, comenzando 
desde uno de ellos. En otras palabras, todo recinto g que contiene 
al punto Zy y posee la propiedad indicada, está contenido en Gz,. 
En efecto, si FP CE G,,, entonces para cada punto [€ F se puede 
señalar un entorno U;, perteneciente a los recintos G, para n > v (6). 
Cubriendo F con un número finito de tales entornos Uy (j =1,.... 

. ., Mm) (lo cual es posible según el lema de Heine-Borcl) y eligiendo 
el mayor de los números v (£y) (j = 1, .- ., m) — sea ésto el núme- 
ro v—, hallaremos que para n > v todos los entornos Ur, y, por 
consiguiente, también todo el conjunto F, estarán contenidos en C,. 
Si alguno de los recintos g posee una propiedad análoga, entonces 
para cada uno de sus puntos tiene que existir un entorno perteneciente 
a todos los recintos G,, comenzando desde uno de ellos. Por esta razón 
gC E, y si g contiene al punto z,, entonces g pertenece a aquella 
componente conexa del conjunto E que contiene a este punlo, es 
decir, g SG;,. Jin la fig. 3 están representados los recintos G,, 
cada uno de los cuales consta de dos rectángulos fijados D” y D”, 
unidos entre sí por el rectángulo 6, de base constante 1 y cuya altura 
Ry, decrece indefinidamente. En este ejemplo el conjunto E consta 
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de los rectángulos D” y D”. El núcleo de la sucesión (G,) respecto 
del punto z;, € D” es el rectángulo D”, el núcleo de esta misma suce- 
sión respecto del punto z, € D” es el rectángulo D”. 

Diremos que la sucesión (G,) converge hacia su 
núcleo Gz,, si cualquier sucesión parcial de estos recintos posct 
el mismo núcleo respecto del punto zy que toda la succsión. 


FIG. 3. 


En nuestro ejemplo la sucesión (G,) converge hacia el núcleo D' 
(respecto del punto z,), y también hacia el núcleo D” (respecto del 
punto 2,). 

Ln la fig. 4 se muestra un ejemplo de sucesión divergente de rocin- 
tos (G,). En este caso, cada uno de los recintos G»,,-, coincide con 


PIG. 5. 


un mismo rectángulo D”, y cada recinto Ga,, coincide con el rectángu- 
lo D”, distinto de D”, pero que liene una parte común con D': el 
rectángulo 3. El núcleo de la sucesión (G,) respecto de cualquier 
punto z, E 6 es cl rectángulo 6. Sin embargo, el núcleo de la sucesión 
parcial (G»,,-1) respocto de este mismo punto es D”, y el núcleo 
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de la sucesión parcial (G2,.) respecto del punto z, es D”. De aquí 
se deduce que en este ejemplo la sucesión (Cn, es divergente. 

El siguiente teorema pone de relieve el valor de los conceptos 
introducidos aquí para la teoría de las transformaciones confurmes. 


Teorema de los recintos de fronteras 
variables (Carathéodor y). Sea (G,) una sucesión 
de recintos contenidos en un circulo fijado K: | 2] < RR (es decir, uni- 
formemenle acotados) y que contienen en su interior a un circulo k: 
|z— 24 | < p. Designemos con w = f, (z) las funciones que trans- 
forman conformemente los recintos G, en el circulo unidad A: |w|<t 
y que satisfacen a las condiciones f, (27) =0, fa (20) > 0, y con 
w=fiíz), la función que transforma conformemente el núcleo G., 
de la sucesión [G,,) en el circulo unidad y que satisface a las condiciones 
f(z0) =0, F' (20) > 0, y sean z = q, (u) y z = q (w) las funciones 
inversas a las indicadas. En estas condiciones, de la convergencia de 
la sucesión de los recintos [G,) a su núcleo Gz, se deduce la convergencia 
uniforme de la sucesión (f. (z)) en el interior de G,, hacia la función 
Í (2) y de la sucesión [pa (w)) en el interior de A hacia la función y (w). 
Reciprocamente, la convergencia uniforme de la sucesión (f, (2)) 
hacia la función f (2) (lo [qn (w)) hacia q (w)) implica la convergencia 
de la sucesión (Gn) hacia su núcleo G.,. 


Demostración. Sin hacer por ahora ninguna suposición 
acerca de la convergoncia de la sucesión (G,,), consideremos la suce- 
sión do funciones (f, (2)). Cada una de éstas está definida en su 
recinto G,, y puede ocurrir que para cualquiera de ellas existan tales 
puntos del núcleo G,,, en los cuales la función dada no esté definida 
(es suficiente figurarse una sucesión creciente de recintos (G, ): 


G, — Gr+1, que aproximan al recinto G por el interior, el cual es, 
en este caso, el núcleo de la sucesión (G,,) (fig. 5)). No obstante, cada 
conjunto cerrado de puntos del recinto G,,, en particular, cada círculo 
cerrado pertoneciente a G,,, está contenido en todos los recintos G,. 
comenzando desde uno de ellos, y, por consiguiente, todas las fun- 
ciones (f, (23), comenzando desde una de ellas, están definidas y son 
analíticas en este conjunto. Como todus los conceptos y teoremas, 
relativos a la compacidad de las familias de las funciones analíticas. 
tratan solamonte del comportamiento de las funciones en los conjun- 
tos cerrados de puntos del recinto dado. polemos aplicarlos en el caso 
considerado a la sucesión (ff, (2)) y al recinto G,,. 

Fijemos una sucesión arbitraria de números naturales ¿(n,), 
creciente indefinidamonte, y sca G;, el núcleo de la sucesión de 
recintos (G,,); como las funciones (fa, (2)) están uniformemente 


acotadas (|fn, (3) | < 1), de (nr, ) se puede extraer una sucosión 


parcial de índices fr,) tal, que la sucesión de funciones (f,,; (2), 
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sea uniformemente convergente en el interior de G;,. Extraigamos 
de (ná) una nueva sucesión parcial (n,) de mado que la sucesión 
de funciones tez, (1w)) sea uniformemente convergente en el interior 


del círculo unidad (lo cual es posiblo, puesto que las funciones q, (w) 
están uniformemente acotadas en el círculo unidad: | p, (u) | < R). 
Evidentemente, la sucesión Ú (2)), como anteriormente, será 
uniformemente convergente en el interior do Gz,. Sin embargo, el 
núcleo G,, de la sucesión de recintos tz, ) puede diferenciarse do 


G;,; on todo caso, G,, > Gz, (puesto que la sucesión (Gr) está con- 
tenida en la sucesión (G,, )). 

Como la sucesión de funciones Un, (2)) está uniformemente aco- 
lada y es convergente en la parte G;, del recinto G,,, resulta, según 
el teorema de Vitali, que la misma es unifornemente convergente 


en el interior de G,,. lin resumen, hemos establecido que de cualquier 
sucesión de números naturales (2,) se puedo extraer una sucesión 


parcial (n,) tal, que la sucesión de funciones tz, (2)) converja 


uniformemente en el interior del núcleo Gz, de la sucesión de recintos 
(Ez,) hacia una función analítica f (2), y las funciones inversas 
a ellas tez, (w)) convorjan uniformemente on el intorior del círculo 
lw|<d4 hacia una función analítica q (w). Evidentemente, 
F(2)= lim f; (2)=0 y f'(20)= lim fr, (20)>0, 
Ny 0 nom 
y exactamente igual 
$(0)= lim P5, (0)-=2% y p' (0) =limp (0) >0. 
ny h 
Así, pues, oxisten límites finitos tanto para los números eN (Zo), 
a E 
de (20) * 
e 
se deduce que ambos límites son distintos de cero, o sea, F (2) >0 
y Y (0) > 0, siendo, además, P (20)-p” (0) = 1. Luego, f (2) sé const 
y q (w) =$ const, de donde, según el teorema del ap. 1.4, sacamos la 
conclusión de que F (2) y y (w) son univalentes en los recintos corres- 


pondientes Gao y Á. 
Como | f5 y | < 1, se tiene, LF( 1< 1, es decir, la imagen 


como para los números inversos a ellos e, (0) = De aquí 


f (Ova está cománida en el círculo unidad e además, f (Gzo) contiene 
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al punto 0. La imagen p (A) contiene al punto zp; demostremos que 
ella está contenida en el recinto Gro Sea w € A; entoncos 3 = p (w) 
es un punto del recinto y (A). Cerciorémonos do que existe un entorno 
dol punto z que está contenido en todos los recintos G> , comenzando 


o uno de cilos. La función 2 = q (w) transiorma la circunferencia 

5: |w—w| =p, contenida en Á, en una curva cerrada de Jordan y, 

contonida en p (A). Además, la parte interior de la curva y pertenece 

a p (A) y contiene al punto z. Construyamos un círculo cerrado C: 

|z — z | < r, situado en el interior de y, y designemos con e la distan- 

cia entre C y y; evidontemente, € > 0. Paraw€ ó y [ € C, se tione: 
|p (10) —51> e; 


por otra parte, para todos los valores n¿>>N en la circunferon- 
cia Ó tiene que verificarse la desigualdad 


e, (w) —q (w) | <e. 


De aquí, según el teorema de Rouché (véase el ap. 3.5, cap. cuarto), 
sacamo3 la conclusión de que las funciones p (w) — ¿ y e (w) — 


—¿=1(0 (w) —El+ [fx (w) —q(w)]| poseen una raisma cantidad de ceros 
en el interior de y, es decir, cada punto £ del círculo C pertenece a la 
imagen Pa, (A) = Gx, para 2, > N. Así, pues, cada punto z E q (A) 


posee un ONO (| h — 2 |<), perteneciente a todos los recintos 
Ga, , comenzando desde uno de ollos. Como p (A) eg un recinto que 
contiene a q, de aquí, en virtud do la propiedad fundamental del 
núclco de la sucesión (Ch se deduce que p (A) < G;,. Esto es 
lo que se afirmaba. 
Como z = q (w) transforma conformemonte Á en po (A) : EG 
y w=[(z) transforma conformemente G,, en el recinto T (Gs) E 
< A, sacamos la conclusión de que la función vy (w) = fp (w) 
transforma conformemente A en el recinto f (Gao), el cual está con- 
tonido en A. Observando que + (0) = fp (0) =7F (z,) =0 y y (0) = 


=p (0)-F (20) = 1, deducimos, según cl lema de Schwarz, que 
Y (w) = eu, siendo el = p' (0) =1. En resumen, 


y (1) =p (10) =w o bien p (w) = A (w), 


es decir, P (w) es una función inversa respecto de la función Í (z). 
Si, por consiguiente, tw es un punto arbitrario del círculo Á y z = 
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= 9 (u)Ep(A) = Cos so tiene f (2) = w € Í (Gz). Por esta razón. 
el recinto f (Gzp), el cual está contenido en A, contiene cualquier 
punto de Á, es decir, coincide con Á. J)el mismo modo, q (A) coincide 
con G,, Hemos hallado que las funciones w = f (2) y z = q (w) 
son inversas entre si y la primera de ellas realiza una transformación 
conforme del núcleo G,, de la sucesión (G; ) en el círculo unidad; 
además, se cumplen las condiciones Í (zp) =0 y f (z0) > 0. 

Después de haber establecido esto, la demostración de la primera 
parte del teoroma se termina del modo siguiente. 

Supongamos que la sucesión dada de recintos (G,, ) converge hacia 
su núcleo Gz, Entonces para cualquier sucesión parcial de recintos 
(G= y el núcleo queda el mismo: Gz¿, = Gz. Por consiguiente, la 

k 
función límite f (z) = lim fn, (2) transforma en el círculo unidad 
un mismo recinto Gz, en las condiciones invariables f (2) = 0 
y f' (zo) >> 0. De aquí, según el teorema de unicidad para las trans- 
formaciones cunformes. se deduce que todas las sucesiones parciales 
posibles de funciones EN (z)), uniformemente convergentes, poseen 


un mismo límito f (2) = f (2). Suponiendo que la sucesión (ff, (z)) 
no converge hacia f (z) uniformemente en el interior de G,,, lendria- 
mos que tener un conjunto cerrado F < G;, en el cual no tendría 
lugar la convergencia uniformo. Esto significaría la existencia de 
un número a > 0, de una sucesión de puntos (fz,), pertenecientes 
a F, y de unos números naturales nz, crecientes indefinidamente, 
tales que 


If(2)—fn, (=a)]>2u  (k=1, 2,...). 


Pero, debido a la compacidad, do la sucesión (fn, (z)) se puode 
extraer una sucesión parcial (fm, (2)) que seca uniformemente con- 


vergente en el interior de G¿, y, en particular, on el conjunto F. 
En este caso, la función límite de la sucesión parcial será f (2). 
De aquí se deduce que, para todos Jos valores suficientemente gran- 
des de l,,, en el conjunto F se verifica la desigualdad 


10—tho,, (9]<a. 


Pero esto contradice al hecho de que en los puntos Za,, liene que 
verificarse Ja desigualdad 


|F (Zum) — Fr (Zum) [> 0%. 


De la contradicción obtenida se deduce que la sucesión (f, (2)) 
cunverge uniformemente hacia f(z) en el interior de G,. 
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La proposición recíproca (la segunda parte del Leorema) se de- 
muestra del siguiente modo. 

Supongamos que Ja sucesión do recintos (G,) no cunverge a su 
núcleo Gz,. Entonces existe una sucesión parcial (G,), cuyo núcleo 
es distinto de G,, (contiene a G,, como parte propia). Exlraigamos 
de (fn, (2)) una nueva sucesión parcial Un, (2)), que sea uniforme- 


mente convergente en el interior del núcleo G,, de la sucesión parcial 
de recintos (Gz,) correspondiente. La función limite f(z) = 


= lim a (z) transforma conformemente el recinto G,, en el “círculo 
Ny 00 
|w | <1 y, por consiguiente, no coincide con la función f (3), la cunl 
transforma conformemente a G,,, osca, a la parte propia de este recin- 
to, en el mismo círculo. De aquí se deduce que (7, (23) no puede con- 
verger hacia f (2), si la sucesión de recintos (G,) no converge a Su 
núcleo G,,. Con esto se termina la demostración del teorema. 
Para ilustrar este teorema, volvamos a examinar la sucesión 
de recintos (G,) representados en la fig. 3. Designemos cou f, (2) 
y F, (2) las fuociones que Lransforman conformemente G,, en el 
círculo unidad y satisfacen, respectivamente, a las condiciones 
siguientes: 


Ín (2,):=0, fu(z,)>0 y Fn(2)= O, Ea (20) >U. 


IEntonces la sucesión (f, (z2)) converge unilormemente en el interior 
del rectángulo D” hacia la función f (2) que transforma D” en el 
círculo unidad, y la sucesión (F, (z)) converge uniformemente en 
el interior de D” hacia la función F (2) que transforma D” en el círculo 
unidad. 

2.4. ln este apartado estudiaremos algunas de las propiedades 
generales de las funciones univalentes. 


Tooroma 1. (Teorema de las áreas). Seu 
Fl)=b+oa abate at. 


una función univalente fuera del circulo unidad. Entonces 
59 
SN n|a, [22.4 (2.4:1) 
1 


llemostración. La función w = F (£) transforma la cir- 
cunferencia || =p >4 en una curva cerrada de Jordan yo, 
la cual limita un recinto de área Op; además, a un recorrido simple 
de la circunferencia en sentido positivo corresponde un recorrido 
simple de la curva y, también en sentido positivo. Para el área 0, 
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obtenemos la expresión (compárense los cálculos del ap. 2.1): 


21 
49 
Op => j (udv—v du) = a j Jm E (petd) 2] dd = 
E l=Pp Í 
21 


a > j Tm ([pe-"0 2, + aprieto 4 apre] 
0 


Xx E [peió —ape-8 — Zag ?e-216—...Pd0= 


21 Ana ; AS -»n 
Im (pp —Ja¡Pp?—2JazgfPp?—... —n| ami? p”? =...)]= 


== x (p— s n | an |* paa") >U, 
1 


De aquí se deduce que 
2 non [2 p7 < p? 
N 
para cualquier p>1. Como >)nja,|2p?"<p?, pasando al límite 
1 
N 
para p => 4 oblenemos: Dn|an]!<4 y, finalmente, para N— 00: 
1 


te 


-D48 


n|an|?.< 4. 


Teorema 2, Sea 
f(2)-24+0B8BH... HA A 
una función univalente en el circulo unidad. Entonces 
|as |< 2, (2.4:2) 
y se alcanza la igualdad solamente en el caso de la función 


f (z) - uo e n* 2... 9pi172 > 3ettaga+, 


—ze'1)3 


la cual a conformemente el circulo unidad en un recinto 
cuya frontera es un rayo rectilineo y que representa la prolongación 


del vector — q ente desde el extremo de este vector hasta el infinito. 


Demostración. Consideremos la función 


p (2) al. 14478 Lai... .Fanais... 
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Esta os uniforme y analítica en el círculo unidad y no se anula 
en el mismo. En efecto, q (0) = 1 +0, y siz +0, entonces q (2) = 


=Á E , y como f (2?) 0 para z 3 () (en virtud de la univalencia), 
A mbis q AU +0 para 2 +0. Por esta razón, la función biforme 
mw (2 = Y ge Le) posee dos ramas uniformes y analíticas on el 


circulo unidad. lIlegiremos aquella que se hace igual a la unidad 
para z =0, Entonces tendremos: 


1 
y (2) =[1+ (a+ .. Jim 
=4 4 (e) — lt 14% 2+. 


Como la función y (2) es analítica, este desarrollo tiene que ser 
convergente on el círculo unidad. 

Obsérvese que + (z) es una función par. 

Formemos ahora una función impar: 


x()=242H2+...=2p()=2 Y ER <V 7 (5) (2.4:3) 


y cerciorémonos de quo ésta es univalonte en el circulo unidad. 
En efecto, si y (21) = y (22), entonces (2) =f (23), o sea, z, = 
= +23. Pero si 2, = —2%2 7% 0. ontonces y (z,) = — Y (22) y 
por consiguiente, la igualdad y (2,1) = y (22) resulta imposible de 
función y (z) se anula junto con f (23), es decir, sólo cuando z = 0). 
fin resumen, tiene que ser z, = Zo, dle donde se deduce que y (z) 
es una función univalente. 

Sustituyamos, finalmente, z por + y 1(d=* (7) por 
PD = - . Como solamente se utilizan transformaciones 

y ad 

homográficas (univalentes), la función F' (2) también resulta univa- 
lente en el exterior del círculo unidad (si 4z | < 1, entonces 
E 1>1). 


Para ella se obtiene el siguiente desarrollo: 


4 1 
=> tt > 
HE p+ 14% 


6 
a at = to Ban 
=t(1-H a+) = 6-41 
Por consiguiente, según el teoroma 4: 


o <í 


42 


2 
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y, finalmente, 
|az| < 2. 
Si en esta relación so verifica la igualdad 
[22 |=2, es decir, az = 2ei2, 


entonces todos los coeficientes del desarrollo de F' (f), comenzando 
desde el coeficiente de £7? en adelanto, tienen que_anularse. Por 


consiguiente, 
F (4) e ¿— eb, 
de donde 
PP CN A MA 
0-1 (5)=+ 8 a 
2= 1= ca 
Íf(z Ux (2)] (1 —e 7292 
y, finalmente, 
2 
Y == ——— e, 
0-5 


Para esta función el desarrollo de Taylor es: 
f (2) =2 + 2e1022 4 3eliag34 .., nen Miazn4,., 
El carácter de la transformación que se obtiene medianle ostiv 


función se puede apreciar sencillamente realizando sucesivamente 
las transformaciones elementales: 


q = —el0z, 2=>+ (2 +7) , 23= —2e (7 +1), w= ==1 (2). 


Teorema 3. El recinto G del plano w, en el cual la función 
univalente 


f(2)=2+u84...+fanz +... 
transforma el circulo unidad, siempre contiene al circulo de radio 
+ con el centro en el origen de coordenadas. 


Demostración. Sea w, un punto frontera arbitrario del 
recinto G. Entonces la función 


p()= —L4— 
din f (2) 


es también univalente en el círculo unidad. Esta posee cl siguien- 
te desarrollo: 


p (2) = a rl 


7 EE A 2, .. 
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Según el teorema 2, tendremos que tener: 
11.9. 
pe +7 52 
por lo cual 


[152 + late y [wo 1>-3 > 


Asi, pues. en el círculo lw|< - no hay ningún punto frontera 


del recinto G. Como el contro de este círculo (w = 0) está situado 
en el recinto G, todo el circulo está contenido en cl recinto G. 


En el caso de la función w = EAN el punto —A ¿10 
(1 —e!%7)2 4 


es un punto frontera para el recinto correspondiente G. Por consi- 
guiente, en las condiciones del toorema 3, cl número z no se puede 
sustitnir por un número más grando. 
Toorema 4 «Teorema de la desfiguración») 
Si la función 
(2) =234+ 04 t...+a.8 +... 
es univalente en el círculo unidad, entonces la dilatación |f' (2) | 


(la «desfiguración») en la transformación w=f(z) satisface en cada 
punto z, |z| <1, a las desigualdades 


|z1 1+z|] di 
anal ls An (2.4:4) 
En estas relaciones se alcanzan los signos de igualdad en los puntos 


z 
z (0 solamente para la función y = ——R— . 
La = 0 0 e P Í ps f (2) (1—e5%)2 
Demostración. Sea z-=re% un punto arbitrario del 
círculo unidad. Efecluemos la transformación del círculo unidad 


|| <4 sobre sí mismo, do modo que este punto vaya al origen 
de coordenadas. Obtendremos: 


p=t o bien ¿== : 
bi— E 2— 1 
En esta transformación la [unción f(Z) se convertirá en la función 
—1 
Jl 
2—1 
la cual también es univalente en 01 círculo unidad |t/|<1. Se 


tiene: 
p(0)=F (2), '(0)= —f' (2) (1—121?, 
y (0=f (3) (1—/2/2)2—22f' (2) (1—]2 12), .... 


E —2 
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de donde 
PE)=1()=f (911208 + 
+ Lp (2) 129 —22f" (a) (1 — PIERA +, 


o bien 
az PEO e LA TP ar 12m 921 8024 
Y (6)= == (11:15 É ) FlD (1 | z (2) 22); Po. 
Aplicando el teorema 2 a la función univalente y(£”), resulta: 
113713) Eo 
ON + “= —12)—2|<2, (2.4:5) 
o bien . 
PU ) 2 4r Sp. 
O Po ia Sim: (2.4:5") 


De aquí que á 
dl FP (s) ¿ra 
— AS Rel: TY Ai ie 
4r ¿A (2) 2r2 
—iTA*% Um 25 SU A le 4—r3 * 
Observando que 


¿LO ¿2 IP) =r [QCA + AG $67 
Or dr 


“ray > d: 
(véase el tomo Í, fórmula (1.3:9) del cap. segundo), hallamos: 


_ A o aL 2 


[—ri 05 dr 1 * A ? 
ár -_OArgf (2). 4r 
a Star. PATA 
es docir, 
2—4 _. 0ln|f' (2) | 2r+4 h- 
ERRE < EE £ A =m7 (2. 4:6) 
y 


4  0ArEfÍ()_ 4 
Eh e HA EG (2.4:7) 


Integrando las relaciones (2.4:6) respecto de r desde (Y hasta 
r=|z|, obtenemos: 


i—r z Ej y 1 
na“ In;f (|< 35 3 
o bien 
l— 3! ? .? 1 KA « . 
o <|/ (2)| < a d (2.4:8) 
Este es el resultado que se pedía. 
41235 
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El signo de igualdad on el primero o segundo miembro para 
algún valor z + O supone el signo de igualdad en el miembro corres- 
pondiente de las relaciones (2.4:6) para todos los puntos del segmento 
rectilíneo que une O y z. Por esta razón, tiene que valer también el 
signo de igualdad en los puntos correspondientes para las relacio- 
nos .(2.4:5). Flaciendo en éstas z = 0 y observando que f' (0) = 1, 
hallamos: 


la, |=+11(0)|=2, 


de donde, según el teorema 2, se deduce que f(2)= 


z 
(1 —o*2,y2 : 
Para esta función verdaderamente se alcanzan los signos do 
igualdad en las relaciones (2.4:8), pues, 


y para 2= —|z|e-t% se Liene: 
, E 1—]2| 
DO= ART: 
Las desigualdades (2.4:7) obtenidas en la demostración, permiten 


acutar Arg f' (z), es decir, el ángulo do rotación de las tangentes a las 
curvas cn la transformación w = f (2). 


Integrando las relaciones (2.4:7) desde Ó hasta r = | 3 | y obser- 
vando que 7' (0) = 1, hallamos: 
|Argf'(2)|<21n as : (2,4:9) 


Aquí Arg f' (2) denota aquella rama de la función multiforme 
en cl círculo unidad que se anula en el punto z = 6. Esta cota no 
es la mejor posible. En forma definitiva la cola de Arg f' (z) fue 
obtenida por otros medios más complicados por (G. M. Goluzin. 
Esta se expresa por las siguientos desigualdádos: 


, : al 
4arcsen|z| si falo Va * 

¡Arg f' (2)|< [212 no (2.4:10) 
+1 2777 SI q *l21<1 


Estas desigualdades forman el contenido del teorema do 
rotación en la teoría de las funciones univalentes. Estas son 


exactas en el sentido de que existen funciones univalentes (distintas 
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Zz 

] —___ 
de Ada 
mente próximos a los valorcs de Jos segundos miembros de las rela- 
ciones (2.4:10) eu un punto previamente dado del círculo unidad. 
Volvamos a examinar las desigualdades (2.4:6), obtenidas anl.e- 
riormente, para deducir de la primera de ellas una propiedad geomó- 
trica sencilla de las transformaciones conformes. Observando que 


0ln|7'(2)| _0Argf'(2) — ¿ln (Y f" (3) 
rr —— A == —g — =Re [a LEE] = Re 272) 


(véase t. 1, fórmulas (1.3:9) y (1.3:10), cap. segundo), de (2.4:65) 
resuJla: 


), para las cuales | Arg f' (z) | toma valores arbitraria- 


TIE 
90 d—ra * 


(2.4:11) 


Sea T: w =f (rei), 0 < 0 S 2n, la imagen de la circunferencia y: 
z | =r en la transformación w = f (2). Como la tangente a y en 


el punto z = ref? forma con el eje real el ángulo 0 E tangente 
a T en el punto correspondiente f (rei%) formará con el eje real el 
ángulo p =0+ 5 + Arg f' (ret) y el signo de la derivada Ea = 
=1 + 9 Arg arre) determinará el carácter de varjación del ángulo 
de inclinación de la tangente a T' en el punto f (rei) al recorrer T 
en el sentido positivo (creciendo 0). En particular, el cumplimiento 
de la relación > O en un intervalo 0” < 0 < 0” significa que 


el arco correspondiente de T tiene la concavidad dirigida hacia cl 
punto ww = 0 (o sea, es convexa por la parte del exterior a TP), y el 


cumplimiento de la relación FÁ< O significa que este arco tiene 


dirigida su concavidad hacia el punto w = 0 (o sea, es cóncava desde 
fuera). Yero de la desigualdad (2.4:14) podemos enterarnos acerca 


0Argf' (re?) 
00 


del signo de la derivada h=t+ y pues 


> 2444 (r—24+ V3) (r—2— Y 3) 
90 l—r me 1—,? ] 


De aquí se deduce que >0 para todos log valores de 


9 € 10, 2x1, si r<2—VM3=0,2678... (r > 0), de modo que la ima- 
gen T de cada una de las circunferencias |2 | =r< 2—V 3 es una 
curva conveza en cualquier transformación conforme de la forma 


J(1=2 +48 +... Pati... 
4» 
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Para la función f(2)= se tiene: 


(4 —e!%z)2 


(2) 210224 4et0z 


: OS 1 —(e Ty , 
YI 
esta exprosión para ¿= —re *% toma los valores reales A j 
de donde se deduce que 
6 _ 4 ,094Argf (2) _ FAY riá4dr+A 
20 1+—¿ =14+Re [25 NES 
r—24+ V3) (1-2 V3) 
i—r 
lividentemente, estos valores de E son negativos sir >2-V3 
(r < 1), es decir, las imágenes de las circunferencias | z | ="r > 
>2-VY3(r<1) on la transformación w=———— ya no 
(1—.e**z)2 


son curvas convexas. 
Teorema 5D. Una función 
(2) =2+098 +... Hal + ..., 


que es univalente en el circulo unidad, satisface a las desigualdades: 
Ll “li o 12 
AS ATA eta) 


En estas relaciones, los signos de igualdad pueden alcanzarse 
para 240 solamente para la función 


2 
=p + 


Demostración. Integrando ambos mienbros de la desigual- 
dad obtenida en el teorema 4 


Es e 1+ y | 
1] Misa" 
a lo largo del radio que une 0 con z, hallamos: 
Yz 


| 121 
A f - + II. e | =| 
<Jirolalas] pta 


N 


| * (2) dz 
Ú U y 
Esta es la segunda de las desigualdades pedidas. 

Para obtener la primera de estas desigualdades, consideremos la 
imagen U' de Ja circunferencia |z | =r on la transformación w = 
= f (2). Y os una curva cerrada de Jordan del plano w que contiene 
en su interior al origen de coordenadas. Si R >> (Vos la distancia desdo 
el punto w = 0 hasta la curva T, entonces en TP tiene que haber al 


(1 
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menos un punto w =f(z,)) (|z, | =r) tal, que |]f (21) | = 

El seginento A de la recta que une los puntos U y f (24) e 
a la imagen del círculo unidad cn la transformación w = f (2); 
por esta razón, la precimagen Ó de este segmento pertenece al círculo 
unidad. Para |z | =r se tiene (aplicando la primera de las desi- 
gualdades establecidas en cl teorema 4): 


lH(3l>R=1f (21) |] = 
= | | do | = | 1F (2) || dz] = j ONE 
5 


121 


> 1r ctalzto | Eli ad lal = AE: 


2| > 


Las desigualdades (2.4:12) quedan demostradas. Evidentemente, 
en ellas puede alcanzarse la igualdad para algún z + 0 solamente 
cuando esto tiene lugar en la desigualdad correspondiente (2.4:4) 
del leorema precedente. 

ln este caso, como ya sabemos, A aer 

—e z3ju 

Teorema 6. El área del recinto G, en el cual la función 
univalente 


=f (2) =2+4028+...q4art+... 
transforma el circulo unidad, tiene el valor 
S=nl1 4210124... +nflanl? |... om. (2.4:13) 
Esta es igual a a solumente cuando f (2) - 2. 


Demostración. Sea T, la imagen de la circunferencia 
|z| =r (r < 1); on la transformación considerada P, es una curva 
cerrada de Jordan cuya parte interior (G, pertenece al recinto G. 
Por esta razón, designando con 5, el área dol recinto G,, se tiene: 
Sr <Ú 8. 

Cerciorémonos de que cualquier conjunto acolado y cerrado <= (G 
pertenece a CG, st r >r(F), es decir, que los recintos G, aproximan 
a G por cl interior. Sea (r,) una sucesión de valores crecientes de 
radios, convergente hacia 1. Supongamos, en contra de Jo que se 
afirma, que para cada rx existe un punto w, € F que no perlenece 
a Grp. La sucesión (w,) posee un punto de acumulación tw, pertene- 
ciente a F y, por consiguiente, al recinto G. Su preimagen z, está 
situada cn el círculo unidad, y junto con cierto entorno (Y, de la 
misma pertonece a todos los circulos |z | <r, para n > Ñ. Por 
esta razón, f (Up) pertenece a todos log recintos G,, para n >/. 


Pero el punto w, pertenece a f (04) junto con un entorno del mismo, 
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y en este último tienen que estar situados los puntos w, con subindi- 
ces arbitrariamente grandes. Do aquí se deduce que existen puntos 
u, pertenecientes a los recintos correspondientes G,,. lo cual contra- 
dice a la definición de cestos puntos. De la contradicción obtenida 
se deduce que ol conjunto F está situado en uno de los recintos G+,,, 
(y en todos los siguientes a éste). Si (como se hace ordinariamente) 
definimos el árca S del recinto G (interior) como el extremo superior 
de las sumas de las áreas de los cuadrados que están comprendidos 
en el recinto G junto con sus contornos y que pertenecen a subdivisio- 
nes arbitrariamente pequeñas det plano en cuadrados, tendremos, 
do la propiedad demostrada dol recinto G,, que 


limS,>6S. 
En efecto, para cualquier conjunto finito de los cuadrados menciona- 
dos de una misma división se puede hallar un número Tp < 1 tal, 
que para r > ro los recintos G, contienen en el interior a estos 


cuadrados. 
Controntando las desigualdades obtenidas para $, resulta: 


S=limS.,. 


río 


Pero, para las áreas S se tienen las expresiones: 


— , 
¿ Sr , Ñ 
de dx dy = |f' (2) |? r dr do 


|2|Er 
(puesto que, Cn O de las ccuaciones de D'Alembert-lsuler, 
du dv Ju do _ (du y? 00 Yi a 
sa as=lor) +3) 1101). 


Sustituyendo f' (z) por su desarrollo en serie 


f (2) =$" (re) =1+ ÓN kayrk=tei—D0, 


hallamos: 
21 


] [1 de y ka, rt tev0— ve | Xx 


, 
S,= 


sn 


x [1 y A 


k=2 


En 2a1 [r+ S k2| as |? paa | dra [+ Y kan ]272" | ] 
0 


hi: ku2 
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Cerciorémonos, finalmente, de que 
a) 

lim S, =x1 (1 + Y k| ar 1?) . 
r 1 ku=2 


Esta proposición sc deduce del segundo teorema de Abel (t. 1, 
ap. 7.3, cap. tercero), aplicándolo a la scrie de potencias: 


ala prod. pnl ar+..., 


suponiendo que esta serie es convergente para z=1. Si ésta o0s 
on 


divergente, es decir, si sr [4 -- y kjaxz [2] = 00, entonces para un 
k=2 
nm. 
valor 4>0 arbitrariamente grande, se tienc: a [1 -)- pa k|ar|?] > 


>.4 para n>N (4); por lo tanto, también = |r2+ Y le] ani r?*] > 


> A para n fijo y para todos los valores de r aficionate 
próximos a 1. De aquí que 


LA 


S.=nlrt+ A le] ax Pr] > A 


para todos los valores de r suficiontemente próximos a 1, es decir, 
lim S, = 
r=1 

Por consiguiente, en todos los casos, el área finita o infinita del 
recinto (G se expresa por la fórmula 


S=xg (1 2fa.2+...+njani24-...)>x. 
En el caso de igualdad 


tiene que ser: 
Uy = . .. “= ln = .._. = (, 
es decir, 
(2) =2. 
Resumiendo, en las transformaciones conformes del circulo |z |< 1 
mediante la función inivalente 


f(2)=21ag8— ar, 


en todos los casos resulta un recinto de área mayor que la del circula; 
forma una excepción solamente el caso único de la transformación 
idéntica. Naluralmente, este resultado se extiende inmediatamente 
a las transformaciones conformes de un círculo con cualquier centro 
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y radio, suponiendo que la derivada do la función en el centro del 
círculo es igual a la unidad. 

Sea G un recinto simplemente conexo arbitrario del plano finito 
cuya trontera contenga más de un punto, y sea z = q (w) una función 
que translorme conformemente G; en un circulo K con el centro 
en cl origon de coordenadas, de modo que sea p (wy) = 0 y q” (ws) = 
= 3 (un E C): el radio de K, igual a Ft, es el radio de conformidad 
del recinto G respecto del punto wo, (ap. 2.2). Designemos con uo 
la distancia desde el punto wy hasta la Frontera del recinto G. El árca 
de la imagen del círculo | w — wo ¡ < dy, tienc que ser, por una 
parte, no menor que el área adi, de este círculo, y por otra, no mayor 
que ol área Rip, de todo el iio K. Por csla razón, 


Aplicando el teorema 3 a la transformación considerada, en cuyas 
condiciones se debe sustituir cl círculo unidad por el circulo 
[3|< Roo y el punto w=0 por el punto uy, hallaremos que el 

: O 
recinto (2 contiene un círculo con el centro en w, de radio a . 
Por lo tanto, 


RN 
do 2 e 


l5uú resumen, cl radio de conformidad 1%, está Jigado con la dis- 
tancia d,,, por las desigualdades 
duo > Pig, 2 ding 
En particular, Ai, tiende a cero cuando d,,, tiende a coro. 
lema. Si $f(2)=24+0224+...+0n2 +... es una función 
unrivalente en el circulo unidad, entonces 
¿a 


a 7) | fre) ldd<— si r<i. (2.4:14) 


Demostración. [ntroduzcamos la función univalente itopar 
y, (2) utilizada cu la demostración del teorema 2: 


y (2) =V[(2)=2+ bar? + b5254 . 
Esta función transforma conformemente cada círculo |z|«: r< 1 
on vn recinto D, do área 


YN =x [14 3]b3|2r4—51b5pPr9-4...] 


(véase la demostración del teorema precedente). 
llagamos la notación: pH (r) = max |7 (3)]. Entonces tendremos: 
Izler 


7 1u (1)12> y =x [1243/0327 4-5] 052 r+...1. 
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Pero 
fp rs NS xd (2) JP = rita x 1 (ay lA a AG 


(según el teorema 5), por * cual 
eS 2 
mu [r?-- 3 | b3 |? pó —. 9 | hp]? A aa 
de donde 


.S r 
$ (Ap 


r+3]|b3]* 


o bien, integrando desde O hasta r< 1: 


¡2 


neldapr+losPró+ <q o > 


“Ara 


El primer miembro de esta rolación es igual a la integral 


27 
1 
na j | y (re*0) |? do 
Y 


(véase el t. T, ap. 3.3, cap. tercero). Se tiene: 
2z 


E 
za | 1% (re!) |: d0= 37 Al | f(r3e2:0) | 00, 
0 


Sustituyendu en la última integral 20 por 0”, resulta: 


271 4x 


7 | [$ (r3e210) | d0 => Al | f (r2e10") | de”. 


Y 


Pero, como f (r2e'9), considerada como función de 0”, es periódica, 


se tiane: 


ánm ¿T 
| 14002019) [01 | 17002007) av. 
2 Ú 
De aquí que 
27 2n 
1 y (rei0) [2 40 = 1 | 26187 | 20 

zm. es) | 3 | 1/ (rete) ]d0". 

Ú 


Así, pues, 


21 


| iaa 
7 | 1/(e9) 100 < E. 
0 
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Sustituyendo, finalmente, r? por r”, tendremos: 
¿nx 


AS lira, 0er <a, 


0 
«ue es lo que se quería demostrar. 
Teorema 7. Si 
f(2) 2 az?” ... |] at+... 


és una función univalente en el circulo unidad, entonces, para 
cualquier natural n se verifica la desigualdud 


ja, | Zen. 
Demostración. Se tiene: 

1 f (2) de 

“n= 357 ¡ PO (r <i1). 
|z|=r 
J)e aquí, en virtud del lema: 
4 mi 4 1 4 
¡ A 
la l<iror ¡ red ARS A a+ . 


Ú 


IHaciendo aquí r = 1 , resulta: 


1 1 1 
|an |< ma n= (1 ++) -R<En, 
n 


como se quería demostrar. 

liste resultado está imuy lejos de ser definitivo. Para los coc- 
ficientes [az] y |a,| se puede obtener una cota que ya no admito 
mayor precisión: 


|as|<3, jas|<4. 


Para los demás coeficientes la mejor de las cotas hasta ahora 
conocidas fue obtenida por 1. M. Milin; ésta es: 
[an | < 1,243n, 


Existo la hipótesis (L. Bieberbach) de que para todos los valo- 
res naturales de rn se verifican las desigualdades: 


LNELA 


Si esto es cierto, entonces entre las funciones univalentes 
de la forma f(2)=z+a22?*-+..., la que posee los coeficientes 
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mayores en valor absoluto es la función 
z 


——— —= 2 + 2ei4z2 4. 3e2i233 |. Inem in, 


W. Hayman demostró que para cada función univalente f (2), 
| an] 


distinta dela expmesta, existe el Jim 
n-—>00 
para cada función de éstas y para todos los valores naturales de 


n suficientemente grandes se verifican las desigualdades: 


| tt] <, R (n>N y). 


= ax, < 1. Por esta razón, 


Para el estudio ulterior de la teoría de las funciones univalontes 
véase: G. M. Goluzin. Teoría geométrica do las funciones de 
variable compleja (P. M. PToxysauwun, Peomorpruieckag TOOPUA 
HvHku ui KoMINICRcuUoTro tTepemernnoro, «Ha yk a», 1966); J. A. Jonkins. 
Univalent functions and conformal mapping. Springer, Berlín, 1958 
y W,K. Hayman, Multivalent Functions, Cambridge University 
Press, 1958. 

2.5. Aquí demostraremos el teorema de Hilbert sobre la posibili- 
dad de la transformación conforme «de cualquier recinto múltiple- 
mente conexo en un recinto canónico que se obtiene dol plano exclu- 
yendo segmentos rectilíneos paralelos al ejo real y, posiblemente, 
algunos puntos.?*). 

Lema 41. Sea G un recinto arbitrario que contenga un entorno 
Un: |z2|>2H del punto del infinito. Consideremos la familia 2 de 
todas las funciones analíticas y univalentes en Goo que posean 
en Un un desarrollo de la forma: 


a (2.5:1) 


Entonces: a) la familia [f (2) —2), f(2)€ 2, es compacta en el recinto 
G y b) el conjunto de los coeficientes Lay) está acotado. 
Demostración. Si f(2)€2, entonces 


PO=4 100 =t+ at 


*) Para cl estudio de la teoría de las transformaciones conformos de lus 
recintos múltipleniente conexos, recomendamos al lector que consulte el artí- 
culo de M. V. Kél1dish, Transfommaciones conformes de los recintos múl- 
tiplemente conexos en recintos canónicos (M. B. Kex pum, KoHQopxwHblo 
OTOÓParKeRMA MIUTOCBA3MNX OÓnacTei una KanoHHueckHa ObJacTH, Ycuexn 
MUTCMATHMCCKHX Bayk, 7. VI (1939), corp. 90—119) y la monografía do G. M. G o- 
luzin, Teoría geométrica de las [unciones de variable compleja (T. M. Po- 
ny335, Teoxerpnuccran copas OyHKIDIÓ IOMDIICICIOTO JICPCMCNNUOTO, 
«Hayxa», 12986 (ra. Y u Vil). 
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es univalente en el exterior del círculo unidad. Aplicando a ésta 
el teorema de las árcas (ap. 2.4), obtenemos: 


“ 00 
1 o bien » MaE Ra (2.5:2) 
n=1 nn 1 
por lo cual, 
Jas] <R?. (2.5:3) 


Por otra parte, en la circunferencia eiii 


y len] | ay | pan 
HON) qn < Y SUmt. Sm 2 EE DA 


n=el n= 


o 
ran e AR? a y 2,91 
<R- V 2 q == 05) 
(se ha aplicado la conocida desigualdad de Buniakovski-Schwarz 
y la desigualdad (2.5:2)). De aquí que 


I(I<R 4 R=R", p2|=R". (2.5:4) 
Como w = f pd € 2 es univalente en Up y lleva el punto z = 
al punto 6 = 00, la circunferencia | z | = R” se transforma en una 


curva cerrada do Jordan Pr: cuya parte exterior está contenida 
completamente en f (U y). Por esta razón, debido a (2.5:4), la cir- 
cunferencia |w| = A” pertenoce a F(U y) y los valoros que toma 
f(z) en la intersección del círculo Vr: | z | < RR” con el recinto G, 
no pueden pertenecer al recinto |w | 7>R” En otras palabras, la 
familia (f (23) (y, por consiguiente, Lambién (f (2) — 2)) está uni- 
formemonte acotada en cada recinto Vp- NG. De (Q.5:3”) se deduce 
también que la familia (f (2) — 2) está uniformemente acotada en 
el interior de cada recinto Up», R* >> RR. Por lo tanto, según el Leore- 
ma de Montel, la familia (f (2) — 2) es compacta en el recinto G. 
133 lema queda demostrado. 

Do lo demostrado se deduce que, de cualquier sucesión (f, (2)) < 
Y se puede extraer una sucesión parcial fu, (2D) tal, que 
(fn, (2) — 3) es uniformemente convergente en el interior de Up 
Y (Un, (2)) es uniformemonte convergente en cada conjunto cerrado 
y acotado de puntos del recinto C. Según el teorema de Hurwitz, 
la función límite 


p(z)= lim fa, (2) 


n A? Ct: 
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es univalonle en el recinto G. Además, en Un ésta admile un 
desarrollo de la forma: 
e A 
y (3) =2 | z + 22 | . 


Por consiguiente, p (2) E 2. 
Lema 2. Si la función f(2) es univalente en el exterior de un 


segmento [—4, A] (A>0) y en el entorno de 2-00 admite un 
desarrollo de la forma: 


b 
Ho) =3+b+ 
entonces Red, «20; aquí se alcanza la igualdad solamente cuando 


f (2) = 2 + 04. 


Demostración. Sin restringir la gonecralidad se puede 
suponer que 7 = 2 (se llega a este caso sustituyendo z por 2* 


z 
y 1(2) por 1 (F2")=3*(*). 


ES 1 . 
Ifagamos 2=¿-+ Ti entonces Ja función 


vO=i81 7) <td 


será analítica y univalente en el exterior del círculo unidad. 
Aplicando a ella el leorema de las áreas, oblenemos: 


i++ bno lis. (2.5:5) 
2 
De aguí que 
A+ A sd, dd, (2.5:8) 
| Re (1+0)|< 1, Red, <0. 


Si Bed, = 0, entonces dy =Pi, | 1-+b,|= HIP? y, debido a (2.5:6), 
P=0, o sea, h,=06. Por lo tanto, de (2.5:5) se deduce que 


Ct) = lg = EA =0, 
de donde 


ip) =5=p+b y 1()=2-d 


Teorema de Hilbert. Para lodo recinto G que contenga 
al punto z -= oo, existe una transformación conforme w = y (2) en 
un recinto canónico D, cuyos continuos frontera que no degeneran en 
un punto, sor todos segmentos rectilineos paralelos al eje real. En un 
entorno del punto z = oo la función q (2) admite un desarrollo de la 
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forma: 
p()=2+%42%8 4... 
Demostración. Consideremos la familia 2 de todas las 


Íunciones f (2) que son univalentes en el recinto G y admiten en el 
entorno Up: |2 | > RE del punio z = oo desarrollos de la forma: 


2) =: +24 to. 


lin virtud del Jema 4, la familia (f(2)) es compacta: además, el 
conjunto (a,) está acotado; hagamos la notación 


sup Rea, =a. 
162 


Razonando del mismo modo que en la demostración del teorema 
de Riemann (ap. 2.2), hallaremos una sucesión de funciones (f,, (2)) = 
< 2 que converge a una función «q (z) € 2 uniformemente en cada 
conjunto cerrado y acotado de puntos del recinto G; además, su desa- 
rrollo en un entorno del punto z = oo tendrá la forma: 


wW=p()=2 A 4H, (2.5:7) 


donde 
Rea,=«w. (2.5:3) 


Demostremos que el recinto D = q (G) del plano ampliado w satis- 
face a las condicionos del teorema. Supongamos la contrario, y sea 
distinto de un segmonto rectilineo paralelo al eje real uno de los 
continuos frontera 8 no degenerados del reciuto D. Consideremos cl 
recinto simplemente conexo Á que es el complomento de Ó respecto 
del plano ampliado. Translormeimos primero Á eu cl recinto A, 
mediante w, =w"?*; en este caso, el homólogo do w= 00 será 
ty = UY. Transformemos después Ay, según el teorema de Riemann, 
en el círculo unidad |t|<4 mediante w, = Pili + Bt+... 
(By >>0) y, finalmente, mediante  = PB (1 + 1) o £t= 2Bx 
x TE + ME — á4B]-* transformomos el círculo unidad on el exberior 
del segmento [—2P7*, 287*1 del eje real. Como resultado, obtendremos 
la transformación de A en el exterior del último segmento, donde 
el homólogo de w = oo será £ = oo. Esta transformación tiene la 
forma 
U == w= (P,t 0. fat? .. > A 57 + 9 cil |» ... 


Bl 
e. =E bo Hb? do R|Wk... =P (0), (2.5:9) 
donde, en virtud del lema 2: 
heb, <0. (2.5:10) 
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En efecto, suponiendo que Re b, = O, debido a este lema, tendría- 
mos que w = í -|- bg, o sea, cn contra de la hipótesis, el continuo 6 
sería un segmento rectilíneo paralelo al eje real. Pero de (2.5:9) 
obtenemos: 


¿=wy? (1) =w—=bL4 e... 
por lo cual, en virtud de (2.0:7): 
a - e —b a 
¿=F (2) =p 2 (2)] +b=24 =p... (2.5:11) 


Es evidente que la función F(2)€2. Pero, para ésta, debido 
a (2.5:8) y (2.5:10): 


Re (a, — b1) =4—Re b, >0, 


lo cual contradice a Ja definición del número a como el extremo su pe- 
ríor. De esta contradicción se deduce que el teorema de Hilbert es 
justo. 


$ 3. CORRESPONDENCIA DE LAS FRONTERAS. ESTRUCTURA 
DE LA FRONTERA DE UN RECINTO SIMPLEMENTE CONEXO 


3.1. Consideremos una función arbitratia z =A(£), definida 
y continua en el semiintervalo «a < 1 <f, la cual satisface a Ja con- 
dición 2 (() 44 (0) para "sf. 

Se dirá que una función tal define un semiintorvalo 
curviliíneo y. A los valores z = A (1) los Mamaremos puntos 
del semiintervalo y, al punto 2 = A (a) = zo lo llamaremos punto 
inicia], y al conjunto Ey de los puntos de acumulación de todas las. 
sucesiones posibles z, =4 (t,), donde f, —>6f, lo llamaremos 
conjunto límite del semiintervalo curvilínoo y. Dos 
semiintervalos curvilíneos y y y: z=4(b, a<t<f y z = 
=14 (00), “<<, se identificarán cuando, y sólo cuando, 
cxiste una función creciente y continua t' = p (€) que transforma 
la, B) en la”, BY y A(0 en 2 (4). 

Puede servir de ejemplo de semiintervalo curvilíneo cualquier 
curva de Jordan, de la cual se ha excluido su punto final z'. Para 
ella, el conjunto límite consta del punto único z'. 

Evidentemente, todo semiintervalo, cuyo conjunto límite consta 
de un punto 2”, puede convertirse en una curva de Jordan si se le une: 
este punto, haciendo A ($) = z'. A este tipo de semiintervalo curvi- 
líneo lo llamaremos de Jordan, y al punto z” lo llamaremos. 
extremo del semiinlervalo de Jordan. 

El semiintervalo curvilíneo y: 


¿=t-+isen— (a St <0) 
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(o sca, la gráfica de la función y = sen - , 2 Ela, 0)) representa 


un ejemplo de otro tipo. Para éste, el conjunto límite es el segmento 
del eje imaginario —1 < y < 1. Agregándole a y oblenemos un con- 
tinuo que, sin embargo, no es una curva continua. 

Señalenos dos teoremas referentes a lag lransformaciones con- 


formes de los recintos (por cierto, referentes también a cualquier 
transformación homeomorífa). 


Teorema 1. Si [z,, ) es una sucesión de puntos de un recinto G, 
cuyos puntos de acumulación están situados todos en la frontera T 
de este recinto, entonces todos los puntos de acumulación de la sucesión 
lio, = f (2n)), donde w =f (z) transforma conformemente G en un 


recinto D del plano w, están situados en la frontera A de este último 
recinto. 


Demostración. Como w,ED (n =1,2,.. .), los puntos 


de acumulación de la sucesión (w,) tienen que pertenecer a D. 
Supongamos que uno de ellos. w,. no está situado en Á; entonces 
wo E D y existe un entorno cerrado Up del punto w, que pertenece 
a 1D. Su preimagen cn el plano z representa un dominio gy < G. 
Como U, contiene un conjunto infinilo do términos de la sucesión 
(vo, ). Eo tiene que contener un conjunto infinito de términos de la 
sucesión (z,) que son las preimágones de los punlos w,. Por esta 
razón, lienen que existir puntos de acumulación de la sucesión (z,) 
situados en ga, es decir, situados en el interior del recinto G, lo cual 


contradice a Ja hipótosis del teorema. Con esto se termina la demos- 
Lración. 


Teorema 2. Si y es un semiintervalo curvilineo de un recinto Gs 
cuyo conjunto límite pertenece a la frontera Y de este recinto, y w = f (z) 
es una función que transforma conformemente el recinto ( en un recinto 
D =[f (G), entonces f (y) es un semiintervalo curvilineo del recinto D 
cuyo conjunto límite está situado en su frontera A. 


Demostración. Supongamos que y se determina por la 
ecuación z =4 (£), a <t<P, donde 4 (2) os una función continua 
del parámetro real £ que satisface a la condición 2 (£) € ? (t”) 
para £ 1%, Entonces para la imagen f (y) ea la transtormación 
conforme tw9 = f (2) obtenemos la ecuación w =fl. (01, a < 1<B, 
donde, para £' +<f”, se ticne 4 (1) +4 (£%) y, por consiguicnte, 
Fl (91 +] lA (£”)1; de aquí se deduce que f (y) es un semiintervalo 
curvilínoo del recinto D =f (G). Para una sucesión arbitraria (£t,) 
de valores £, convergente hacía f, la sucesión de los puntos correspan- 
dientes (2, = A (t,)), según la condición, tiene todos sus puntos 
de acumulación en T. Debido a esto, según el teorema 1, todos los 
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puntos de acumulación de la sucesión (w, = f lA (£,)1) tienen que 
estar situados en Á, con lo cual se termina la demostración. 
Como ya se ha señalado, en las proposiciones demostradas no 
hay nada especifico para las transformaciones conformes. En la 
demostración solamente nos basábamos en el hecho de que la trans- 
formación conforme w = f (z) es homeomorfa. Pasando a considerar 
unos Leoremas más complicados que utilizan la conformidad, tendre- 


mos que examinar previamente dos lemas que son de interés parti- 
cular. 


3,2. Lema 1. Sea y: 2 =4(f), t€ lo, P) un semiintervalo 
curvilineo contenido en el circulo unidad, cuyo conjunto limite esté 
situado en la circunferencia unidad y conste de más de un punto. Si la 
función w =— f (2) es analítica y está acotada en valor absoluto en el 
circulo unidad, y tiende en y hacia cierto limite c 


lim f [2 (11 =c 
t>f 


entonces esta función es constante: [ (2) ==c. 
Demostración. Demostraremos este Jem por reducción 


a lo absurdo. Sea f (2) —csE0; si f (2) e =82%* +..., donde 
6 +0, entonces q (2) = Pe! = 6+... está Aeoól en valor 


absoluto en el circulo unidad*) y tiendo en y a cero, siendo su valor 

en cl origen de coordenadas q (0) = $ distinto de cero. Consideremos 

dos puntos a y b, pertenccientes al conjunto límite del semiinterva- 

lo y, y sean an = 4 (tn) y Bn = A (ta) dos sucesiones de puntos en y, 

convergentes hacia a y b (lim th = lim +, = f). Pasando en cago 
N-»+ON 


No 

de necesidad a sucesiones parciales, se puede suponer que t, < 1, < 
<tX.. <ti<t<... Designemos con 0, los arcos de 
Jordan situados en y que se determinan por las desigualdades t. << 
<t< tp. Para cualquier r, 0 <r < 1, se puede indicar un N (r) 
tal, que para n 7> N (r) todos los arcos 0, van a estar situados en 
el anillo r<|z|<t. 

Sea o” el arco más pequeño de los dos arcos de la circunferencia 
unidad con los extremos en a y bd (en caso de que estos últimos sean 
iguales, se toma uno cualquiera de ellos. Vota del T.). Fijemos en 


éste un arco AB con los extremos distintos de a y b, y de longitud = ; 


*) Si0<[z2]<r<i, entonces, según el principio del módulo máximo: 


Lem i<Á 
a 


donde M=sup|f(=)|. Fijando z y pasando al límite cuando r—> 1, resulta 
lpa|<M<+/e] para |z]<1. 
51234 
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donde m es un número natural muyor que la unidad, y tracemos 
los diámotros AOD y BOC (tig. 6). Para valores suficientemente 
grandes den > N' el punto a, estará situado en cl interior del recinto 
g (AA, C,Ca), el punto b; en el interior del recinto 4 (BB,D DbB) 
y el arco 0, en el anillo r < | z | < 1. Demostremos que para cada 
valor de n >> N” en el arco 0,, existe un arco 0, , uno de cuyos cxtremos 
está situado en el diámetro AD, y el otro, en el diámetro BC; además, 
Gn está completanente situado, a excepción de sus extremos, en uno 
do los recintos A4¡B¡B o CDD¡C,. 


FIG. 6. FIG. 7. 


En efecto, cuando t crece desde ?, hasta t,, el punto z = A (1) 
recorre continuamente el arco 0, desde el punto az hasta el punto da; 
además, an y b; pertenecen a unos recintos g' y d' tales, que y” y Y 
no tienen puntos comunes, Por lo tanto, tiene que existir un valor 
de £,, ta < t, < Th, tal que a, = 4 (£,) pertenece al recinto ) Cerrado 
£g', mientras quo A (8) para t, << th ya no pertenece a £, y un 
valor Tp, th < Tn < va, tal que b, = A (7,1 pertenece a d', mientras 
que 4 (t) para £, < t < t, todavía no pertenece a d'. Evidentemente, 
los puntos a, y b, están situados en las fronteras de los recintos g” 
y d', precisamonte, on los segmentos de los diámetros A¡4 o CC 
(para cl punto a,,) y PB, 0 DD, (para el punto b,). El arco de Jordan 
Gn: ta < 1 < Tp con los extremos a,, y b, pertenece a uno de los dos 
recintos .14,B,B 6 CDD,C, y solamente sus extremos están situados 
en la frontera del recinto, mientras que todos los demás son interio- 
ros. Como r toma un conjunto infinito de valores, al menos uno de 
los dos últimos recintos — sea éste AA¡B,B — contiene un conjunto 
infinito de arcos distintos 0,: On, Ongr - . . Om a MM 
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ni <... Hagamos la sustitución de la variable Z = ei9z, 
de modo que uno de los diámetros AD o BC se transforme en el eje 
real del plano € y que la imagen del recinto A4/B,B pertenezca 
al primer cuadrante coordenado. Designaromos las imágenes de los 
ArCOS Ony, Ongi + + «1 Ono + > > modiante Sí. Sa, .. .. Say »- - En la 
sustitución indicada la función q (z) se transforma en la función 
ep (e=i0%) =p (£), la cual es analítica y está acotada en el círculo 
unidad, satisfaciendo a las condiciones: y (0) =6 <0, lim y (2%) = 


38; + R=»oo 
= (). Haciendo la notación p), = max |4 (¿) |, se puede escribir 
SES), 
ln última condición en Ja forma: 
lim pa =0. 


ho 


Si el desarrollo do Taylor de la función y(£) es 


p(50)=6+6E+...=Ób+ 0... 


entonces introducimos otra función analítica más: 


pr ()=54+8 54... HÓn +... 
Evidentemente, en los puntos que son simétricos respecto del 
eje real, y (%) y y* (2) toman valores conjugados. ¡Por esta razón 


A y v*(0)=x4(0) 0; 


designando con sí el arco que «sg simétrico a sa respecto del ejo 
real, tendremos también: 


max | 9 (2) | = max | y* (2) | =p. 
E58p Les; 


Los arcos sa y sk tienen un punto único común situado en el ejo 
rea] y conjuntamente forman un arco de Jordan $,, que es simétrico 


respecto del eje real y une dos lados del ángulo | argq | << 
(fig. 7). Para la función analítica y (<) = y (£) y* (Í) se tieno: 


2 (6) <A2 cuando |E[|<41, x(0)=4 (0) y* (0) =/6|? 0 
y 


max | y (7)|< Mur 0 cuando k—= 00. 


ES» 
Sometiendo al arco $ a rotaciones de la forma 


Use " t (p=1, 2, ...,m—1), 


se obtienon de él los arcos Si, . . ., Sf""*, quo junto con S, forman 
una curva cerrada de Jordan T,, la cual contiene en su interior 


Ge 
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al origen de coordenadas y está situada ella misma en el círculo uni- 

dad. Si £ es un punto arbitrario de la curva I',, entonces todos los 
¿A ¡ 21 (m—1) 

m puntos: ,e "E. ..,C ” — £ también están situados on [', y, 

además, al menos uno de cllos pertenece al arco S,. Debido a esto, 

en el punto ¿€ TP, al menos uno de los m números 


ELA ¿23(m-1) 
LD, te "Dr. qle “ 9 


será en valor absoluto no superior a Mu, mientras que cada uno 
de los demás no superará a M?. Por consiguiente, para el producto 


27 . 2n(m_-—1) 
2 onda. 


Le 
FO)=x(0)-xle "E ...qle ” 02) 
en cualquier punfo [ET se verificará la desigualdad 
PS MiMi0, 


y como la función F'(f) es analítica, en el punto ¿=0Ú también 
se tendrá: 
|F (0) |=|8]27 <p Mer=, 


Finalmente, pasando aquí al límite para k-—- 00, obtenemos 
ó = 0, lo cual contradice a la hipótesis hecha. Con esto se termina 
la demostración. 

Observación. De la demostración efectuada se vo que la 
proposición conserva su valor en las condiciones siguientes: sea 
(yn ) una sucesión de arcos de Jordan pertenecientes al círculo unidad, 
a excepción, posiblemente, de los puntos iniciales y finales, y Lal 
que para cualquier sucesión de puntos fz,,), Zn E yn, todos los puntos 
de acumulación están situados en la circunferencia unidad; supondre- 
mos también que en y, se pueden hallar sendos pares de puntos a, 
y da, tales que lim a, += lim b,. Jnlonces, si una función f (2), 

n 00 n 


0%) 
analítica y acotada en valor absoluto, satisface a la condición 


lim f (Zn) =C, 
n-—>00 


so tiene: f (2) =c. Para cerciorarse de esto, es suficiente observar 
que en la sucesión de arcos (y,) se puede construir una sucesión 
de arcos (0,,) exactamente iguales que los que se utilizaron en la 
demostración del lema 4. 

Lema 2. Sea g un recinto limitado por una curva de Jordan y 
y perteneciente al círculo unidad conjuntamente con y, a excepción 
del único punto frontera Í, situado en la circunferencia |z | = 1. 
Vamos a considerar la curva y como compuesta de dos semiintervalos 
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de Jordan 
vi: 2=2,(6), a<t<B y ye: 2=42(t), a. <t< fa 


con el origen común 4, (a1) = 4. (az) y el extremo común [, y del mismo 
punto ft. , 

Si f (z) es una función analitica y acotada en el circulo unidad, 
y tiende hacia unos limites determinados c, y C¿ en y; Y Yo: 


lim Í LA, (09) = Ci, lino f [Ao (2)) = Ca, 
i>B1 t> Ba 


entonces necesariamente cy = 2 =c y, además, lim f (2) =c. 
2 
Lv E : 18 
Demostración. Examinemos primero el caso en que c, = 
= cc, =<c, y demostremos la última parte de la tesis del lema: 
lim f (3) = 0. Evidentemente, podemos no examinar los puntos 
ZÉ 


situados en la frontera del recinto, puesto que para ellos se cumple 
la rolación f (z) > 0 debido a la hipótesis hecha. Así, pues, sea 


FIG. 8. 


z¿ un punto interior del recinto g; tracemos por él una cuerda 6, 
perpendicular al radio Of (fig. 8). Esta cuerda dividirá al rocinto g 
en subrecintos, de los cuales consideraremos solamente aquellos que 
están hacia un mismo lado de $, que el punto ¿. Un rocinto de cllos 
y solamente uno, £y, contiene en la frontera el punto zy. Si £ no es 


un punto frontera para gy, entonces el dominio gy está contenido en 
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el círculo unidad; en la fig. 8 está representado el caso en que el 
punto £ pertenece a la frontera del recinto go. 

La frontera de g, consta solamente de las partes de los somi- 
intervalos curvilíneos y, y yz que están situados en el mismo lado 
de 9, en que ostá situado el punto £, y de los segmentos de la cuorda 
(que pueden degenerar on puntos). Como, según Ja hipótesis, f (z) 
tiende la cero en y, y a, para cualquior e > 0 y para z, suficiente- 
mente próximo a y, los valores del módulo |f (z) | en las partes de 
Ja frontera de £, que están situadas en y, y ya serán inenores que £,. 


FIG. 9. 


, 


Hagamos la sustitución de la variable z” = ez + a (rotación 
y traslación), eligiendo 0 y a de modo quo la cuerda Ó so transforme 
en un segmento del eje real, y el punto £ ocupe la posición £' en la 
parte positiva del eje imaginario (fig. 9). Entonces el recinto go 
se transformará en un recinto g, situado en el semiplano superior, 
z = ( se convertirá en el punto a de la parte negativa del eje jma- 
ginario, el círculo unidad |z3 |< 4 en el círculo |z" —«a|<i, 
Y, Y Ya en y, y Y», y el punto z, en un punto 2, del eje real situado 
en la frontera de g;. Designemos f (2) = f l(z" — a) e*? |] mediante 
q (2). Esta función cs analítica en el círculo | 2" — a | < 1, está 
acolada en valor absoluto, satisface a la desigualdad | y (2) |< e 
en los puntos frontera del recinto g, situados en y, y Ya, y liende 
a coro cuando z' tiende a E” manteniéndose en y, o cn y,. Si se hace 


q (2) = ze aa (2 —a)”, 
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entonces la función 
Lo] 
p* (2) = 2 an (2'—a)", 
la cual toma en cada punto z” un valor conjugado con el valor 
p (2): e 
9 (2) =0 (2), 
será analítica en e) círculo |” — a |< 1, estará acotada en valor 
absoluto y en los puntos z' situados debajo del eje real, que son 
puntos frontera del recinto g* que es simétrico a g, respecto del 
eje real, satistaco a las condiciones: 
lp"()|<e y lim q*(2)=0. 
2>(' 
Compongamos con los recintos £, y g, Un recinto Gp, inclu- 


yendo en él todos los puntos de los intervalos del eje real que son 
fronteras de g, y g;. El punto z, será interior para Go. Sea 


sup |p(2)|= sup |f(2)|=M<oo; 
1z"—af< 4 [z[< 4 


entonces también sup | p*(2)]| =M, por consiguiente, la fun- 
12=a]< 1 


ción q (2) q* (2). que es analítica en el recinto Gp, satisface en 
el mismo a la desigualdad: 


lp (2)p* (2), 1< MA. 

Si el punto £ no está situado en la frontera del recinto g,, enton- 
ces £' tampoco estará situado en la frontera dol recinto g,, por con- 
siguiente, g, estará contenido en el círculo | 2 —a]|-<<41 y g* en 
el círculo | —a| < 1. Por esta razón, la función q (2') p* (2”) 


será analítica y, por lo tanto, también continua en el dominio Co. 
En la frontera del recinto Gy ésta satisfaco a Ja desigualdad 
lp (2) 9? (2) | < Me, de donde, en virtud del principio del módu- 


lo máximo, se tiene: 
Lp (20) p* (2) |<: Me, 
o bien, observando que q* (2,) =4 (2,) (zo) (2, = 2;, puesto que 3; es 


número real): 
4 (2) 1=]|f (m0)? < Me. 


Supongamos ahora que £ está situado on la frontera del recinto 
£o; entonces £' también estará situado en la frontera de g,; por lo 


+) 


tanto, los puntos frontera f' y E” del recinto G, no serán interiores 


72 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


para los círculos |2? —«a|]<1 y |27 —a |< it, de modo que no 
se puede afirmar que q (2') p* (2) es una función continua en el 
dominio Gy. Para reducir este caso al de una función continua en 
el dominio, formemos el producto 
eo) =p (5) p* (2) (Eye ta E), 

donde p es un número positivo arbitrario y (2 — E y (2 — Eu 
son unas ramas uniformes cualesquiera de las funciones analíticas 
correspondientes en el recinto Gp. La función y (2) es uniforme 
y analítica en el recinto Gjy y está acotada cn valor absoluto 
y (2) | < M?2".214 = 44.7%, Además, resulla continua en el 


dominio Gy si se hace: 
¿E)= lim py ED —24=0 y m(b)=0. 


Como en la frontera del recinto Go la función satisface a la desi- 
gualdad 
Ip (2)]|<M-£.24.24 =44M-e, 


en virtud del principio del módulo máximo, esta desigualdad se 
satisface también en el punto z, € Ep: 
[ap (2) |<) 0p (2,9 17] 2, — 5 1 <4Me, 
de donde, pasando al Jímite para y —0: 
Ig) <Me o sea, |f(2)|?.< Me. 
Resumiendo, en todos Jos casos so cumple la desigualdad 


IF)? <Me 
para cualquier e>0 y 2p suficientemente próximo a €. De aquí 
se deduce que 
lim f (zp) = 0. 
z0>L 
No queda más que domostrar la primera parto del lema, o sea 
que de 
lim f (2) =<, y Jimf(z2)=cz 
sm 2 
se deduce que c,=cC2 Formemos el producto 


FP (2)=1f (2) — al [/ (2) —cz]- 
Este satisíaco a las condiciones del teorema y, además, 
lim F (2) -< lim F (2) = 0, 
22 20% 
Supongamos que c+ C,, y sea | cy —c2| =p >> 0. 
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Tomemos un entorno Y del punto £ tan pequeno, que en el 
mismo se cumplan las desigualdades: 


17) |=|H)—ca111()—cal<L (=€8) (3.2:4) 
(esto es posible debido a la parte demostrada del loma), 
If) —al<L Er). 1/()—cel<5 (Er).  (3.2:2 


La parte del recinto g que cae en U consta de recintos, de lus 
cuales uno, £/. contiene en la frontera al punto ¿. Sean ¿, y $2 dos 
puntos frontera del recinto gy situados en el interior de Y, en y, 
y y», respectivamente. Como en ellos se cumplen las desigualdades 
(3.2:2) (la primera para z = £, y la segunda para z = ÉL), y como 
la función f (2) es continua, se pueden señalar unos puntos z, y Za 
del recinto gy que están suficientemente próximos a €, y 52, rospecti- 
vamente, y tales que se tiene: 


IEA l<+»  f)—=al<5, 
de donde 
| (2)—=0a > 100] 17 (2) ca >. 


Unamos 3, y 22 por el interior de gy mediante una curva y. La 
imagen f (y) de osla curva unirá los puntos f (z,) y f (z>), y como 
el primero de estos puulos está situado en el interior del círculo 


lw—e |< 5 y el segundo fuera del mismo, on y tiene que exis- 
tir un punto zpy, en el cual 


11 (2)—a1=5 
y, Por consiguiente, 


$ (20) —cal >| c2—c11 17 (20) a] =5 


Así, pues, hemos hallado un punto 27€ gy, tal que 
2 
| (20) —e1 11 (2) —c > E. 


Pero esto contradice a la desigualdad (3.2:1). De aquí se deduce 
que la suposición hecha no es válida, y el lema queda completamente 
demostrado. 

4w 3.3. Apliquemos lo expuesto anteriormente al estudio de la 
estructura de la frontera P' de un recinto acotado G simplemento 
conexo y al problema de la correspondencia de las fronteras en las 
transformaciones conformes. 
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Vamos a examinar el conjunto E de todos los semiintervalos de 
Jordan y que están contenidos en un recinto dado G y tales quo sus 
extremos están situados en 1. lón el caso general no cualquier punto 
puede servir de extremo para los semiintervalos de E. En la fig. 10 
está representado un recinto G, obtenido del cuadrado 0 << 1, 
0-Zy<i4, oxcluyendo un conjunto infinito de seniintervalos 


e 1 3 E y 
rectilíneos de la forma r = Zn > 0 < y <A YT ZnFT 7< 


¿y<it(n=1,2, ...). Evidentemente, ninguno de los puntos 
frontera £ situados en el eje imaginario puede ser oxtremo de un 
semiintervalo de Jordan situado en el recinto G,. 


FIG. 10. 


No obstante, es fácil ubservar que, para cualquier recintu (, 
el conjunto de aquellos puntos que son extremos de los semiinter- 
valos y € E, cs denso en todo sobre T. En efecto, supongamos que 
Sn E PF y sea U, un entorno arbitrario del punto £y; unamos el punto 
£a Mediante un segmento rectilinco Í cou un punto cualquiera Zo 
del recinlo G, situado en este entorno. Entonces cl punto del seg- 
mento Ó que es punty frontera para G y que está más próximo a Zo 
(Lal punto puede ser el mismo punto ¿£n), sirve de extremo de un 
semiintervalo del conjunto E. precisamente del semiintervalo recti- 
linco con el punto inicial en zp. 

Respecto de cada semiintervalo y del conjunto E diremos que 
él determina un punto alcanzable de la 
[rontera T (respecto del recinto G). Jos semiintervalos y, € £ 
y yo E £ doterminarán un mismo punto alcanzable cuando, y sólo 
cuando, se cumplan las dos condiciones siguientes: 

1) y, y y2 tienen un extromo común [; 
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2) existe un semiintervalo yz € E con el extremo £, que tiene 
puntos comunes tanto con y, como con y, en cualquier entorno del 
punto £. 

En la fig. 11 está ropresentado un recinto G», cuya frontera consta 
de una circunferencia y de uno de sus radios. Los semiintervalos 
Ys Y Y2 representados aquí detorminan un mismo punto alcanzable 


de Ja frontera, mientras que y, y y” o ya y y” determinan distintos 
puntos alcanzables de la frontera. 


FIG. 11. FIG. 12. 


El cxtremo ¿ del semiintervalo y lo vamos a considerar como 
representante de un punto alcanzable. ls necesario tener 
en cuenta que un mismo punto £ puede representar unos cuantos 
puntos alcanzables distintos de la frontera. Así, en Ja fig. 11 cl 
punto £ representa dos puntos alcanzables. En Ja fig. 12 está repre- 
sentado esquemáticamente un recinto G, que se obtiene del semi- 
plano superior excluyendo un conjunto infinito de segmentos recti- 
líneos que parten del origen de coordenadas bajo todos los ángulos 


posibles de la forma ¿A (E son fracciones propias icreducibles) R 


4 j 1 ; 
y donde las longitudes de los segmentos son iguales a rá respecti- 


vamente. En este ejemplo, el punto O representa un conjunto infinito 
no numerable de puntos alcanzables distintos, precisamente, un 
conjunto de la potencia del continuo. 

lin efecto, todo semiintervalo rectilineo: 0 < | z | <; 1, arg z = 
= an, donde Ú<oa < 1, y a es un número irracional, determina 
un punto alcanzable, representado por cl punto O. A distintos valo- 
res de a corresponden, evidentemente, distintos puntos alcanzables. 
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Veamos cómo se transforman Jos semiinlervalos de Jordan del 
conjunto £ al hacer una transformación conforme del recinto G 
en un círculo (para precisar, en el círculo unidad). 


Teorema 1. En la transformación conforme w = f (2) de un 
recinto G en el circulo unidad K, todos los semiintervalos de Jordan del 
conjunto E que determinan un mismo punto alcanzable de la frontera YT, 
se transforman en semiintervalos de Jordan que están contenidos en el 
circulo unidad K y poseen un extremo común o situado en la circunfe- 
rencia unidad. 


Demostración. Supongamos que el semiintervalo y € £'* 
con él extremo en el punto ¿ € T, determina algún punto alcanzabl]* 
de la frontera E. Según el teorema 2, ap. 3.1, 6 = Y (y) es un semi- 
intervalo curvilíneo situado en el círculo unidad, además, todos 
los puntos de acumulación de este semiintervalo Ó están situados en 
la circunferencia unidad. Si se supone que Ó no es un semiintervalo 
de Jordan, entonces éste tiene que tener al menos dos puntos de 
scumulación cn la circunferencia. Pero entonces a él y a la función 
z = f* (w), que es la inversa de la función w = f (z), se les puede 
aplicar cl lema 1, ap. 3.2. Precisando, como 


lim f*(w)=£, 


según el lema indicado tiene que ser $7? (w) = £, lo cual es imposible. 

Así, pues, Ó es un semiinlervalo de Jordan, cuyo extremo o 
está situado en la circunferencia unidad. 

Supongamos que y, € E y y2 € £ determinan un mismo punto 
alcanzable. Designemos los extremos de los semiintervalos $, = f (y,) 
y 2 = f (y2) mediante 0, y 02. En virtud de la definición de punto 
alcanzable, existe un semiintervalo yz € E que tione un conjunto 
infinito de puntos comunes con y; y yz en cualquier entorno de su 
extremo común. Su imagen 03 = f (ys) tiene quo ser un semiinter- 
valo de Jordan con un conjunto infinito de puntos comunes con Ó, 
y 07; además, los puntos 0, y 0, serán puntos de acumulación para 
ellos (véase el teorema 1, ap. 3.1) y, por consiguiente, serán puntos 
de acumulación del semiintervalo de Jordan 63. e aquí se deduce 
que 0, == 0, = 0, con lo que se termina la demostración. 

En virtud de este teorema, en la transformación conforme de un 
recinto G en un círculo, a cada punto alcanzable de la frontera del 
recinto G lo corresponde un punto yO de la circunferoncia. 


Teorema 2. En la" transformación conforme w = f (2) de un 
recinto G en un círculo, a distintos puntos ulcanzables de la frontera U 
del recinto G. les corresponden distintos puntos de la circunferencia. 


Demostración. Supongamos que y; € £ y ya € E, con los 
extremos £, y Za, determinan dos puntos alcanzables distintos de Ja 
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frontera T. Designemos con 9, y 62 los extremos de los semiintervalos 
6, =f(y0 y 62 =/ (y2). Supongamos, en contra de la tesis del 
teorema, que 0,4 = 0, =0. Entonces son posibles dos casos: 

a) 6, y Ó2 tienen un conjunto infinito de puntos comunes en cual- 
quier entorno del punto o. Entonces y, y yz tienen que toner un con- 
junto infinito de puntos comunes con los puntos de acumulación 
en T (véase el teorema 1, ap. 3.1). De aquí se deduco que ellos tienon 
un extremo común y que determinan un mismo punto alcanzable 
de la frontera T. Pero esto contradice a la hipótesis del teorema. 

b) 6, y 6, tienen solamente un número finito de puntos cumunos 
en cierto enltarno del puuto o. Despreciando algunas partes iniciales 
de los semiintervalos 0, y 07, obtendremos unos semiintervalos de 
Jordan 6; y 6; sin puntos comunes y con el mismo exlremo común cd. 
Las preimágenes de los semiintervalos 6, y 0, en el recinto G serán 
los semiintervalos de Jordan y, y y, que se obtienen de y, y y, des- 
preciando algunas de sus partes iniciales. 

Evidentemente, y, y y; determinan log mismos puntos alcan- 
zables de la frontera F' que y, y yz. Teniendo presente la aplicación 
del lema 2, ap. 3.2, unamos log3 puntos w, € 6, y w, € Ó, con un arco 
de Jordan 6, perteneciente al círculo. Recorriendo 6, desde u 
hasta vw,, despreciemos su parte inicial desde w, hasta el último 
punto w, de intersección con 6, y la parte final desde el primer punto 
w, de intersección con Ú, hasta w,; se obtiene un arco de Jordan 


a] 


65, que une w, € Á, con w, € Ó, y que no tiene otros punlos comunes 
con ó, y 6;. Despreciemos también las partes iniciales de los semi- 
intervalos $, y 6, hasta los puntos 4, y w, respectivamente. Resultan 
unos semiintervalos do Jordan 6, y Óz, los cuales junto con su extre- 
mo común o y el arco Ó, forman una curva cerrada de Jordan que 
encierra un subrecinto g del círculo unidad. Debido a la construcción, 
las preimágenes de los semiintervalos de Jordan $, + 5, y 3, en el 
recinto G son también semiintervalos de Jordan y, y y2 con los 
extremos ¿1 y €, los cuales determinan log mismos puntos alcan- 
vables que los semiintervalos iniciales y, y yz. Para la función 
z =f* (u) se tiene: 


lim f1 (0) =E1 y lim (w)=tz. 
8o+8, 62 
Según el lema 2, ap. 3.2, de aquí se deduce que £, = 
O sea, vi y y» tienen un extremo común. 
Construyamos en el dominio g un arco de Jordan $, con el extre- 
mo en O y que tenga en cualquier entorno del punto o un conjunto 


infinito de puntos comunes con 67 + Ó, y 02. Este puede formarse 
con arcos de circunferencias concéntricas con el centro en o y de 


e —_ + 
vt2 — 
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radios tn, €, > 2n+1, lim 8, = 0 y con arcos, pertenecientes alter- 


N-+00 
nativamente a 6, y 02, que unen puntos de dos circunferencias veci- 
nas. (Los detalles de la construcción los dejamos a cuenta del lector; 
véuse la fig. 13, donde las partes del semiinlervalo $ están repre- 
sentadas por líneas de trazos.) La función z = f* (w) transforma 


$3 en un semiintervalo curvilíneo yz, situado en el recinto G, con los 


0 
FIG. 13. 


puntos de acumulación en T (teorema 2, _ap. 3.1). En virtud dcl 
lema 2, ap 3.2, el punto 2 que describe ys tiene que tender hacia 
el límite ¿ € 1. Por ello y, es un semiintervalo de Jordan con el 
extremo al Además, Ya tiene que tener un conjunto infinito de pun- 
Los comunes con e y y. en cualquier entorno del punto ¿. De aquí 
se deduce que y, y Ya determinan un mismo punto alcanzable de la 
frontera P, lo cual contradice a la condición. Con esto se termina la 
demostración. 

Así, puos, en la transformación conforme de un recinto G en un 
círculo, el cunjunto do los puntos alcanzables de la frontera de esto 
eeccinto se transforma en un conjunto e de puntos de la circunferencia 
unidad; además, la correspondencia entre los puntos alcanzables y los 
puntos del conjunto e es biunívoca. En particular, en el caso repre- 
sentado en la fig. 44, a los dos puntos alcanzables representados 
por £ en la transformación conforme del recinto G, en un circulo les 
tienen que corresponder dos puntos distintos de la circunferencia, 
y en el caso representado en la fig. 12, a los puntos alcanzables 
representados por O leg ticnen que corresponder un conjunto infi- 
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nito de puntos distintos de la circunferencia (que posce la polencia 
del continuo). 


Teorema 3. El conjunto e de las imágenes de los puntos alcan- 
zables es denso en todo sobre la circunferencia. 


Demostración. Sca (w,) una sucesión de puntos de la 
circunferencia unidad, convergente hacia un punto wo, |w« | = 1, 
y sea 2. =f7 (w,) Ja sucesión de los puntos que les corresponden 
en el recinto (7. Según el teorema 1, ap. 3.1, todos los puntos de 
acumulación de la sucesión (z,) pertenecen a T. Elijamos en (z,) 


FIG. 14. 


una sucesión parcial (z,,) que converja hacia un punto 2¿€ TI. 
Además, exigiremos que las distancias | z,, — zo |] sean decrecientes. 
La sucesión (wn,) de las imágenes de Jos puntos (z,,) converge 
como anteriormente hacia el punto wy. Tracemos por los puntos 
Zn, Unos arcos de circunferencias con centro en zp y prolonguemos 
cada uno de ellos a ambos lados hasta los primeros puntos ¿1 y La 
de encuentro con T'. Tal arco consta de un par do semiintervalos de 
Jordan y; y y, con origen común z», y con los extremos Li y ch 
(fig. 14). Según el teoroma 1, las imágenes de estos semiintervalos son 
también unos semiintervalos de Jordan 61 y Óx con el origen común 
Un, y con los extremos 04 y 04 situados en la circunferencia unidad. 

Evidentemente, 0% y 0% son j¡mágonos de puntos alcanzables, 
determinados por los somiintervalos yx y yx. Como el punto do acu- 
mulación de cualquier sucesión (a,), e, € ya + ys es zo € I, los 
puntos de acumulación de cualquier sucesión (bj), bx € 61 + Ox 
están situados en la circunferencia unidad. Pero la sucesión (ur, ), 
Wa, E 64 + Ór converge hacia el punto wo; por ello, cualquier suce- 
sión (br). br E 61 + Óx tiene que converger hacia el mismo punto. 
En caso contrario, cn virtud de la observación al lema 1, ap. 3.2, 
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deduciríamos de la relación lim f (b,) = zp. que f* (w) = 2,. De 


hk->00 
aguí que las sucesiones (0) y [o0,) de los extremos de los serviinter- 
valos 6, y 0x4 también convergen hacia 107, O $ea, Wy — que es un 
punto arbitrario de la circunferencia unidad— es un punto de acu- 
mulación para las imágenes de los puntos alcanzables de la frontera 
T. Con esto se termina la demostración. 

3.4. En este apartado introduciremos el concepto de ele- 
mentos frontera de un recinto simplemente conexo 
lo exlremos simples, según la torminología de Carathéo- 
dory). Sean y, y yz dos semiintervalos de Jordan que determinan dos 
puntos alcanzables distintos de la frontera Y de un recinto (acotado) 
( simplemente conexo, lis evidente que el conjunto de los puntos que 
son comunes a yy y ya no puede tener puntos de acumulación en P. 
Suponiendo lo contrario, obtendríamos: 1) que y, y ya tienen un 
extremo común 3, y 2) que en cualquier entorno del punto y tiene 
que haber puntos de intersección de y, y Yz. Pero entonces, median to 
arcos, tomados alternativamente en y, y y,, se podría construir un 
semiintervalo do Jordan yy, perteneciente a G y con puntos comunes 
con y, y ya en cualquier entorno del punto £, lo cual es imposible 
(debido a que y, y ya determinan puntos alcanzables distintos). 
Por esta razón, despreciando en caso «de necesidad algunos arcos 
iniciales de los semiintervalos y, y y», podomos suponer a conlinua- 
ción que cestos semiintervalog no tienen puntos comunes (a excep- 
ción, posiblemente, del punto final común). Unamos sus puntos 
iniciales z, y z, por cl interior de G mediante un arco de Jordan y. 
Si z, es el último punto del semiintervalo y, que es común con y, 
entonces despreciamos las partes de los arcos de y, y y que preceden 
al punto z,. Del mismo modo, si z; es el primer punto del semiinter- 
valo y, que es común con yy, entonces despreciamos la parte del 
semiintervalo yz que precede a z, y la parto del arco y que sigue 
después de z,. Como resultado, obtendremos dos semiintervalos de 
Jordan y; y y, que determinan los mismos puntos alcanzables que 
Yi Y Ya, y también un arco de Jordan y” que une el punto inicial del 
semiintervalo y, con el punto inicial del semiintervalo y,; además, 
Yi + Y + y; representará un intervalo de Jordan y 
perteneciente al recinto G. Uniéndole los extremos, resulta un arco 
de Jordan con los extremos en PP, Como resultado de la transforma- 
ción conforme del recinto G en un circulo, y, y yz se transformarán 
en semiintervalos de Jordan 6, y 8, con extremos distintos en la 
circunferencia (estos extremos serán imágenes de Jos puntos alcanza- 
bles correspondientes), y el arco y” en cierto arco 6". De esto se deduce 


que la imagen del intervalo de Jordan y será también un intervalo 


de Jordan Ó con extremos distíntos en la circunferencia unidad. 
Jividentemente, sus extremos dividen a la circunferencia en dos 
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arcos: Y, y Ea; junto con $ éstos forman dos curvas cerradas de 
Jordan, cuyas partes interiores A, y Az pertenecen al círculo unidad 
y representan aquel par de recintos en los cuales $ divide el círculo 
unidad. 

Las preimágenes de Jos recintos A, y Az en el recinto G son dos 
recintos simplemonto conexos g, y g2, en los cuales y divide a G. 
Si yz cs un semiintervalo de Jordan del recinto G, que determina un 
punto alcanzable de la frontera T', distinto de los puntos delermi- 
nados por los semiintervalos y, y yz, entonces, despreciando su parte 
inicial, se puede suponer que él no tiene puntos comunes con y, 
por Jo cual está situado en g, o en g, y determina un punto alcanzable 
de la frontera de uno do estos recintos. 

Por consiguiente, todos los puntos alcanzables do la frontera TP 
del recinto G, a oxcepción de dos, determinados por los semiinter- 
valos y, y y2, so dividen en dos clases, los cuales se pueden considerar 
como lus puntos alcanzables de las Íronteras 
dolos recintos g, y £, respectivamente. En la transforma- 
ción conforme del recinto ( en un círculo, a los puntos alcanzables 
de la primera claso les corresponden puntos del arco X,, y a los de 
la segunda clase, puntos del arco 23. Los últimos arcos se determi- 
nan completamente por sus extremos y, por lo tanlo, por dos puntos 
alcanzables dados de la frontera F'; por esta razón, la división de 
todo el conjunto de puntos alcanzables cn clases, caracterizada ante- 
riormente, se determina completamente por dos puntos distintos 
dados de este conjunto y no dependo de los semiintervalos de Jordan 
Y. Y ya que se utilicen para esto ni del arco de Jordan y con que se 
unan sus puntos iniciales. 

A las clases H, y H'» que se delerminan por los puntos alcanzables 
ma y M2, las llamaremos intervalos complementa- 
riosentresí del conjunto de todos los pun- 
tos alcanzables de la frontera T, a los puntos 
mi y n2 dos llamaremos extremos de los intervalos H, y HB, 
y a los recintos g, y ga, a cuyas fronteras pertenecen 11, y Ho), res- 
pectivamente, los llamaremos recintos adyacentes 
a H, y H3. De lo expuesto se deduce que en la transformación con- 
forme w=Yf(z), a cada par do intervalos complementarios entre 
si H, y H, les corresponden un par de arcos complementarios entre 
sí E, y o de la circunferencia, y a los recintos g, y g2 adyacen Les 
y H, y Hoy les corresponden los recintos A, y Az adyacentes a 2, 
y 232. Consideremos ahora un sistema de intervalos 
encajados de puntos alcanzables (17). Supon- 
dremos que 4 7*” C 4”, que los extremos del intervalo A“+P 
son distintos de los extremos del intorvalo A” y que no existen 
dos puntos alcanzables distintos portenecientes n todos los inter- 
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valos del sistema, En la circunferencia unidad al sistema (4) 
le va a corresponder en la transformación conforme un sistema de 
arcos encajados (2), 

Debido a las hipótesis hechas, esto sistema va a ceñirse en e) 
sentido ordinario de Ja palabra hacia un punto w, de la circunferen- 
cia (si existiese un arco entero que estuviese contenido en cada uno 


de los 3%”, ontonces existiría también un conjunto infinito de pun- 


tos alcanzables que serían comunes a todos los HA"), Si wy es la 
imagen de algún punto alcanzable de la frontera P', entonces los 
intervalos (4) tienen un punto alcanzablo común único. Pero 
Wo Puede no ser la imagen de un punto alcanzable; en este caso no 
existe ningún punto alcanzable que sea común para todos los H!”. 

Respecto de cada sistema de intervalos encajados (H”) dire- 
mos que éste determina un elemento frontera del recinto 
G. El punto we» se considerará como la imagen del ele- 
mento frontera en la transformación w = f (3). Dos siste- 


mas (HEM) y (H%)y doterminan un mismo elemento frontera cuando, 
y sólo cuando, cada intervalo H”” contiene todos los intervalos 
H“”, comenzando desdo uno de ellos en adelante, y cada intervalo 


H'” contiene: todos los intervalos H””?, comenzando desde uno de 
ellos en adelante. Es obvio que en estas condiciones se puede con- 


servar solamente una parte, exigiendo, por ejemplo, que aw ed qm 
para n > N (m) (m =1, 2, .. .). En efecto, en este caso cada uno 
de los arcos Ef”? de la circunferencia unidad, correspondiente al 
intervalo Hi”, contendrá todos los arcos Ef”, correspondientes 
a HÍ" para n > N (m). Por consiguiente, los sistemas de arcos 
(EM) y (21) van a ceñirse hacia un mismo punto wy de la cir- 
cunferencia unidad, situado dentro de cualquiera de estos arcos. 
Por ello, y va a contener a zm para todos m > M (n), y, por 
consiguiente, gm va a contener a Hmm para todos m >> M (n). 

De este razonamiento se ve que la condición de identidad de dos 
elementos frontera, determinados por los sistemas de intervalos 
HMy) y (UY, es equivalente a la condición de la coincidencia 
de los puntos de la circunferencia hacia los que se ciñen los sistemas 
de arcos (E) y (27) que representan a estos intervalos. 

Sea ny un elemento frontera del recinto G, dado por un sistema 
de intervalos (4H). Construyamos para cada A” un recinto gi 
que esté contenido cn G y sea adyacente a H iS Fxijamos que se 
cumplan las dos condiciones siguientes: 1) gl” C gl y 2) no 
existe ningún punto del recinto G que sea común pata todos los 
recintos cerrados g(”. A una sucesión tal la llamaremos cadena 


5 3. ESTRUCTURA DE LA FRONTERA DE UN RECINTO SIMPL. CONEXO 83 


de recintos que conduce hacia n. Para convencerse de la posibilidad 
de esta construcción, lo más fácil es pasar al círculo unidad median- 
te una transformación conforme w = f (2). 

|Seaf(3”) un sistema de arcos de la circunferencia unidad, co- 
rrespondiente a los intervalos (E), y sean 8” y 6(” los semiin- 
tervalos de Jordan que son imágenes de los semiintervalos y(m) 
y y” que determinan los extremos de los intervalos H"”. Cons- 
truyamos un recinto A” que sea adyacente al arco E” y que 
esté limitado por el arco se por un arco de una circunferencia 


FIG. 15. 


concéntrica | w | = r, < 1 y por las dos partes de los semiintervalos 
6 y 8% que se obtienen al despreciar algunos arcos iniciales 
de estos semiintervalos (fig. 15). Al valor r, Jo someteremos a la 
condición rn >> 1 — > . Como el arco 2'"** está situado en el arco 


y” y los extremos de los arcos 5 "+9 son distintos de los extremos 


de los arcos 3'”, los semiintervalos 87? y s(*+9 estarán conteni- 
dos en el recinto A(”, por lo menos si so desprecian algunas de sus 


partes iniciales. Eligiendo r,+, >> Ta Y 'n+1 > 1 — 


+ 1 de modo 
que la circunferencia | w | = r, 4, tenga puntos comunes con gee 
y 8S+D construyamos un recinto A(7+1 de un modo semejante al 
que se empleó al construir el recinto At”?, Evidentemente, tendre- 
mos; A(7+10 CAM. Comenzando desde el recinto A(%) se puede 
construir de esta manera una sucesión de recintos (A(")), adyacentes 
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a E, y tales que A(7+3) esté contenido en el anillo 4 — a 


<|wl|<i y en el recinto A) (n=14, 2, .. .). Las preimágenes 
de AY en el recinto G serán los recintos g(”?, adyacentes a los inter- 
valos H“Y, y tales que g'"+D0 C g(, En oste caso, log dominios 
gl”? no tienen ningún punto común que esté situado en el recinto G; 
esto se deduce de que sus imágenes A(") = f (g(7) no tienen ningún 
punto común que esté situado en el círculo unidad. Asi, pues, queda 
demostrada la existencia de una cadena de recintos (g") que con- 
duce a un elemento frontera y dado. 

Como los dominios gl”? son continuos, y g "+9 TC gm, la inter- 
sección de todos los gl”? también es un continuo K (véase el t. I, 
ap. 4.1, cap. primero). Es obvio que éste consta solamente de puntos 
frontera del recinto G. Respecto de los puntos del continuo XK, dire- 
mos que todos ellos pertenecen al elemento frontera considerado, 
y también que XK representa al clemento frontera n*). Para justi- 
ficar esta definición es necesario convencerse de que el conjunto 
K no depende de la elección de la cadena de los recintos que condu- 
cen a y. 

Scan (11) y (EM) dos sistemas de intervalos que determi- 
nan a nm, y scan (gl?) y (g (9) las cadenas que les corresponden. 
En el círculo unidad a ellos les van a corresponder dos sistemas de 
arcos (21) y (2"(3)) que se ciñen hacia un mismo punto wo, y dos 
cadenas de recintos (AM) y (A")) adyacentes a eslos arcos. Cer- 
ciorémonos de que (A() y (A'(m) se ciñen hacia el punto wy. Jin 
efecto, la intersección de los dominios A(7) es un continuo que no 
contiene puntos interiores del círculo unidad. Por ello, éste coincide 
con la intersección de los arcos frontera *(*), es decir, con el punto 
wo. De aquí se deduce también que cada recinto A("Y contiene todos 
los recintos A'(%), comenzando desde uno de ellos en adelanto, y, 
por consiguiente, g(”) contiene todos los g'(*?, comenzando desde 
uno de ellos en adelante. Por esta razón, la intersección K”* de todos 


los g'" está contenida en la intersección XK de todos los g(”?. Como 
K y K' pueden cambiarse de sitio, K coincide con K”, que es lo que 
se afirmaba. 

3.5. Ocupémonos del estudio de la estructura de Jos elementos 
frontera y de su clasificación. Para ello tendremos que estudiar las 
propiedades del continuo K que representa al elemento frontera dado 
y Son posibles los casos siguientes: a) K consta de un solo punto; 
b) K contiene más de un punto. 


%) Aquí no identificamos el elemento frontera con el conjunto de puntos 
que le representa, puesto que un mismo conjunto puede representar distintos 
elementos frontera. 
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Sca (g(?) una cadona cualquiera de recintos que conduce a T, 
sean (A) las imágenes de estos recintos en el círculo unidad, 
y supongamos que wy es el punto de la circunferencia unidad que 
es la imagen del elemento y. Entonces la intersección de los domi- 
nios (g(7)) coincide con K, y la intersección de los dominios (Á(" ) 
con wy. Como los puntos de cualquier sucesión (w,) ( | wa, | < 1) 
que converja hacia wp pertenecen al recinto A(") para n >> Ñ (m), 
sus imágenes ¿£z,) tienen que pertenecer al recinto gl”), de donde 
se deduce que todos los puntos de acumulación de la sucesión (z,) 
pertenecen al continuo K. 

En el caso a), o sea, cuando AX consta de un solo punto zy, se tiene: 
lim z, = zp. Así, pues, en esto caso existo el límite lim f-? (w> 
ñ->00 W->wY( 

y éste es igual a zp. Consideremos, en particular, la preimagen y 
de cualquier semiintervalo de Jordan Ó situado en el círculo unidad 
y que termine en el punto w,. Como y es un semiintervalo curvi- 
líneo y lim f”* (w) = lim z (w) = zp, éste es un semiintervalo 

UW-—_UN wW=>w0 

de Jordan que termina en el punto z¿. Vomos, pues, que en el caso a), 
la imagen wy del elemento frontera yn es a la vez la imagen de un 
punto alcanzable de la frontera TP, representado por el punto zp. 
A este punto alcanzable lo identificaremos con el elemento frontera. 
151 elemento frontera correspondiente se llama clemento 
(extremo simple) de primera especie. 

Consideremos ahora el caso hb), o sea, cuando el continuo X 
contieno más de un punto y, por consiguiente, contiene un conjunto 
infinito de puntos; entonces no existe el límite lim f”! (0). Sin 


wrio 
embargo, puede ocurrir que w,, siendo la imagen del elemento fron- 
tera n, sea a la vez la imagen de un punto alcanzable de la frontera 
T. Entonces existe un semiintervalo de Jordan $ que termina en el 
punto wy y es la imagen de un semiintervalo de Jordan y que termina 


en el punto z, € KX. Es obvio que lim f-* (w) =z, determina un punto 
1-10 


v:£6 
alcanzable de la frontera IT”, representado por el punto z,. En este 
caso diremos quo el punto alcanzable correspondiente está contenido 
en el elemento frontera y z, se llamará punto alcanzable del clemento 
n- Entonces, todos los puntos del continuo K, distintos de 2p, serán 
puntos no alcanzables del elemento frontera. En este caso y se llama 
elemento frontera de segunda especie. En 
la figura 16 el elemento de segunda especie está representado por el 
segmento do recta AB. En la misma están representados también 
dos recintos gW y gír+0 de la cadena que conduce a este elemento. 
A es un punto alcanzable del elemento; todos log puntos del seg- 
mento AB distintos de A son sus puntos no alcanzables. Obsérvese 
que estos mismos puntos representan, además, elementos frontera 
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de primera especie. Así, el punto € representa uno de tales ele- 
mentos. 

Supongamos, finalmente, que w, no es la imagen de ningún punto 
alcanzable. En este caso no existe ningún punto alcanzable de la 
frontera T que pertenezca al elemento frontera dado. Cualquiera 
que sea el semiintervalo de Jordan Ú que termine en el punto Wo, 
su preimagen y no será semiintervalo de Jordan, es decir, el 
lim f-2 (w), w € Ó, no existirá. A su vez, todos los puntos de acuniu- 
lación del semiintervalo curvilíneo y pertenecerán al continuo XK. 
Se distinguen dos casos: Uno es cuando el conjunto de todos los 


FIG. 46. 


puntos de acumulación de y =f* (8) coincide con K. En este 
caso y se llama elemento frontera de tercera 
especie. Ótro es cuando para algunos Ó el conjunto de los puntos 
de acumulación de la preimagen y = f”* (6) forma solamente una 
parte propia del continuo K. En este caso se tieno un elemento 
frontera de cuarta espocie, Para reconocer a los 
clementos de tercera y cuarta especie no hay necesidad de recurrir 
a la transformación conforme f-*. Es suficiente fijar alguna cadena 
de recintos (g(")) que conduzca a 1 y considorar todos los semiinter- 
valos curvilineos posibles y, con los puntos de acumulación en I, 
que están contenidos en cada uno de Jos recintos g("?, comenzando 
desde uno de sus puntos. Precisamente estos semiintervalos serán 
las preimágenes de todos los $ posibles que terminan en el punto 14, 
que es la imagen del elemento n. Todo se reduco luego a comparar 
los conjuntos do los puntos de acumulación del semiintervalo y 
con el continuo LK. 

En la fig. 17 el segmento 4B representa un elemento fronleca 
de tercera especie. La curva de trazos representa uno de los semi- 
intervalos curvilíneos y. Evidentemente, ol conjunto de sus puntos 
de acumulación coincide con AB. El segmento AB de la fig. 10 
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puede servir de ejemplo do elemento frontora de cuarta especie. 
En esa misma figura cstá representado por trazos ol semiintervalo 
curvilíneo y para el cual el conjunto de sus puntos de acumulación 
es una parte propia del segmento AB (el segmento CD). 

3.6. Una sucesión de puntos (z,) de un recinto G se llama con- 
vergente hacia cl elemento frontera y de este recinto, sí para alguna 
cadona de recintos £g(")) que conduzca hacia y se cumple la condi- 
ción: el recinto gl”? (m =ú4, 2, ...) contiene todos los puntos 
2, para n > N (m). Es obvio que si se cumple esta condición para 


FIG, 17. 


una cadena de recintos, entonces también se cumple para cualquiera 
otra cadena que conduzca hacia el mismo elemento, con lo cual se 
justifica la definición hecha. s 

Sean (AM) las imágenes de los recintos (gíPd) en el círculo 
unidad; ya sabemos que ellos se ciñen hacia el punto wy de la cir- 
cunferencia unidad que es la imagen del elemento y en la transfor- 
mación conformc. Si w, = f (2,) y (2,) converge hacia y, entonces 
los puntos (w, Y están contenidos en A( para n "> N (m), de donde 
se deduce que la sucesión (w,) converge hacia el punto wp. Como 
también es cierto lo recíproco (si Jim w, = wo, entonces la suce- 

Ny 


co 
sión fz, = f71 (w,)) converge hacia n), resulta la siguiente pro- 
posición, que resuelve el problema de la correspondencia de las 
fronteras en la transformación conforme: 


Teorema 1. En la transformación conforme w = f (z) de un 
recinto simplemente conezo G en el circulo |w |< 1, entre el conjunto 
de todos los elementos frontera y el conjunto de los puntos de la circun- 
ferencia unidad se establece una correspondencia biunivoca. Esta co- 
rrespondencia posee la propiedad de «continuidad», que consiste en que 
cada sucesión de puntos del recinto G que converja a un elemento fron- 
tera y, se transforma en una sucesión de puntos del círculo unidad que 
converge hacia el punto w, que es la imagen del elemento y. 
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Al aplicar este teorema, se debe tonor presente que la convergen- 
cia de la sucesión de puntos a un elemento frontera del recinto no 
significa, ni mucho menos, la convergencia en el sentido ordinario. 
El conjunto de los puntos de acumulación de la sucesión (z,) que 
converge hacia cl elemento frontera n puede coincidir con cualquier 
subconjunto cerrado (no vacio) P del continuo X que representa 
a 1. Solamente cuando y es un elemento frontera de primera especie 
y, por consiguiente, K contiene solamente un punto zp, de la con- 
vergencia de (z,) hacia y se deduce la convergencia de (z,) hacia 
el punto zo. Sin embargo, lo recíproco no es justo. Una sucesión 
de puntos (z,) que converge hacia el punto zp, puede no converger 
hacia el elemento frontera que representa este punto. Como ejemplo, 
consideremos la sucesión de puntos pertenecientes alternativamente 
a los semiintervalos y, y y”, representados en la fig. 11. Aunque 
tal sucesión converja hacia el punto í, que representa en el caso 
dado dos clementos frontera distintos de primera especie, ella no 
converge hacia ninguno de estos elementos. Conservando en la 
misma solamente los puntos que están situados en y,, resulta una 
sucesión que converge hacia uno de los elementos frontera indicados; 
los puntos que están situados en y” forman una sucesión que con- 
verge hacia el vtro elemento. 

Supongamos que cada elemento frontera del rccinto G es un 
elemento de primera especie (en las figuras 11 y 12 están repre- 
sentados ejemplos de tales recintos). Entonces, en la transforma- 
ción conforme z= f”* (w) del círculo |w|< 1 en tal recinlo, 
a cada sucesión de puntos (fw,) del círculo unidad que converja 
hacia un punto arbitrario wy de la circunferencia unidad le corres- 
ponderá una sucesión de puntos (z, ) del recinto G, convergente hacia 
un punto frontera zp (y a la vez, hacia uno do los elementos frontera 
que representa este punto). Haciendo f”* (wo) =2., se define la 
función f"?* (w) en el círculo unidad cerrado. Demostremos que esta 
función es continua en el círculo cerrado. Suponiendo lo contrario, 
tendríamos que para alguna sucesión de puntos (w,), |wn |< 1, 
convergente hacia un punto wo, | wy | = 1, el límite lim f* (105) 


N-—00 
o no existe, o existe pero es diferente de f”* (w,). Para cada uno de 
los puntos tw, que no son interiores al círculo, e puede señalar un 
punto interior wa tal, que |f”* (w,) — f7? (wm) | <- y | us — 
. 1 
— Wa |< rá 
Haciendo vw, =w;, cuando wn está situado en el inte- 


rior del círculo unidad, hallaremos una sucesión de puntos 
(107) tal, que | wn | < 1, limw; = wo, y, sin embargo, el límite 


Te» 00 
lim f” (w,) o no existo, o es diferente de f* (w,). Pero esto con- 


N=»>00 
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tradice a que: f? (wo) = lim $? (w). Así, pues, f7* (w) es continua 
=p 
| wi< 1 

en el círculo cerrado. 

Fácilmente se observa que, cuando al menos una de los elemen- 
tos frontera del recinto G no es un elemento de primera especie, 
la función f-* (w) no puede ser continua para fw |< 1. En efecto, 
si K es el continuo que representa el elemento frontera y y que con- 
tiene más de un punto, entonces en el círculo se puede indicar una 
sucesión (w,), convergente hacia algún punto wo ( | wo | = 1). 
tal que la sucesión correspondiente (2, = f”* (1,)) tiene, no obslan- 
te, más de un punto de acumulación (estos últimos pertenecen a A), 
es decir, es divergente. 

En resumen, queda demostrada la siguiente proposición: 


Teorema 2. Para que una función 2 = f7* (w), que transforma 
conformemente el círculo unidad en un recinto G, sea continua en el 
círculo cerrado |w|<á1 (o, lo que se reduce a lo mismo, sea uni- 
formemente continua para |w| < 1), es necesario y suficiente que todos 
los elementos frontera del recinto G sean elementos de primera especie. 


Cuando se cumple esta condición, la frontera T' del recinto G 
se puede expresar por la ecuación 


¿=f1(w) =f1(e*'), 0<t<2n, 


donde f-1 (e'') es una función continua del parámetro t. Por con- 
siguiente, la frontera TP, cuyos elementos son todos de primera especie, 
es una curva continua. 

Consideromos ahora las condiciones, según las cuales la función 
w =jf(3) que transforma conformemente un recinto simplemente 
conexo G en el círculo unidad es continua en cl dominio G (es decir, 
puedo definirse en todos los puntos de la frontera T, de modo que 


sea continua en G). La condición necesaria para esto consiste en que 
cada punto de la frontera T' tiene que pertenecer solamente a un 
elemento frontera o, como suele decirse, sea un punto simple 
de la frontera T'. En efecto, si zo € T' pertenece al menos a dos ele- 
mentos frontera distintos n” y n”, entonces a la sucesión (2) que 
converge hacia n' y a la vez hacia el punto zo Je corresponde una 
sucesión (wn = f (2n)) que converge hacia un punto w, de la cir- 
cunferencia unidad, y a la sucesión (zn) que converge hacia n” 
y hacia Zo, le corresponde una sucesión (w, = f (2n)) que converge 
hacia otro punto w, de la circunferencia unidad. De aquí se deduce 


que el límite lim f (2) no existe. 
2=»20 
zEG 


Demostremos que esta condición necesaria también es suficiente 
para que la función w = f (z) sea continua en G. Sea z¿ un punto 
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arbitrario de la frontera [' y sea (z,) una sucesión cualquiera de 
puntos del recinto ( que converja hacia z¿. Si se supone que la suce- 
sión (w, = f (2n)) es divergente, entonces tienen que existir al 
menos dos puntos de acumulación w” y w” situados en la circunte- 
rencia unidad. Sean (w,) y (wn) dos sucesiones parciales de (w,), 
convergentes hacia tv” y w”, respectivamente. Sean (zn) y (a) sus 
preimágenes en el recinto G; éstas convergen hacia el punto z, y a la 
vez convergen hacia los elomentos frontera n' y n”, cuyas imágenes 
son w y to”. De aquí que z, pertenece a n' y a y”, lo cual contradice 
a la hipótesis. Así, pues, para cualquier punto zo € T' existe el límite 


lim f (2) = wo; haciendo f (z.) = wo, se obliene una función con- 
2=>20 


tinua en el dominio G. Los resultados demostrados pueden expre- 
sarse en la forma siguiente: 


Teorema 3. Para que una función w = [ (2), que transforma 
conformemente un recinto G en el círculo | w | < 1, sea continua en el 
dominio G (es decir, uniformemente continua en G), es necesario 
y suficiente que todos los puntos frontera del recinto G sean simples. 


Do los teoremas 2 y 3 se obtiene luego el importante 

Corolario. Para que una función w = f (2), que transforma 
conformemente un recinto simplemente conexo G en el circulo | w|<t, 
realice una transformación homeomorfa de G en |w |< 1, es necesario 
y suficiente que todos los elementos frontera de G sean de primera especie 
y que todos los puntos de la frontera Y sean simples. 

En efecto, en éste, y sólo en este caso, la función w = f (2) y su 
inversa z = f7? (w) son simultáneamente continuas en Gy |w|< ti, 
respectivamente. 

Antes al recinto simplemente conexo G se le habían impuesto las 
condiciones siguientes: a) todos sus elementos frontera son deYpri- 
mera especie, y b) todos los puntos de su frontera son simples. Estas 
se pueden sustituir por una sola que es equivalente: cl recinto € 
está limitado por una curva cerrada de Jordan. En efecto, si se 
cumplen a) y hb), entonces, según lo anterior, la frontera del recinto 
G es la imagen homeomoría de la circunferencia unidad (2 = f (e), 
0 < tS 2x1), por lo cual T' es una curva de Jordan. Pero también 
es cierto lo recíproco. 

Supongamos que l' es una curva cerrada de Jordan. 

Sea y un elemento frontera del recinto G y sea [gí*?) una cadena 
de recintos que conduce hacia n. La frontora del recinto gl") repre- 
senta una curva cerrada de Jordan, compuesta de un arco de Jordan 
DP“ <T (nos basamos en que I' es una curva de Jordan) y de un 
intervalo de Jordan y” CG que tione los extremos comunes con 
T'”. Do aquí se deduce que el continuo Á que representa 1 coincide 
con la intersección del sistema de arcos de Jordan encajados 
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(DA UU» C 1”), es decir, representa o un punto de la fron- 
tera ', o un arco de Jordan TI” — T. Pero esto último es imposible. 
En efecto, si z¿ es un punto del arco TP”, distinto de los extremos de 
este arco, entonces la distancia p = p (Zo, P”), donde IT” =P NTF, 
es un número positivo (de nuevo empleamos el hecho de que IT' es 
una curva de z ordan). Consideremos un punto z EG tal, que 
IZ —2z |] <eS< p. Es obvio que el punto 6 € T más próximo a z' 
y situado en el segmento rcctilíneo que uno z” con Zp/, no puede per- 
tenecer a T'”; por ollo, Z € T”. A la vez, obtenemos un punto alcan- 
zable del recinto G, determinado por el segmento con los extremos 
z' y [ y representado por el punto ¿ € 1”. Como la parte del segmento 
contigua a su extremo, pertenece a cualquiera de los recintos g(”, 
resulta que cada uno de éstos también contieno a esle punto alcan- 
zable. Pero se puede hallar un conjunto infinito de tales puntos 
alcanzables (debido a la arbitrariedad del punto z, € I” y del núme- 
ro e, 0< e < p). Por consiguiente, existe un conjunto infinito de 
puntos alcanzables distintos, pertenecientes al elemento frontera y, 
lo cual es imposible, 

Así, pues K = TI” consta solamente de un punto, es decir, n es 
un elemento de primera especie. 

Scan ahora n' y y” dos elementos frontera distintos del recinto G, 
y sean gm) y tg") las cadonas de recintos que conducen a ellos. 
Como sus imágenes en el círculo tienen que ceñirse hacia dos puntos 
distintos w” y w” y, por consiguiente, para valores suficientemente 
grandes de n no tienen puntos comunes, g'(” tampoco tiene puntos 
comunes con g”(” para todos los valores suficientemente grandes 
de n. Pero la frontera del recinto g'*? consta de dos arcos de Jordan 
con extremos comunes, uno de los cuales T"(" está situado en Y 
y el otro Y "(ni perienece a G (a excepción de los extremos); además, 
el punto z,, que representa a n”, está situado en IT" y es distinto 
de los extremos de este arco. 

El recinto g” tiene que estar situado en el exterior del recinto 
g'(, por consiguiente, pertenece al subrecinto del recinto G que 
está limitado por el arco y"? y el arco Ix_T'”, que no tiene otros 
puntos comunes con I''(*W%» más que los oxtremos. Por ellu, la frontera 
del recinto g”"(" consta de un arco TW TT" y de un arco 
y”) perteneciente a G (a excepción de los extremos). De aquí se 
deduce que el punto z, que representa a n”, no está situndo en la fron- 
tera do g"(*) y, por consiguiente, no puede representar a y”. En resu- 
men, cada punto de la frontera T' pertenece solamente a un elemento 
frontera. Hemos obtenido la siguiente proposición: 


Teorema 4. Todos los elementos frontera de un recinto simple- 
mente conexo G son elementos de primera especte y todos los puntos de 
la frontera son simples cuando, y sólo cuando, la frontera del recinto G 
es una curva cerrada de Jordan. 
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En otras palabras, la propiedad característica de una curva cerra- 
da de Jordan T es que, cada punto de ella representa un punto fron- 
tera alcanzable y sólo uno (del recinto G, limitado por la curva T). 
físla propiedad se expresa abreviadamente diciendo, que todos los 
puntos de una curva de Jordan son alcanzables por el interior y son 
simples. El teorema 4 permite formular cl corolario anteriormente 
indicado de los teoremas 2 y 3 de la forma siguiente: 


Teorema 5. Una función w = f (2) que transforma conforme- 
mente un recinto G en el_círculo |w |< 1, establece una correspon- 
dencia homeomorfa entre G y |w|< 1 y, por consiguiente, también 
entre V y |w | = 4 cuendo, y sólo cuando, T es una curva cerrada de 
Fordan. 


Corolario. En la transformación conforme uno en otro de re- 
cintos simplemente conezos G, y G», limitados por curvas cerradas de 
Jordan Y, y Ta, entre los puntos de estas curvas se establece una corres- 
pondencia homeomorfa. 

Para observar esto, es suficiente sustituir la transformación 
conforme del recinto (7, en Gs por las transformaciones conformes 
de G, en el círculo |w | <4 y del círculo |w|<4 en el recinto 
G»,, realizadas sucesivamente. 

Como una aplicación importante del teorema 5, establezcamos 
el principio del argumento en su forma general: 

Principio generalizado dol argumento. 
Sea f (2) una función continua en el sentido generalizado en el dominio 
g, donde g es la parte interior de una curva cerrada de Jordan y, y ana- 
lítica en el recinto g, a excepción, posibleimente, de polos. Si f (2) no 
toma los valores O y oo en y, entonces la diferencia entre las cantidades 
de ceros y polos de $ (2), pertenecientes al recinto g, es igual a la varia- 
ción del Arg f (z) al hacer un recorrido simple (de una vuelta) por la 
curva y en sentido positivo, dividida por 2n, es decir, es igual al número 
de vueltos que da la curva continua UT = f (y) alrededor del punto 

= 0, tomado con el signo correspondiente. 

En comparación con el enunciado del principio del argumento 
examinado en el ap. 3.5, cap. cuarto, t. 1, lo nuevo es: en primer 
lugar, que no so exige que la curva y sea rectificable y, en segundo 
lugar, que no se supone que la función f (2) sea analítica en los puntos 
de y. 

Para la demostración, obsérvese primero que las cantidades de 
ceros (N) y polos (2) en el recinto g son finitas. Suponiendo lo con- 
trario, hallatíamos en y un punto de acumulación de ceros o polos, 
en el cual f (t), dobido a la continuidad, tomaría el valor 0 o oo, 
respectivamente. 

Transformemos conformemente el recinto g en el círculo unidad 
1£ |< 4 modianto una función z = q (£). Como la transformación 
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es biunívoca, la función f (z) se convertirá entonces en la función 
f* (1) =fp (1), la cual tiene en el círculo | t | < 1 la misma can- 
tidad de ceros N y polos P que la función f (z) en el recinto g. Jin 
virtud del tcorema 5, la función f* (t) es continua (en el sentido 
generalizado) en el círculo cerrado | € | < 1 y, al hacer un recorrido 
simple de la circunferencia | ¿| = 1 en el sentido positivo, el punto 
w = f* (t) describe la curva precendente T' en el sentido de antes. 
Por esta razón, la demostración del teorema se roduce al caso en 
que y es la circunferencia unidad y g es el círculo unidad. 

Supongamos que el círculo |t|<r, <1 contiene todos Jos 
ceros y polos de la función f* (£). Entonces, en virtud del principio 
del argumento, en su forma establecida anteriormente, el vector 
f* (£) dará N — P vueltas completas alrededor del punto w = 0, 
cuando £ describa una vez la circunferencia | t | = r >> ry en sentido 
positivo; esto significa que 


4 : 
N— P=-=—VarAref* (re?o). 
eta Ne 


Si p>0 es la distancia desde w=0 hasta la curva TP, o sea, 
p= min |f(é9)), 
entonces, como f*(t) es uniformemente continua en el anillo 
cirenlar cerrado rp<|t[<d1, existe r,, O<r,<1, tal que 
| Preto —f (40 |<p, OU<ca<2r, r<r<l. 
Representemos f* (re*“) en la forma: 


f* (reia) = f* (ela) É + ca =f* (e) 11 42, (0)1. 
Para r>r;) 
AS 
por lo cual 
Var Arg [1 +4, (a)] — 0. 


0<as<2n 
Por consiguicnto, para ET (ro. 15) 
N—P= = VarArgf* (rela) -. 
0= a <2x 
ES S * /ota ds y si 
== Var Arg (Í (e) [1 +2, (2)1)= 37 Var Arg" (eu), 
131 teorema queda demostrado. 


El principio generalizado del argumento permite obtener inme- 
diatamento cl teorema fundamental del ap. 1.2 en su forma completa 
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(pág. 13). En este caso, en los razonamientos que se hicieron al 
comienzo del ap. 1.2 no hay que cambiar nada. 

Demostremos, finalmente, un teorema referente al comporta- 
miento do la transformación coniorme en la parte de la frontera dol 
recinto G que representa un arco de Jordan. 

Llamemos a un arco de Jordan IT”, perteneciente a la frontera TP 
de un recinto arbitrarioG,arcoalcanzabledela fron- 
tera LT oarcode Jordan libre, si existe un arcu de 
Jordan y” que tiene los extremos comunes con IT” y pertenece al 
recinto G (a excepción de sus extremos); además la parto interior g 
de la curva do Jordan formada por y” y I” pertenece al recinto €. 
Para elucidar este concepto, es suficiente comparar los segmentos 
rectilíncos AB en las figuras 16 y 17. En la primera do ellas AB 
es un arco alcanzable de la frontera, mientras que en el segundo caso 
no os alcanzable. 


Teorema 6. SiT” es un arco alcanzable de Jordan de la fron- 
tera Y de un recinto simplemente conexo G (posiblemente, no acotado), 
entonces en la transformación conforme w = f (z) del recinto G en el 
circulo |w |< se establece una correspondencia homeomorfa entre 
los puntos del arco Y" y los puntos de un arco de la circunferencia unidad, 
con la condición complementaria de que los valores de w = f (z) se con- 
sideren solamente en el recinto g CG que es adyacente a T'. 


Demostración. En la transformación cunforme del recin- 
to G en el círculo, el arco y” que figuraba anteriormente en la defi- 
nición do punto alcanzable de la frontera, se transformará en un 
arco de Jordán no cerrado Ó' con los extremos en la circunferencia 
unidad (esto se deduce de que y” dotermina dos puntos alcanzables 
distintos de la frontera IT). El recinto g que está limitado por la 
curva de Jordan y” + IT”, se transforma en un recinto Á limitado 
por una curva de Jordan, compuesta de 0” y de uno de los dus arcos 
de la circunferencia con los extremos comunes con $”. Debido al 
corolario del teorema 5, la función w = f (2) que transforma con- 
formemente el recinto g en el recinto A establece una correspondoncia 
homeomorfa entre Jas fronteras de estos recintos, y como la imagen 
del arco y” es 6”, la imagen del arco T” será un arco do la circunferen- 
cia, como se quería demostrar. 

Como ilustración a los teoremas demostrados cn cste apartado, 
consideremos la transformación conforme del recinto G representado 
en la fig. 18, on el círculo unidad. La frontera de este recinto consta 
de dos circunferencias: |z| =4 y |2 | =3 y de la espiral com- 


prendida entre ellas (por ejemplo, r = 244 arctg 0), la cual se 


aproxima indefinidamente a las circunferencias indicadas en dos 
direcciones. Cada punto de la espiral representa dos elementos fron- 
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tera de primora especic: dos puntos frontera alcanzables. Las cir- 
cunferencias |z | =4 y |z | = 3 representan cada una un elemento: 
frontera de tercera especie. Para convencerse de esto, consideremos 
los segmentos rectilíneos representados en la figura y situados cn 
la parte positiva del eje real. Cada uno de ellos pertenece al recinto 
y divide el conjunto de los puntos alcanzables del recinto G en dos 
intervalos complementarios entre sí, a los cuales son adyacentes 
dos subrecintos del recinto G, respectivamente: uno de ellos —1la- 
mémosle inferior-—se enrolla desde el segmento considerado, 


FIG. 18. 


en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, y se dirige hacia 
la circunferencia menor, mientras que el otro — llamémosle su - 
perior-—.se desenrolla, en sentido contrario, hacia la circunfe- 
rencia mayor. 

Si se considera, por ejemplo, la sucesión de segmentos que se 
aproximan a la circunferencia menor, y so toman cada vez aquellos 
intervalos de puntos alcanzables a los cuales son adyacentes*los 
subrecintos inferiores correspondientes, entonces se obtieneY una 
sucesión de intervalos encajados de puntos alcanzables, que deter- 
mina un elemento frontera del recinto G. Como la intersocción 
de los subrecintos inferiores cerrados es la circunferencia | z | = 4, 
ésta representa a este elemento frontera. De un modo análogo halla- 
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remos quo la otra circunferencia representa a otro elemento frontera. 
Es obvio, inmediatamente, que ambos elementos son de tercera 
especie (véase la definición). 

En virtud de lo expuesto anteriormente, on la transformación 
conforme del recinto G en un círculo, cada punto de la espiral se 
representará por dos puntos distintos, y cada una de las circunfe- 
rencias, por un punto. Cualquier arco I'” de la espiral es un arco 
de Jordan libre; como a éste son adyacentes dos recintos f, < G 
y £2 C G, los cuales no tienen puntos comunes, resulta que, en la 
transformación conforme, I” se transformará en dos arcos de lu 
circunferencia sin puntos comunos (de acuerdo con el hecho de que 
cada punto del arco TI” representa un par de elementos frontera dis- 
tintos). Obsérvese también que a dos arcos cualesquiera I” y TP” 
de la espiral les corresponden sendos pares de arcos de la circunfe- 
rencia, los cuales tendrán puntos comunes cuando, y sólo cuando, 
NM” y TI” tengan puntos comunes. De lo dicho se deduce que toda la 
espiral se representa en la transformación conforme por un par de 
arcos (intervalos) complementarios entre sí de la circunferencia unidad 
con extremos comunes A y B; además, uno de estos extremos repre- 
sentará a toda la circunferencia | z | = 1 y el otro, a toda la circun- 
feroncia | z | = 3. Como no todos los puntos de la frontera 1' son 
simples en este ejemplo (son simples solamente los puntos de las dos 
circunferencias) y no todos Jos elementos son de primera especie, 
la función w =f(z), así como la función z = f” (w), no serán 
continuas en los dominios correspondientes. La primera tiene puntos 
de discontinuidad en cada punto de la espiral y la segunda solamente 
Liene dos puntos de discontinuidad: A y B. 


$ 4. TEOREMA DE S. MERGUELIAN. POLINOMIOS DE FABER 
Y TEOREMA DE S. PERNXSTEIN. POLINOMIOS ORTOCONA LES 
SOBRE LA SUPERFICIE DE UN RECINTO 


4.1, Los primeros cuatro apartados del presente párrafo están 
dedicados al estudio de las condiciones para la aproximación uni- 
forme de las funciones de variable compleja mediante polinomios. 
A S. Merguelián le pertenece un resultado terminante sobre este tema. 
El ap. 4.4, ol cual puede consultar el lector dircctamente, dejando 
de un lado los ap. 4.1-4.3, está dedicado a su exposición. ln estos 
últimos apartados se demuestran unos resultados de un carácter 
más particular, que precedían históricamente al teorema de Mer- 
guelián. En este libro se conservan estos resultados, puesto que repre- 
sentan un ejemplo de aplicación del teorema sobre los recintos de 
fronteras variables, pertencciente a R. Courant, el cual tiene un 


interés particular, 
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Peorema. Sea (Gn) una sucesión de recintos encajados sim- 


plemente conexos (Gn, C G,), convergente hacia su núcleo CG; se 
supone que el recinto G está limitado por una curve cerrada de Jordan Y. 
Entonces la sucesión de funciones ff, (2)), que transforman conforme- 
mente los recintos (G,,) en el círculo |w |< 1 y satisfacen a las con- 
diciones f, (20) = 0, fn (zo) > 0 (zo E G). converge uniformemente en 
el dominio G hacia una función f (2), la cual transforma conformemente 
G en el mismo círculo (evidentemente, f (z0) = 0 y f' (2,) :> 0). 


Demostración. En virtud del teorema de Caralhéodory 
(ap. 2.3), la sucesión ff, (2)) convorge uniformemente hacia f (z) 
en el interior de G. Demostremos, por reducción a lo absurdo, que Jas 
funciones f, (2), siendo uniformemente continuas en G (G = G,), 
son equiconlinuas en (7, es decir, que para cada e > 0 existe un 


Ó (e) >> 0 tal que 
ln (2) —f (2) |<e 


para cualquier par de puntos z' y 2” del reciuto G. tales que 
IZ —2".<6(e) (n=1, 2, ...). Supongamos que eslo no es 
cierto. Ióntonces Lienen que existir: €, > (0, una sucesión de núme- 
ros naturales crecientes (n,) y dos sucesiones de puntos (2,), (25), 
pertenecientes al recinto G, tales que lim (zi — zh) -= O y, no obstante 


k-—+00 
| Pa, (24) > Ín, (21) | > tg. 


Pasando a sucesiones parciales, se puede suponer que existen 
los límites para (z,) y (zí) (necesariamente iguales entre sí): 


lim z— lim z; — £. 
k=>00 k-—>0 


Vamos a exigir desde el principio que se cumpla csta condición. 


Obsérvese que el punto ¿ € G tiene que estar situado en P. Jin ofecto, 
si ésle fuese interior a G. entonces de la convergencia uniforme de la 
sucesión (f, (2)) en un entorno de este punto se deduciría que 


| | fn, (24) —Fn, (24) | 
<!lfn, (24) —/ (2) 1-11 (25) —1 (21) 11f (24) —fn, (2h) | < o 
para todos los valores suficientemente grandes de X. 


Pasando a sucesiones parciales, si esto fuese necesario, pero sin 
cambiar las notaciones admitidas anteriormente, exijamos también 
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que todos los puntos z4 y zx (k = 1, 2, .. .) estén contenidos en un 
circulo |z — ¿| < NM, donde R < | — Zo |, y que sea con vergento 
cada una de las sucesiones (wa = fn, (2n)) y (wm = fu, (21)). Sus 
límites w” y w” distan uno del otro no menos que £, y están situados 
en la ciecunferencia unidad. En efecto, si se supone, por ejemplo, 
que [w” |] < 1, entonces ciorto entorno del punto u” se transforma 
en un cutorno arbitrariamente pequeño del punto z” = f7 (u”) EG. 
Pero, como la sucesión Ni (w*)) es uniformemente conv ergente en 
un entorno del punto w” (véase ol ap. 2.3), los puntos zh = fa, (t4). 


comenzando desde cierto subíndice en adelanto, también pertenecen 
aÁa un entorno arbitrariamente pegueño del punto z”, es decir, 
Lim za =2' + E, lo cual cs imposible. 

Lo Y 

Describamos una circunferencia 0: |w|=r< 1 con el centro 
en el punto w = 0. Si r es suficientemente pequeño, entonces f7* (0) 
está contenido on ol interior de un entorno arbitrariamente pequeño 
del punto zp. Por consiguiente, para cierto r y todos los valores de 7 
suficientemento grandes, Jas curvas fh* (0) estarán situadas cn el 
interior de una circunferencia s con el centro en el punto z,. Res- 
pecto de s, cxijamos que ésia pertenezca al recinto G y esté situado 
fuera de la circunferencia |z — [|< R. 

Los puntos wi = fn, (2n,) y 0% = fn, (2n,). paca valores sulfi- 
cientemente grandes de k, están situados en entornos '“arbitraria- 
mento pequeños de los puntos w” y w” fuera de a. Por ello, existe un 
a >0 bal, que la distancia entre los dos segmentos de radios Ó, 
y $, comprendidos entre o y los puntos to, y w% (fig. 19), será mayor 
que a para todos los k >> K. A los segmentos 0) y 0% en la transfor- 
mación 2 = fa, (w) les corresponden en el recinto Gn, UNOS arcos 


de Jordan y, y ya que no tienen puntos comunes; los puntos iniciales 
de Jos arcos ya y ya están situados en el iulerior de s, y los puntos 
finales son Zk y Zhñ. 

Obsérvese ahora que existe una sucesión de números positivos 
(Pr). Pra < Ri, convergente hacia cero, tal que los puntos Zx y 2% 
ostán situados en ol círculo | z — [ | < pa y éstos pueden unirse en el 
interior del mismo círculo por un arco de Jordan De y contenido en 
el recinto G. ln electo, como z¿ € GC, zx € G y lim z4 = lim z7 -- £, 


A=00 ho 


resulta: call (34) = EL f (24) = Wy. Pero los puntos f (zx) y f (21) 


pueden nie cn el interior del círculo unidad por un segmento 
rectilíneo p,; su preimagen f7*(p4) = A, nnirá los puntos 24 y Zk 
en el recinto G, y como la función f* (w) es continua en cl círculo 
cerrado |w |< 1 (véase el teorema 2, ap. 3.6; Ja frontera del recin- 
to C es una curva de Jordan), resulta que para valores suficiente- 
mente grandes de k el arco 2., estará contenido en un entorno arbi- 
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trariamente pequeño del punto £. De aquí se deduce la existencia de 
la sucesión (pa) que se necesita. 


Conservemos en 2, solamente el arco pre desde el último punto 
Ca de intersección de A, con yá hasta el primer punto ¿x de intersec- 
ción con y; (en la figura, ££ = zh y Eh = 2h) y CN Ya y 7h, los arcos ya 
y ya desde Jos últimos puntos de intersección con s hasta La y €x, 


Lo e a rm o? 


FIG. 19. 


respectivamente. Entonces el arco sh de la circunferencia s y los 
arcos Yx, Aa, ya formarán conjuntamente una curva cerrada de Jor- 
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dan perleneciente al recinto Gr,. De aquí que la parle interior Dr 
a esta curva pertenece a Gn,. Cada circunforencia |2— ¿| =p, 


o 


donde p, <p < 1, se corta con Da por un conjunto de arcos, entre 
los cuales al menos uno Á,, p une Jos puntos zp € Yi y Za. p € Ph 

Para convencerse de la existencia do los arcos Á,,, y), Unamos algún 
punto de s, con algún punto de %, mediante un arco de Jordan 7, 
periencciente al recinto D,. a excepción de sus extremos (cesto es 
posible, puesto que la frontera del recinto Da es una curva de Jordan 
y toilos los puntos de una curva de Jordan son alcanzables). Como 


ol punto inicial del arco v, está siluado fuera de la circunferencia 
[z—£¿!l|=pyel punto final está situado en cl interior de la misma, 


el arco 7, se corlará con esta circunferencia; precisamente, se cor- 
tará con sus arcos situados en el recinto D,. Entre cllos pueden haber 
arcos cuyos vxlremos ambos pertenezcan a ya 0 1 Yh. Llamemos a és- 
Los, arcos con extremos homónimos. Cada uno de ellos, junto con el 
arco con los mismos extremos y siluado en y, o on yh, respectiva- 
mente, forma una curva cerrada de Jordan, la cual limita un su- 
brecinto del recinto D,. Evidentemente. < uo pertenece a la clausura 
de tal subrecinto, por lo cual el arco 1, no puede mantenerse cn el 
mismo, pero entrando, éste tiene quo salir de él para continuar luego 
hacia su fin. Señalemos en 7, su primero y último puntos de inter- 
sección con cada arco de la circunferencia con extremos homónimos. 
Los puntos del arco 1, que preceden directamente a] primero o siguen 
dircctamento después del último, pertenecen simuliáncamente a la 
parte exterior a la circunferencia |z — ¿| =p o asu parte interior. 
Si se supone que todos los arcos situados en |z — £ |] =p, pertene- 


cientes a Dy, tienen extremos homónimos, entonces T,, aproxi- 
mándose hacia el primer punto de intersección con esta circunteren- 
cia por fuera de la circunferencia |z — £ | = p, se alejará del último 
punto de intersección con la misma, manteniéndose también fuera 


de|z— E | = q. Pero entonces su punto final tienc que estar situado 
fuera de jz — ¿| =p, lo cual es imposible. De aquí se deduce que 
en |]z=Z | =p tiene que existir al menos un arco con cxtremos 


vo homónimos A,,p que se corta con el arco Th 

Designemos con 7, la parte del arco t, desde el último punto de 
su intersección con |[z— ¿| — R hasta el primer punto de inler- 
sección con |z—Z|=p,; entre los subrecintos del recinto D, 
«que forman la intersección del recinto PD, con el anillo circular p, < 


<|z=-i¿|<HR, designemos con D, aquel que contiene el arco 
% (u excepción do sus extromos). Evidentemente, los arcos Ax, p 


que se cortan con el arco 1, se cortan también con el arco 1; y. por 
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consiguiente, pertenccen a D,. Observando que 


Ín, (Za, p) A th, p€ 0. y Ín, (Zr, 1) "4, p € 4. 
obienemos: 


7h, h 
0O<a<|wk, p—tk, p] =| ¡ Fr, (2) dal< j fs, E pet) | p de, 
zh, 1) B.p 


de donde, en virtud de la desigualdad de Buniakovski-Schwarz 


a? < ¡ ón (5 petd) |2 p? de í dy < 21 | ln, 6 peto) |2 p3 de . 


Sp Ma, p Br, 0 
Multiplicando ambos miembros de la última desigualdad por > 
e integrando desde pa, hasta RE, obtendremos: 
R 
02 1n E <a | edo ' fm, (6 * peo) [+40 < 
P Pr Añ,p 


| | |fn, (6 + pet0) [2 p dp d8. 
Da 


¡ | |fn, Gpe?) |? p de de 


Da 


Pero 


es el área de la imagen del recínto Dj en la transformación 
w= fa, (2) y, por consiguiente, no es superior a 1. Resulta la 
desigualdad 


a* In E <2ar, 
Y 


lo cual es imposible, debido a que p, —> 0 para h—= 00. Do aquí 
se deduce que es justa la afirmación de la equicontinuidad de las 
funciones f, (2) en el dominio G. 

Islijamos para un € > 0 arbilrario un número Ó (e) > (0 de nodo 
que se cumplan las desigualdados 


SS: 


para cualquier par de puntos z” y 2” del dominio G que satisfagan 
a la condición | 2" — 2” | < 8 (+). Supongamos ahora que el domi- 
nio g < G es tal que cada punto de € dista de g no más que 6 (e). 


Para construir g, hallemos un y (e) tal que para |wW —w” |< 
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<nít9(lu1i<t, [wW]<4) se cumpla la desigualdad 
[77 (0) —f* (w")] <6 (e), 


y tomemos por g la precimagen del círculo |w|<41-—wn(e) en Ja 


transformación tlv=f(z). Si a es un punto de GNE y b=f (a), 
entonces el punto 


B==5y 11—n(e)) 


está situado en la circunferencia |w|=1—mn(e) y además 
Ib—fP|<mn(e). Observando que a =f* (B) E g, obtenemos: 
ja—=al|=1f* (b) —f* (B) 1<Ó (e), o sea, la distancia desde 


ol punto a hasta el conjunto g es menor que 6 (e). En virtud de la 
convergencia uniforme de la sucesión (f, (z)) en el conjunto cerrado 
£g, so tiene: 


HO=HWI<h, LEE, n>N(e). 


Si z es cualquier punto de G y £ es un punto de g que diste 
de z menos que ó(e), entonces 


Ml) hO0I<z. VNO-101<+3 
y, por consiguiente, 
(7) — HH (Jl < 2 —F 014140) —fa +1 (0) — fa (2)|<e 
para n >> ÑN (e), con lo cual se termina la demostración del teorema. 


4.2, Teorema. Sea G la parte interior de una curva cerrada 
de Jordan YT y sea F (2) una función continua en G y analítica en el 
recinto G. Entonces para cualquier e >ÓÚ se puede señalar un poli- 
nomio P (2) tal, que 


Fi3—P()|<e, 766. 


Deomostración. Transfto'memos conformemente el recin- 
to G en el círculo |w|-<d4 mediante una función w =f (2) que 
satisfaga a las condiciones: Í (zp) = U y f' (zp) > 0. Como la función 
¿== f7? (w) cs continua en el círculo cerrado | w |] < 1 (definiéndola 
de un modo adecuado en los puntos de la cicunferencia unidad). 
la función £* (w) = F [f? (w)l también lo os en el mismo círculo 
cerrado. Además, ésta es analítica en el circulo unidad. Sea £ un 
número positivo arbitrario, entonces, como la función F* (z) es con- 
tinua unilormemente, se tiene: 


E (60) — Pre) ZE si r>p(e). 
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Por otra parle, debido a la convergencia uniformo de la serie 
de 'laylor de la función F*(w) en el interior del círculo unidad, 
resulta: 


l FO 
1 1p (€) 019] — > - A to (e emo |< 4 


para n2N (e) y U0<0<« 21. 
y 
Haciendo e? -yw y Ha [p (e) = az, tendremos: 


N(€) 


F*(m-— > ano <> 
6 


para todos los puntos 1 situados cn la circunferencia unidad. 
Volviendo al recinto (G; mediante la translormación conforme 
2 = f"* (w), ovblenemos: 
N(8) 


FO Y altar |<; 
0 


en todos los puntos z de la frontera P del recinto G. 
ln virtud del principio del módulo máximo, esta dusigualdad 


también se cumple on cl interior de G. No queda más que demostrar 
N (e) 


que la función » an [f (291% puede aproximarse en el dominio G 


mcdiante politomios con una exactitud arbitraria. Aquí nos basa- 
remos en el teorema del ap. 4.4 y cn el teorema de Runge (t. 1, 
ap. 2.3, cap. cuarto). Ante todo, construyamos una sucesión decre- 
ciente de recintos 


(Ca):GC Gr CG Gn (rn=1,2,...) 


convergente hacia E como a su núcleo. Consideremos para cual- 
quier número natural 2 el conjunto G;, de todos los puntos del plano 


¿ R _ de” de . 
cuyas distancias husta E son menores que y - Evidentemente, éste 


cs un conjunto abierto y conexo, es decir, es un recinto, y además, 
G < 6». 

Fóntre los recintos que son complementarios a Gr», uno de ellos 
Gn, contiene al punto del infinito, y los demás son acotados; sus 
fronteras forman ua parte de la frontera del recinto G,. Agreguemos 
a Gp todos los puntos de los recintos complementarios acolados 
y todos los puntos fronbera del recinto Gr, a excepción de los puntos 
frontera del recinto Gr, .,.. 
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131 recinto obtenido G, < Gp será simplemente conexo, pues su 
frontera coincide con la frontera de Gn, la cual es un continno. 
Evidentemente, la sucesión de recintos (y, Go, ..., Ep, . +. satis- 
face a las condiciones: 


Gac Cas = Ci E Gn (n == 14,2 a o 


Como G TG, (an =1, 2 .), el recinto G está conlenido en 
el núcleo de la sucesión (Ga E Pero ningún punto 2 que sea exterior 
a G puede pertenecer al núcleo indicado. Jín efecto, unamos 2” con 
e] punto oo mediante un arco y situado en el exterior del recinto G. 


: : = 4 
Si p >> 0 es la distancia entre y y G, entonces para n Si este arco 


estará contenido en el recinto Ga, o y, por consiguiente, no pertene- 
cerá a Gn. Por ello, el punto z' no pertenece al núcleo de la sucesión 
(G,). Por lo tanto, G coincide con este núcleo. Como un razona- 
miento análogo es aplicable a cualquier sucesión parcial (G,,), 
resulta que (G,) converge hacia G* como hacia el núcleo. 
Designemos con w = f, (z) la función que translurma ed 
monte G, cn un círculo y satisface a las condiciones: f, (20) : 
Ín (20) > 0. En virtud del ap. 4.1, la sucesión (f, (z)) converge uni- 


formemente hacia f (2) en el dominio G. Aplicando el teorema de 
Itunge, construyamos para cada n un polinomio p, (2) que satisfaga 
a la condición: 


pt l< >, 166 


(aquí nos basamos en el hecho de quo f, (2) es una [unción analílica 
en el recinto simplemento conexo G,, el cual contiene a G). Evi- 
dentemente, la sucesión (p, (2)) también converge uniformemonte 


hacia f (z) en el dominio G y, por consiguiente, también la sucesión 
e N(e.) 


12 a, Ip, (2)1* converge uniformemente hacia Z aa 1/(2)1". Tome- 


ins y (e) de modo que para n >v (€) y todos los 2 € G se cumpla 
la relación 
Ni2) N(e) 


| 2 Uh [f (2)"— >) En (On (2)] h <z <> 
k=) 
NE) 
Entouces, designando con P (2) el polinomio Y ar[pve (E)]. ten- 
h=v 


dremos: 
(Pm i<e 266, 


con lo cual se termina la demostración 


58 4. APRUOXIMACION UNIFORMS pbOoñ POLINOMIOS 10% 


Como aplicación del teorema obtenido, deduzcamos el teorema 
integral do Cauchy en la siguiente forma generalizada: 


Teoroma integral goneralizado. Sea G ln 
parte interior de una curva cerrada rectificuble de Jordan Y y sea F (2) 
una función continua en G y analitica en G. Entonces 


| F (2) dz =0. 
? 
Demostración. Sea e un número positivo arbibrariv y sea L 


la longitud de la curva JP. Según el teorema anterior, existe um» 
polinomio ¿/ (2) tal, que 


IMP |<+, 2€6. 


Por lo tanto, 


| j P (a) d2|=| j (P()—P (1d |< L=e, 
r r 
y como e es arbitrariamente pequeño, resulta: 


¡ Flo d:=0, 
Í 
como se quería demostrar. 


Corolario. En las mismas condiciones, se verifica la fórmula 
integral de Cauchy 


[Ez 


La demostración es iguaj que en el ap. 3.1, cap. tercero (t. 1). 
El teorema fundamental de este apartado es solamente un caso 
particular del siguiente teorema general: 


Teorcma de M. V. Kéldish. Lara que toda función 
continua en un dominio G y analítica en el interior de G. pueda apra- 
zimarse en C. mediante polinomios con una exactitud arbitraria, es 
necesario y suficiente que el complemento de G esté compuesto de un solo 
recinto Go que contenga al punto co *). 


Claro, a este enunciado satisfacen todos los recintos que estár 
limitados por curvas de Jordan, pero no sólo cltos. En Ja fig. 16 
está representado un recinto cuya frontera no es una curva de Jor- 


*) M.V. Kéldish, Determinación de las funciones de variable compleja 
por series de polinomios en los dominios (M. B. Kca3 pub, Onpejcienno 
Hyruriis KOMINMIEKCHOTO MOPpemeniorO Pajama NOJIRNHHOMOB E YAMKINYTAIX 06:10 
CTAN, MatevmatrigecunH cóopsamk, T. 16 (58), erp. 249—258 (11143). 
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dan y para el cual, sin embargo, se cumplen las condiciones del 
tcorema. 

La necesidad de la condición del teorema es casi evidente. En 
«feclo, si ésta no se cumple, entonces existe un recinto G, contiguo 
os y 
con G y distinto de (rw. Sea zp € G1, enlonces 7 0s conlinua 
«n G y analítica en el interior de G. Si existe una sucesión de poli- 

P ; ; 1 pa 
momíos (2, (2)) que converge uniformemente hacia —— cn G, 
entonces ésta converge uniformemente en la frontera del recinto 
io (la cual pertenece a la frontera del recinto G) y, por consiguiente, 
converge uniformemente en todo el complemento de Guo —el cual 


representa un conjunto abierto que conticne a G y G¿— hacia una 
función localmente analítica Y) (z). Como esta función coincide con 


1 á 5 : oda E 
== los puntos del recinto G, ella tiene que coincidir también 


con cesta última función en los puntos del recinto G,, lo cual, sin 
embargo, contradice a la analiticidad de Y (2). La demostración 
«le que la condición del teorema es suficiente se basa en un Leorcma 
ule M. A. Lavréntiev, cuyo enunciado se expone en el siguiente 
apartado. 

4.3. Sea T una curva cerrada de Jordan y sea q (2) una función 
«continua, definida en TD. Trausformemos conformemente el interior 
do Y en el interior del círculo unidad mediante una fuución w = f (Z). 
Como 3 =f? (w) es una [unción continua para [w]|<dt, q (2 se 
¿rausforma en la función q* (w) = p If (o), la cual es uniforme 
y continua en la circunferencia unidad. IEscribamos q* (w) en la forma 

ee) (070) == (0) + ¿x.(0), 
«donde y (0) y y (9) son funciones continuas de U de periodo 2x1 que 
toman valores reales. Según el conocido Leorema *) del análisis, 
para cualquior e :> 0 se pueden indicar unos polinomios trigono- 


métricos t (0) y a (0) tales, que para lodos los valores de O se cumplen 
las dosigualdados: 


M0) (0 1<Z y 12(0)—0(0)|<F. 


Introduciendo, en caso de necesidad. coeficientes nulos, se pueden 
escribir 1(0) y 6(0) en forma de polinomios de un mismo grado: 
NY N 


T (0) = 4 + > (a, cos 20 -- by sen nO) = DA Op end, 
1 S 
NÑ N 

g (0) = Cy + y (c, COS ng +- d, sen 10) = y Bnet"o, 
' AÑ 


2) Esto mismo teorema se demostrará más adelante (ap. 1.5, cap. sexto) de 
vtro mudo, que no depende de los resultados de este capítulo. 
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Sustiluyendo cil por w, obtenemos: 
v 
6” (w) E Ss Pulp" | < y , 
—N 
o bien, volviendo al plano Z mediante la transformación 1w=f (2), 
resul La: 


[1 (0) + ¿7 (0) — [7 (0) + ¿0 (0)]| = 


o 
rm tRti<z.  2Er. 
<N 


Según el teorema del ap. 4.2, Í (2) se puede sustiluir en P por un 
polinomio P (2) con una exactitud arbitraria. Como |f (73 |=1=>X+0 
en TF, se puede utilizar un polinomio que no se anule en J; resulta 


una función racional Ri (2) = 2: Yn [P (2))” que no tiene polos en T 


y gatisface a la desigualdad 
3 Se 
lp()—R()I<ZE  2ETr. 


Evidentemente, se puede indicar un recinto biconexo (de forma 
de anillo) D que contenga a F' y no contenga ningún polo de la fun- 
ción A (2). Si z¿ es un punto cualquiera del interior a , podemos 
exigir también que z, csté contenido en el recinto limitado por el 
contorno interior del recinto D. Por ello, según el teorema dol ap. 2.3, 
cap. cuarto (t. 1), E (2) puode aproximarse con una exactitud hasta 


de S por utra función racional £' (2), cuyos polos scan z, y 00; esla 
Junción tiene la forma 
y 
T (2) = 2 An (2 — 2p)”- 
Resulta: 
ln(3—7(D|<e, ZE Tr. 

Queda demostrado el siguiente teorema: 

Teorema 1. Si q (z) es una función continua en una curva 


cerrada de Jordan U y 2, es un punto interior a T, entonces para cual- 


quier e >0 se puede construir una función racional T (z)= 
v 


= Y An (2 —2,)", que en todos los puntos de la curva Y satisfaga a la 
—v 
relación 
¡p()—7(7|<es. 
Para cualquier arco y < T, cuyo punto inicial no coincida con 
el final, en virtud del teorema de Runge, se puede construir un poli- 
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u 
. a 
nomio $ (2) = > B,z” tal, que en todos los puntos del arco y se 
) 


cumpla la desigualdad 
[7 (2)—S (2) |<e. 


Resulta la siguiente proposición: 

Teorema 2. Si q (2) es una función continua en una curva 
cerrada de Jordan T, entonces para cualquier arco y E T, cuyo punto 
inicial no coincida con el final, y para cualquier e :>Ú, se puede cons- 


truir un polinomio S (2) = Da B,z" que satisfaga en todos los puntos 


del arco y a la relación 
4 (3—S()|<e. 


Jin esta proposición es esencial que y no es una curva cerrada. 
Precisando, la función q (2), siendo conlinua en la curva cerrada de 
Jordan T, tiene que satisfacer también a unas condiciones necesa- 
rias para que sela pueda aproximar con la exactitud deseada median- 
te polinomios. Señalemos tales condiciones en cl caso cn que U 
sea una curva cerrada rectificable de Jordan. 

Supongamos que q (2) es una función continua on DT y que 

p (2) =limS, (2), 
Tt—+00 
donde (S, (2)) es una sucesión de polinomios uniformemente con- 
vergente en P'. Iintonces, evidentemente, tendremos: 


| q (2) dz lim [Sn (2) ez — 0. 
13 


N.32 GS 


Esta es una condición necesaria, Pero siempre se pueden deducir 
también obras; fijando un número natural arbitrario m, obtenemos: 


4 (2) 2=lim Sn (2) 3", 
R—00 


de donde 


5] 


dsc (m-.1,2, ...). 


Una función continua arbitraria no salisface n todas estas con- 
diciones. 

El teorema 2 de este apartado generaliza el conocido Leorema de 
Weierstrass y, a 8u vez, reprosenta solamente un caso muy especial 
del siguiente teorema genoral: 

Teorema de M.A.hLavréntiey. Para que toda fun- 


ción q (z), continua en un continuo K, pueda aproximarse en K median- 
te polinomios con una ezaclitud arbitraria, es necesario y suficiente 
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que este continuo esté acotado, carezca de puntos interiores (es decir, sea 
un continuo lineat) y que su complemento sea conexo (es decir, que el 
continuo no divida el plano en unos cuantos recintos distintos) *). 


Un arco no cerrado de Jordan y representa el ejemplo más sen- 
cillo de continuo que satisface a Jas condiciones del teorema. La 
necesidad de estas condiciones es casi evidente. ln ofecto, si K 
posee puntos interiores, entonces el límite de una sucesión de poli- 
nomios uniformemenle convergente on XK, tiene que ser una función 
analítica en un enborno de cada uno de ellos; por consiguiente, una 
función continua que no sea analítica en ningún punto (por ejemplo, 
p (2) = 2) no puede ser aproximada mediante polinomios en K 
con una exactitud arbitraria. Supongamos abora que cl continuo 
acotado XK carece de puntos interiores, pero divide al plano. Jísto 


significa que entre los recintos contiguos con X existe al menos un 
E A 1 
recinto acotado . Jividentemente, q (2) = ni donde z.€z, 


os una función continua en K. Si existe una sucesión de polinomios 


que converge uniformemente en K hacia == , entonces  osta 
sucesión es imiformemente convergente en la frontera del recinto g 
(perteneciente a K) y, por consiguiento, es uniformemente conver- 
gente en el dominio g. Por esta razón, el límite de la sucesión os unn 
función y (2). que es continua en g, analítica en el interior de g 
y coincide con 


Y (2) — —— tiene un polo simple en el punto z =Z,€ £ y se 
anula en la frontera del recinto g. Por consiguiente, 


1) = (20) [v(1— 3] = (62) v()1 


“— 

es una función continua en g, analítica en el interior de £, la cual 
se anula en la frontera del recinto g. Jín virtud del principio del 
módulo máximo, tendremos que tener: y (2) =0, lo cual es impo- 
sible, puesto que y (2) = —1. 

De la contradicción oblenida se deduce que las condiciones del 
teorema de M, A. JLavréntiev son, verdaderamente, necesarias. 

4.4. S. N. Merguelián demostró en cl año 1931 el teorema más 
general sobre la aproximación uniforme de las funciones de variable 


en la frontera del recinto g. De aquí que 


*M. Lavrónticv. En relación a la teoria do los transformaciones 
conformes (M. .TabpenTbeB, K Teopair  Kompopmumx  OTOÓparscernit. 
Tpyamb PIUHIRO-MATCMATRUCCKOTO HHCTATVTA Hs. B. A. Crekaoba. OTAOI MATe- 
maruucernb, V. Hasanne AH COCCP, ¿Temsmrpar, 1934 r., crp. 159—245). 
daz páginas 218-245 istán dedicadas al teorema enunciado aquí. 
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compleja mediante polinomios, que contiene los resultados de 
M. A. Lavréntiev y M. V. Kéldish como casos particulares. 

Teorema de S. N. Meorguclián. Sea E un conjunto 
cerrado y acotado, cuyo complemento G respecto del plano complejo sea. 
conexo, y sea f (2) una función continua en E y localmente analitica 
en el conjunto O de todos los puntos interiores de E. Entonces, para 
cualquier € > 0 existe un polinomio P (2) tal, que en todos los puntos 
de E se verifica la desigualdad: 


[$ (3) —P (2) | < to. 


Es obvio, que si el conjunto O cs vacío y E es conexo, resulta el 
teorema de Lavrénbiev. y si O es conexo (O es un rocinto) y £ coin- 
cide con O, resulta el teorema de Kéldish. 

Demostremos primero tres lemas *): 


Lema 41. Supongamos que un recinto d. limitado por una curva 
de Jordan y, está contenido en el circulo | z | < 46 y su diámetro es 
mayor que 6 (0<56=<i). Designemos con z = A (w) = aw 4- b— 
+ ajwt+aywut+... una función que transforme conformemente 
el recinto | w 1! > 46 en la parte exterior a y, de modo que 4 (00) = oo, 
y seu w == y (2) la función inversa. Entonces se cumplen las siguientes 
relaciones: 

2) I2|< ] up (2) | en el exterior de y; 


Í 
Dri <lel<it; 


c) [b|<88); 
1 410? 


4 á 
d) 2 <T3Y e Iz | > 106; 


ay (2) 
aquí A es una constante absoluta. 
“oz , A (0 b a 
Demostración. Obsérvese que +2 — a Tr + 


es una función analítica en el recinto |: | > 46, y regular en el 
punto w = oo, donde su valor es igual a a. Además, es continua en 
la circunferencia |w | 46 (teorema 2, ap. 3.6) y toma en ústa 
valores que son en valor absoluto menores que 1 (2 (w) E y, si |u ] = 
== 46), Aplicando a ella el principio del módulo máximo, obtenemos: 
A(u)] _ ; a 

AS, si 4 <|w], o sea, Jz] <]|p(z) | en el exte- 
rior de y; además, [a |<. 


%) Además del artículo de S. N. Merguclián « Aproximaciones uni- 
foraneos de las funciones de variable compleja » (C. MH. Meprensn, «¿Paguo- 
mMepublo — uNpu6unmacon Dying ROMIACKCHOTO — nHepemoenmoro», —«Ycnexk 
MAaTeMaTHaeckKHx tmoyK», T. VIT, neo. 2(48), 1952, ra. E, erp. 32—55), utiliza- 
mos la exposición contenida en el libro de J. L. Walsh aInterpolation 
and ADOOS by rational functions in the complex domain», Amer. Math. 
UC... : 96 , 
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Paca hallar una cola iuferior de | a |, observemos que d Liene 
que contener un par de puntos z, y Za tal, que | z,—z2 | =8. Median- 
te una traslación y una rotación del plano z se puede llovar uno 
de ellos al punto z = (O y el otro al punto z = 6. Claro, con esto 
pueden alterarse los coeficientes de z = A (1), pero el módulo dal 
cocficiente a se conserva. Apliquemos ahora la transtormación 

4a0 
EE 


auxiliar: £ . Como resultado de esto, y se transformará en 


una curva de Jordan T y el exterior de y en la parle interior A de la 
enrva T; además, el punto t = 4a, que es la imagen del punto z — 6, 


AÑ 


no perteneccrá a A. isfectuemos también la transformación == 


y 
entonces el recinto | w | > 465 so transtormará en el círculo unidad: 
[s1<1. Z 
Como la función 
4ub 420 


=sSs-bhisi+... 


transforma conformemente el circulo unidad on la parte interior 
a la curva FP, según el teorema 3, ap 2.4 del presente capílulo, liene 


que ser 4 | a >>, o sea la] >: Asf, pues, quedan demostra- 
das las relaciones a) y b). Para demostrar c), obsérvese que para la 
función 
A (w) —«av=b4awit+..., 

siendo regular en el punto w= oo, se cumple la desigualdad 
A (u)—av|<|A (ue) ]+]uj<8ó si Ju|=46. 
En virtud del principio del módulo máximo, se ticne: 

[4 (6) —av|<8b si Jw|z4. 


Aplicando las desigualdades de Cauchy para los coeficientes de 
una serie de potencias (con este fin se puede sustiluir w! por s), 
obtenemos: 


[6] <88 
(es decir, la relación cy y luego: 
an | <86.4*o" (n=1, 2, a 


De aquí que 


88 (48) 6482 


[uo] 


si || >84, 


1 
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Macicudo aquí z=74. (w), w= 1 (z) y observando que, según Jo demos- 
trado, |z|<|p (2) |, rosulta: 
6402 
cd A 
y, por consiguionte: 


1 1 |[z—ap (2) —b Ag. 
A L —_ A si [2] > 106, 


donde A es una constante absoluta. 


Lema 2, Sea Ra un subconjunto de puntos de E, cuyas distancias 
hasta G (o sea, hasta Y = EN 0) no sean superiores a 6. Para cada 
punto de Ly € Ry existe un entorno Us: [E — Zo | < po y un poll- 
namio Jo (2) tales que 


3) Mbl—-DI< E lito po 7EL; 


y C4? + 7 
ly) Mo (a—D-= ¿|< + [E—$0l Po» 
|z—£| > 100, ZEÉ. 


Demostración. Sin restringir gencralidad, hagamos Lo = 
== (). Construyamos el círculo K: | z | < 40; su intersección con el 


FIG. 20. 


complemento de E, o sea, con el recinto G, es un conjunto no vacío. 
Sea z, uno de sus puntos, tal que ]z, | = 20. Designemos con g 
aquella de las componentes conexas K |) G que contieno a z,; enton- 
ces en el recinto g existe un punto zs tal, que [z2 | = 36. Unamos 
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Z, y 22 por el interior de g mediante un arco de Jordan 1 y sea y una 
curva cerrada de Jordan, perteneciente a g y que conlenga cn su 
interior an 1 (fig. 20). Aplicaremos el lema 1 a su parte interior d. 

Designemos con 2p, la distancia entre E y d (o sea, entre E y y). 
lntonces cl conjunto Ey de todos los puntos del plano cuyas dis- 
tancias hasta E no son superiores a Pp, será un conjunto acotado 
y cerrado que contiene a E y está situado cn la parte exterior a la 
curva y. En virtud de la definición, cualquier traslación del con- 
junto E en el vector c, |c | < po, no nos sacará de los limitos del 
conjunto E, 

Como w = y (2) transforma la parte exterior a y en el recinto 
w|r>-46 y ja => en los puntos de Ef ge verifica la desi- 
gualdad 


(4.4:1) 


eE) |< min ($ 1-1) 


.. 4 ” e 
A la función aa: siendo analítica en el conjunto acotado y cerrado 


Eo. se la puede aproximar, según el corolario conocido del teorema 
de Runge (t. J, cap. cuarto, ap. 2.3), mediante un polinomio con 
una precisión arbitraria. Sea Qs (2) un polinomio tal, que en todos 
los puntos de La se cumpla la desigualdad 


4 16 4672 


Exo (2) 00 (2) | <min (+; TT? TE (4.4:2) 


donde 4 es la constante de la relación d) del lema 4. Iintonces, 
cn virtud de d) y de las desigualdades (4.4:1), (4.4:2), tendremos: 


[Go (2)| 5: min ($. Hr) 12€ Ba, (4.4:3) 
¿00 |< Er» 2€ Eg y |z|>108. — (4.4:4) 

Enpleemos ahora la identidad 
Et": (4.4:5) 


Como |9|<806 (relación c) del lema 1). para |z|>106 se tiene: 


Ar 
ul < TeJF* 


llo virtud de (4.4:3) y (4.4:4), para ZE £, y ea 
| + 100tar|<s (7 +101) | 45 


8— 12:54 


—Qo(2)|< ¿o - 
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Por ello, para sE Ly y |z|>100 (on virtud de (4.4:5)): 
1 a 1 
| EQ (2) —D 100 (231%) | «<| 00 (2 
b 9 pa C6 
00 +] |< hp 
Hagamos, finalmente, Y, (2) =)b [Qo (231? —Q, (2), entonces 
MD I< +. EE 


+ 


S 


A (52 - 
[Vo (2) <[T* 2€ Es y [2] > 105, 

o bien, recordando que el punto lo desempeñaba el papel del origen 
de coordenadas, sustiluyondo 2 por z—£É¿ y limitando los valores 
de € por el enlorno U,, resulta: 


ME-p1<Z, ZE E, |¿—to|< po, (4.46) 
Ma) |< 5. 1€E, 12-51>100, 
15—£o | =: Po- (4.4:7) 


El lema 2 queda demostrado, 


hema 3. Supongamos que la función f (2), satisfaciendo a las 
cundiciones de Merguelián, se ha prolongado como una función continua 
a todo el plano complejo. Sea |2] < Ho (tp > 1) un circulo con- 
tenido en E, y sea uy (6) el módulo de continuidad de [ (2) en este cir- 
ento *). 


Hagamos: 
P 3 A y 
O nz ? U<r-ó, 
0 » r> ó; 
dl [O Ks (|5—21)dédn, ¿=8E ¡- im, 2=2 PE. 
IE] < 2H 


Entonces se cumplen las relaciones: 


2) Se llama módulo de continuidad «w ($) de una función f (2) on un conjun- 


to f 
w (0) = Sup iz) —f( |. 


2, 2"EF,|2-2"[<08 


Evidentemente, 0 (8) +0 para 8 >0 cuando, y sólo cuando f (2) es unifor- 
memento conlinna en f. 
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a) Og(2)=f (2) en todos los puntos de Oj =ENX Rg, o sea, en 
todos los puntos de EE que distan de G más que 6; 


h) [De(3—f()|<Ó, —2€£; 
óW 20 (0) 
e) 97 |<. 


Demostración. ln virtud de la dofinición de K (r), en 
cada punto Z€ Oy, se tiene: 


21 $ 


(Dn (2) = | | (1 —+<) e -f (2+re0) r dr d8, donde [ =ret0. 
Ú 


Escribamos esta fórmnla en la forma: 
277 


Ds (2) =$ [ 116+ ret0) de] (r—2) dr. 


Debido a la analiticidad local de f (2) en Qu, se tiene: 
27 
p f (z ]- rei8) d0 = 23f (2) 
Ú 


(propiedad de la media aritmética). Por esta razón 


(Da (2) = f (2). (4.4:8) 
Apliquemos Ja fórmula (4.4:8), en particular, al caso 
1(2)=1; 
resulta: 
VÍ K(é—21) 06d 4. (4.4:9) 


1 5 | «" ¿Ra 
De aquí que 


1o—os(2l=| | 1) —101K (31) ddr] < 


18 1<'2Ro 
<w (8) y K (|£—2|) de dy=0 (e). (4.4:10) 
IE) <“2Ro 
De (4.4:9) se deduce ahora que 
Y Ki(li—al)dédn= ff Ki(l5—=|)dtdy=0 


1 1<“2Hto 11 <2Ro 
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y, 'por consiguiente: 


- ODA Y 
Ox +15 )= 


0D, (2) | 9D, 
02 


EA 
=> 11 HON (1621) +iK, (]5—2/)1 di dy= 
If [< 2Ro 


= | 1UO—-HOHMK(6—21)+¿K, (152114 dn. 


16 (<'2Ro 
Por lo tanto 
RO l<z S| VMO 91 0t=2101+ 


It [<“2Ra 


ó 
+14, (16=z 1d d<28B $ [11X:(91+1K5 (0) |) r dr d0= 
Ú 


A 


__ 301(0) 
— 261 


21. 5 
> $ $ (100504 sen0])rardo= 2 <2M 20. (4.4:11) 
vu 4 


El lema 3 queda demostrado. 

Veamos ahora la demostración del tcorema de Merguelián. 

El primer paso para la demostración consiste en prolongar f (2) 
conservando la continuidad en todo el plano*) y en aproximarla 
mediante las funciones Dj (2) del lema 3. 

La ventaja que ticne Ds (2) anle f (2) consiste en que ella es una 
función con derivadas parciales continuas de primer orden, cuya 
derivada formal se acota según la fórmula (4.4:11). Además (Ds (2) 
coincide con f (z) en el conjunto Os, donde f (z) es localmente analí- 
tica. Por lo tanto, el problema queda reducido a la aproximación 
de la función D, (z) mediante polinomios. El siguiente paso va a con- 
sistic cn representar Ds (2) por la fórmula que genoraliza la fórmula 
integral de Cauchy al caso de funciones no analíticas (t. 1, cap. ter- 
cero, ap. 3.5). Recordemos que esta fórmula se dedujo para un recin- 
to A limitado por un número finito de curvas de Jordan lisas a tro- 
708 (curvas clementales) P' (el contorno exterior), yy, . . ., Pn (los 
contornos interiores), y para una función F (2) que sea continua 


y tenga derivadas parciales continuas de primer orden en A. Esta 


*) Véase, por ejemplo, P. S. Alexáúnudro yv, Introducción a la teoría 
goneral de Jos conjuntos y de las funciones (NM. C. AxnercanAapor, Basc- 
Aene B OSMIY'O TCOPniO MROXKECTS 1 Pym, M.—«l., 1948, crp. 284—287). 
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tiene la forma: 


1 PIDd 1 P (€) dE 
1 


O 2n1 3 
r y 
E a mn 
T y oí ¿—2 dE dn, ZE 4. (4.4:12) 


Es obvio que esta fórmula reduce el problema de la aproximación 
de F (z) mediante polinomios al problema correspondiente para el 


núcleo de Cauchy: 


—7 - Precisamente aquí emplearemos el lema 2. 
Pero primero se debe construir de un modo racional el recinto Á. 
Obsérvese que para la validez do la fórmula (4.4:12) no es esencial 
la conexión de A. La fórmula sigue siendo válida también cuando A 
representa la unión de unos cuantos recintos sin puntos comunes 
dos a dos. 

Para obtener el conjunto abierto, al cual aplicaremos la fórmula 
(4,4:12), examinemos el lema 2. En este último, para cada punto 
lo € Rs = EMOS se había construido un eutorno Up: |¿— a |< 
< Po, que figura en la tesis del lema. Jlijamos un sistema finito 
de tales entornos Y y: |2—2¿| <p, j=14, 2, ..., m, que cubran 
todo el conjunto Ex 04 y formemos €l conjunto cerrado 
EUC,U-...U Un. Evidontemente, éste es la clausura de cierto 
conjunto abierto D¿ que contiene a £; su frontera £jy está formada 
por un número finito de arcos de circunferencias. AJ conjunto D, 
y a la función Da (2) aplicaremos la fórmula (4,4:12). Pero Ja suma 
de todas las integrales de tipo Cauchy que figuran en el segundo 
miembro de la fórimula la escribiremos convencionalmente en forma 
de una integral, extendida a £¿. Obtendremos: 

_A (Ou 4 Dt 
Vta) =>2 3 1 => +51! =p Bd 
4 Dg 
Obsérvesc ahora que en los puntos de Oy la función Te (E) = f (E) 
es analítica y, por consiguiente, en estos puntos se anula la 


derivada formal Era (t. 1, cap. 2, ap. 1.3). Por esta razón, 
k 


Ss 


_ 4 y (Dd 1 ID (Y) 1 
6 D¿ NO, 
La suma de las integrales de tipo Cauchy £, (2) = 5 | a 
Le 


es una función localmente analítica en el conjunto cerrado y acolado 
E, cuyo complemento es conexo. Por consiguiente, existe un poli- 
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nomio P, (2) tal que 


f, (2) —P, (2) | < 6 (0), ZE E. (4.4:13) 
Para la aproximación de la integral 
OD 1 
niao=- 1] Ed 
D¿NOp 


mediante un polinomio; apliquemos el lema 2. Según la conslruc- 
m 
ción, el conjunto Dj Os está contenido en U Uj,. Según el le- 


j=1 
ma 2, a cada entorno Ujy: |¿ — ¿|< py, le corresponde su poli- 
nomio Il, (2) que satisínce a las condiciones n) y b) de este lema. 
Jividontemente, para un punto ¿ED¿ A Oj, perteneciente a unos 
cuantos entornos Es A iy» eN las relaciones a) y b) se puede 
utilizar cualquiera de dos polinomios IIy, (2), . . .. M;, (2). Para 
que la elección seca unívoca, a tal punto pondremos en correspon- 
dencia el polinomio de menor subíndico ¿¡ (£), el cual designarermos 
con la notación Il; (z). Así, pues, 


N N 
Il; (2) = Mig, (2) y UM; (2 E) = > A Mi (5 2" = > C,, (5) 2". 
0 n=U0 


Los coeficiontes C, (£) son Juuciones continuas a trozos (o incluso 
analiticas a trozos) en DM Os. 
Definamos el polinomio 
1 UD y 
Pua=== 7 || Ig dean. 
0 

DIN O 

En virtud de la relación e) del lema 3, en el conjunto E se tiene 
1 1 ¿0 
Lot 51 [(Me-0-;5] 5 50n|< 
Os 


DIN 


«LA 5S [ma—-0-35 | dean. 


$3 
D¿ DyN 04 
En la parte M, del conjunto V¿ 05. perteneciente al círculo 
K:|t-—2|< 106, untilizamos para 1; (¿ —£) =Mjz) (2 —5) la acota- 
ción a) del lema 2. Oblenemos: 
1 6 Í e 
22 [ruta plz |e< 
1 


Por 
Y e 
M 


<4 2012 2 (108)? +- 20-105] = Bo (8). 
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En la parto M4, del conjunto Ds N0s, situada fucra del círculo A, 
utilizamos la acotación b) del mismo lema. Resulta: 


La w 18) JS pr (hh Bd<-de(o) | =p =p Bin < 


212 Ro 


<? — 80 ($) ¡ | F¿rd0<Cio(b). 
6 16 
Así, puos, en el conjinto 1:: 
[72 (2) — Pa (2)] < (8, Ci) o (6). (4.4:14) 


Huciendo P,(2) | Pal) = P(2) y confrontando las relaciones 
(4.4:10), (4.4:13) y (4.4:14), obtenomos: 


|lf(3—P(3|<1(8B, | €, F2) 0 (6) = Apo (0), 2€ E, (4.4:15) 


donde A, es una constante absoluta. No queda más que elegir 0 tan 
ed para que Apo (0) se haga menor que el número e dado. 

. Sea K un continuo acotado que contenga más de un punto, 
y Eon Evo . aquol recinto, eutre los contiguos con él, que contiene al 
punto z = co. Este es un recinto simplemente conexo del plano am- 
pliado cuya frontera o es una parte del continuo X. Transformemos 
conformemente (Gen la parte exterior de un circulo con el centro 
en el punto w = U mediante una función w = 0 (2). Jóxigiremos que 
se cumplan las dos condicionos siguientes: 


D(0o0)=0 y lim EA 


las cuales determinan a YD (z) de un modo unívoco. 
Las condiciones señaladas verdaderamente pueden ser satisfechas. 
Con este fin, efectuemos primero la transformación del recinto Go 


. 1 
en un recinto G, mediante la función FTE ¿24€ K, según Ja 


cual el punto oo irá al origen de coordenadas; hagamos luego la trans- 
formación w, = p (z,) del recinto G, en un círculo con el centro 
en el origen de coordenadas, de modo que sea q (0) = 0 y y” (0) =1, 


cs decir, Jim Lt, y, finalmente, hagamos la trauslormación 
21>0 “1 


1 , . . q e 
==, Sogún la cual la parte interior del círculo se transformará 
1 


en la parte exterior de cierto círculo: | w | > p >> 0. Fácilmento 
se observa que la transformación resultante 


=0 (2) => 
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satisface a las condiciones impuestas. En efocto, 


._ 0() ; 1 z 
(D (20) = lim == = ——_7—L=d. 
Y pen 3 Ann zu tt 1 
Do aquí se deduce que, en un entorno del punto del infinito, la 
función D(z) admite el siguiento desarrollo de Laurent: 


D()=2400+Ét+..., 


y la función [(D(z)]” (n os un número entoro no negativo) un 


desarrollo de la forma: 
( a” 
(Did =2"*+ 027 a —ñ—h.... 
Los polinomios 
(Da (2) ES gr 4- a ql + .n... -|- af”, 
que reprosentan el conjunto de los tórminos con potencias no nega- 
tivas de z on los desarrollos de Laurent de las funcionas [DP (2)1", 
se llaman polinomios de Faber, engendrados por el 
continuo K (ahreviadamente, polinomios de Faber para XK). Fvi 
dentemonte, 
(Do (z) +: 1, (D, (2) =7-- Ao, Ds (2) = 2? ! 2092 | a -—2a.,,... 
¡om plos: 
1) K es un círculo |z — Zo | < Py. in esle caso w =D (2) = 
= 2 — Zn, y, por consiguiente, WM, (2) -= (2 — 2p)”. 
2) K es la parto intorior cerrada de una lemniscata de h focos: 
[2 Apu. An |< Bo: 


Como facilmente puedo convencerse el lector, aquí 
1 


Díz)= (1 “et... cs 
1 


A Kk 
(para la función multiforme (1 «/- a heos..: Le) se toma la 
z 


cama que es igual a 4 en el punto z-==00). Por lo tanto, 
[DO (AA o, sel Ap)" a UA AE E 
y, pot consiguiente, 
Der (2) =(2 + Ayuz 4... + Ag)". 


uo particular, para |n Jemniscala de dos focos |z*—1;¡<, 1, 
se biene: 


CIJ ao 
1] 


(WD (3) — 3 (1 —2"?) 


$ 4. POLINOMIOS DE FAB Y TEOREMA UE S. BERNSTEIN 121 


Aquí 
do (2) 1, 0,()=2, 0,()=2%—1, 0, ()=2=2H2, 
Dd, ()==224 1, 0,()= 83842, o. 


3) K es el segmento del eje real: —1<zx< +41. Aquí w = 
= () ()=>+ (+ Vz—1) transforma K en el recinto | | > 
(se toma la rama de V 22 —1 que satisface a la condición Y — 1 
para a 00). Evidentemente, cl desarrollo de Lavrent de la fun- 
ción ¿10 (2) A+ (Y 21) en un entorno del punto Z=-oo 


no contiene potencias no negativas de z. Por ello, los conjuntos 
de potencias no negativas de z en los desarrollos de 


[9 y (07 0 ("=> 
= [lr Va=0]+[3 0121) 


son iguales. Pero la última función es un polinomio de grado », 
de donde 


dat) le Véa (A 2] (2=0,1,2,...) 
llaciendo Ed 3— cost, oblenemos: 
W,, (cos 1) = 


[(cost | ¿sen d)” j- (cos £— ¿sen t)"] = cos ul. 


1 
7 2-1 


Por lo tanto, 


(D,, (2) == cos (2 Árc cos z) = 7, (2). 


> qu 

Vemos, pues, que cuando (£ es el segmento [—4, 4], Jos poli- 
nomios de aber coinciden con los polinomios clásicos 
de Chébishev de separación mínima del cero en este seg- 
mento. 

Volvamos a examinar el caso general. Si | £ | =J4? es una cir- 
cunferencia cualquiera, dentro de la cual está situado XK, entonces 
para cualquier punto z, | 2 | < R, se tiene: 

1 0(0?—0D 
2 | CU O. (1=0,4,2...). (4.51) 


¿1 — 
li=R 


En efecto, la función que figura bajo el signo integral es analí- 
tica para | ¿ | > R y posee en el punto del infinito un cero de orde 
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0 inforior al segundo (puesto que 10 (£)1" — Y, (£) posee en el 
punto del infinito un cero de orden no inferior al primero). Por esto, 
el residuo de la (unción respecto del punto del infinito es igual a cero 
y la integral también es igual a cero. 

Dc la fórmula (4.5:1) se deduce que 


E: (957 .. 
A (4.5:2) 
[8 1 
Aquí se puede sustituir la circunferencia | E | =4i por cual- 


quier curva cerrada reclificable y que esté situada en el rocinto 
Go y que contenga en su inlerior al punto z. Tomemos por y una 
imagen circular cualquiera Cp, o sea, la preimagen de la 


circunlerencia |w | = /? “> p en la transformación w = 0 (z). Ten- 
diremos: 
A A 1 po Y qrjun 2 
( == rc zz — TS e .e 
(=> | a => y Yij—=z do, — (4.5:3) 


donde Y (w) = DP (w) y z es cualquier punto del interior de Cp 
(en particular, cualquier punto del continuo A). De las fórmulas 
obtenidas se deduce que los polinomios de Faber D, (z) son los 
coeficientes de w-"-! en el desarrollo de Laurent de la función 

0 fur a —Y A) 
Y, (te; 2) El Y" (u)—2z 


en un entorno del punto del infinito (2 está lijado), Como 


2= Y (u) tiene un polo simple en oo y lim 20) Lim $ EN =1, 
UL 2300 


se tiene: 
E) =w0+pr E... Wo =tÉl+.., 


de donde se deduce que la función y (w, 3) (considerada como fun- 
ción de w) posee un cero simple en el punto del infinito. Así, pues, 
para lw|_>d¿ oblenomos un desarrolo uniformemento conver- 
gonto: 


Y mn ES O, (2) 
Y (w—z 2 í 

Vemos que es la función engendradora 
de los polinomios de Faber. 

Designemos con £p: el conjunto de los puntos del recinto Go 
que pertenecen a la parte exterior cerrada de la imagen circular 
Cn», y sea r un número que satisfaga a la desigualdad p <r < RP”. 
Para cualquier punto 2 € Ey» (2 00) y para un /? suficientemente 
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grande, de la fórmula (4.5:3), tendremos: 


0n()=5 Y ELE 10 (01 + 37 | a (4.515) 
¿ 


NE o + 
R Cr 


Para la integral /,= ny obtenemos la cota 


MET 
|L |< 28, le Gál 


donde £, es Ja longitud de C, y Ó, y, es la distancia entre C, 
y Ch. Por lo tanto, 

L 
L= EZ EX a 


O lar, RO), 
donde |, (2; r, RY|I<1, y 
Da (2)=10 ei (rn) E Ey (4.556) 


Eligiendo N(r, RR) de modo que para lodos Jos valores “de 
n>N (r, R') se cumpla Ja desigualdad 


L po 
28, y ; << 70 
y is que |M(2)|>R” en E conjunto Ey», olienemos 
310(21" <| Dr (i<> 196) |”, 2€ Ep», (4.5:7) 


de donde 
lia [0,197 =/0 (2) (4.5:8) 


para cualquier ZE Go y uniformemente en el interior del recinto 
GN 0. 

4.6. Jin este apartado estudiaremos las series de polinomios de 
Faber: 


2 4H Dr (2). (4.6:4) 

0 

Obsérvese, ante todo, que si 
Lin Y ap] “<>; : (4.6:2) 


culonces la serie (4.6:1) es absoluta y uniformemente convergente en 
el interior del recinto limitado por la curva Cho, y os divergente en 
el exterior de la curva Ch,. En efecto, sea p <£I' < Ao; entonces, 
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en virtud de la segunda de las desigualdades (4.5:7), tendremos 
en Ch: 


¡[09 |< HF 0(9P=2R" para n>N(R) 
(> se puede tomar igual a £ La) . Por otra parte, para cual- 
quier e, O<e<H,— HE”, obtenemos: 


1 1 
€ <= Mm. 
Mz +3 


Y [an] < 


para n>N”. Por lo tanto, para n>v.=max(N. NÑ) tendremos 
en Cp (y, por consiguiente, también en el interior de Cp»): 


3 HR! n 
A ro) , 


de donde se deduco la convergencia absoluta y uniforme de la serie 
(4.5:1). 

Si z está situado en el exterior a la curva Cp,, entonces | YD (2 | > 
> ly y, por consiguiente (debido a Jas fórmulas (4.5:8) y (4.6:2)), 
tendremos: 
AAN A 0D (z 


A 


o sca, la serie es divergente. ; 

De la proposición domostrada se deduce que la suma de la serie 
(4.6:1) representa una función analítica en el interior de Cp, (con la 
condición (4.6:2)). Demostremos que es cierta la proposición Inversa: 
toda función f (2) que sea analítica en el interior de Cr, (Lo => 0) 
puede expresarse en este recinto en forma Je una serie de la lorma 
(4.6:1). 

En efecto, para cualquier R, p <NM < Ro, se tiene: 

A A ' 11Y (o)1-e” (0) 
(2) = 2xi ]) [—z” 2ni Y (w)—z eu 


R [tol=R 
(z está situado en el interior de Cy). Sustituyendo Ea por 


su desarrollo (4.5:4), el cual es uniformemente convergente rcs- 
pecto de w en la circunferencia |w]= At, obtenemos: 


1()= Ya 0, (2), (4.6:4") 
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alonde P ; A Ni 

w 2) Dd” (2) de Ñ 
la => ' MA ) opa (4.0:3) 
ju =R R 


Haciendo la notación Mp =max|f(2)|, hallamos: 
Cr 


M . 
| An | <Ú mn 4 (4.6:4) 


de donde 


im Y Tae, 
N-=>00 Hi 
y como R es cualquier número menor que £?,, resulta: 
——n 1 
lin V lan < Te a 
no 0 
Por esta razón, la scrie (4.6:1”) es absoluta y uniformemente con- 
vergente en el interior del recinto limilado por la curva Cry. 
Demostremos que los desarrollos en serie de polinomios de Faber 
poscen la propiedad de unicidad (o identidad). En efecto, suponga- 
mos que las sumas de dos series de la forma (4.6:1) coinciden en el 


interior de Cry fo > p. Entonces, formando la diferencia de estas 
series, obtenemos: 


Y) 00, (2) =0, Tim Y Tan] yy - (4.6:5) 
0 


Pero, para cualquier A”, p <R'*<Rop, para pal y 2 per- 
tencciente a Ep», tendremos en virtud de la fórmula (4.5:0): 


n Japo” 
[DO < 
y, debido a la condición impuesta sobre a,: 
n rr 
[a 1 Pr (2) 1D 07] < q 17 


para n>N”. De aquí se deduce que la serie 
2 an (1D (23 —0, (2)) 


«s uniformemente convergente en el conjunto Ex. y, por consiguien- 
te, representa una función analitica. Jísta se anula en el punto 
del infinito, puesto que en este punto se anulan todos los términos 
de la serie. Isfectuando Ja transformación w = () (z), hallaremos 
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que la función 
Y) Aa (u"— 0, [Y (10)1) =p (w) (4.6:6) 
0 
es analítica para [w|>2' (y, por consiguiente, también para 
DD 
|w| > p) y se anula en el punto del infinito. Pero Y, a7D, (Y (w)] = 
Y 
=() para po <jw| <a. o sea, 
O 
Pp (w) = Y anto”. (4.6:7) 
U 
Observando que Ja última seric es convergente pata |te | < Rp 
(cn virtud de (4.6:5)), sacamos la conclusión de que la función, 
definida mediante la secio (4.6:6) para | ww | > p y mediante la serie 
(4.6:7) para |w|-<< ip, es uniforme y analítica en todo el plano 
y se anula on cl punto z = oo. De aquí se deduce que q (w) = (), 
y, por consiguiente, en virtud del desarrollo (4.6:7), se biene: 4, = 0, 
1, 1,2, ..., que os lo que se quería demostrar. 

En ol caso particular en que X es un circulo |z— Zo | < 
los polinomios de Faber tienen la forma 0, (2) = (z — zp)” y las 


imágenes circulares C, son las cireunferencias [2—24 |=r. En este caso 
las serícs de polinomios de Faber so convierten en Jas series de Taylor: 


Y €n (2 — 20)”. Cuando X es el segmento del eje real —=1<zx<i4, 
ye polinomios de Faber ea con los polinomios de Chébishev: 
D,, (2) = E, (2) zip Cos (1 Are cos 2), 

y las imágenes circulares C. son las eclipses 
2 
A A IA 
ty 
Es Gr ) 
y Í 
con los focos +4, siendo p- >. 


J)e las proposiciones demostradas se deduce que toda función 
analítica f(z) en el interior de la elipse 


72 ? y? ml 1 
, 


== + RG + 
1 y? 
(10 +37)" (%0 —z7p;) 


es desarrollable en serie de polinomios de Chébishev 


1()= aso (2, 
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la cual es uniformemente convergente dentro del recinto limitado 
por osta elipse, y además, este desarrollo es único. 

4.7. Aplicando los polinomios de Fabor se pueden obtener teore- 
mas referentes al orden de aproximación de las funciones analíticas 
en cierto continuo XK, medianto polinomios. Para el caso en que K 
es un segmento del eje real, tales teoremas fueron obtenidos por 
primera vez por S. MX. Jiernstéin en su conocida tesis*). 

Lema de Bornstáin-Walsh, Sea K un continuo; 
supongamos que Ge es aquel recinto contiguo con K que contiene al 
punto co, y sean Cy las imágenes circulares en la transformación con- 
forme del circulo | w | > p en Go mediante la función 


Y (w) =0+fo+ Él... 


Si Il, (2) es un polinomio de grado no superior a n que satisface 
en K a la desigualdad - 
¡Ma (2 1< M, 


entonces en Cn (y en el interior de Cp) este polinomio satisface a la 
desigualdad 


Rayn 
Mn (2) 1 M (5) ; 
Demostración. Consideremos la función 


Pr (0D (3) == 1 (00) 


Esta es analítica en el reciulo Go y 


0 E TL, (2) uu 2 r 11, (2) en 
P (00) = in ar = lim 53] | = Án» 


— 2->009 


donde A, es el coeficiente de 2” en el polinomio Jl, (2). Apliquemos 
el principio del módulo máximo a la función q (z) en el dominio E, 
compuesto de lodos los puntos de la parle exterior a la curva C,, 
r “> (py de la misma curva C, (para pasar del recinto no acotado a uno 
acotado, para e] cual se demostró este principio, es suficiente renli- 


zar la Lransformación £ = , dondo z, es un punto cualquiera 


2 =- Ey) 
del continuo A). Hallaremos que en cada punto z € E, se cumple la 


*)S. N. Bernstéin, Sobre la aproximación óptima de las funciones 

continuas mediante polinomios de un grado dado. (C. 1. Bopumurteiñoan, 
O NAHIYUHIEM DPRÓNMRentaA HESpepamtnx (Pyarnal HOCpCeAcTBOM MIOTOUHIO- 
10B fauno crenena, Coodntenss XAaphKOBCROTO MATOMATIMUCCHOFO OÚIICOTRO, 
eropax cepns, XIlI, 1912, crp. 49—194). 
Las proposiciones que nos interusan se hallan en lus págs. 86—87 y 178-1749, 
Véanse también S. N. Bernstó in, Obras completas, t. 4. Teoría construcbiva 
de las funciones (€. H. hepunmreda, Cofpanne commniecuntí, 7. 1. Voncrpyutitmniian 
Teopiaa Hyuxiíl, Majeño AH CCOCP, 1052, crp. 21, 41 u 93). 
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desigualdad 
hora Ma (5) | 
z) |< max = 
9 ()1< max 90)“ 


o tien, haciendo |D (z)| => r: 
a , RN q Ó E rn 
[M()[<ma O (FP <ma po) 


Sea max |, (8) I=]| EL, (,) |, €, € €,; cuando r, decreciendo, 
tiende a p, el max ITA (0 |], sin crecer, tiendo hacia un límite 


> 
determinado p. Es obvio que resulta este mismo límite cuando r 
recorre una sucesión (r,), convergente hacia p. Los puntos de acu- 
mulación de la sucesión (£,,) pertenecen todos a la frontera del 


recinto (2. (véase el teorema 1, ap. 3.1) y, por consiguiente, al 
contínuo K; pasando a sucesiones parciales se puede exigir que exista 
el límite: lim £,, = 2 € K 
rap 
IEntonces tendremos: 


pL = lim A (5-,) | = | A. (20) | E M, 
"p>P 
y, por consiguiente, 


Ma (FE <m (E). 


que es lo que se quería llemostrar. 


Teorema de S, N. Bernstáin, Una función f (z) de 
variable compleja 2, definida en un continuo K, admite, para cada 
e > ( y para todos los valores naturales de n, aproximaciones median- 


te polinomios 11, (2) de grado no superior a n, que satisfacen au las 
desigualdades 


[F(3—TH(3|<C(0(qier  (M1<0D, (4.7:1) 


cuando y sólo cuando, ella es analítica en el recinto limitado por la 
curvo Cp, donde Ra =*. En cste casu, la sucesión (HT, (2)) con- 
verge hacia f (2) uniformemente en el interior del recinto indicado. 

lemostración. Supongamos primero que f(z) es una 
función analítica en el interior de Cro, donde Fo =E y aq<d. 


Iintonces, según al apartado precedento, ella se expresa por una 
serie de polinomios de Faber, uniformemente convergente en el 
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interior de Ch,: 


Í (2) = 2 ax Da (2). 


Las sumas parciales de esta serie 
n 
Ze azD, (2) =1IT, (2) 
Y 


son polinomios de grado no superior a r (puesto que el grado de cada 
D, (z) es igual a k). Corciorémonos de que estos polinomios satisfa- 
cen a las condiciones del teorema. Aquí es suficiente demostrar la 
desigualdad (4.7:1). Sea e un número positivo arbitrario, menor 
que 1 — q. Elijamos los números R' y A: p< R'<IH< Ry, de 
modo que se cumpla la relación 

Hd 
a 
lo cual, evidentemente, siempre es posible. Según la fórmula (4.6:4), 
se tiene: 


Mr 
|az| < E , 
donde Mp=wmax|/(2)|, luego, en victud de (4.5:7), en todos los 
Cr 
punlos de la curva Cp» se cumple la desigualdad 
[0] <F 1D (2) [=5 R* para n>>N (e) 
: | urp | 
(para precisar, se puede tomar r igual a 3 ). Por lo tanto, 
para n>N (e) en todos los puntos de la curva C¡ tendremos: 


19M 1=| abro |<; Ma Y (E) 
na+1 n+1 


pa 

3 Ry By A rg" 

=>35 My y =3 Mn 1t—(a+e) (q + e) A 
R 


Debido al principio del módulo máximo esta desigualdad se cum- 
plirá también en todos los puntos del continuo X. Sustituyendo, 


en caso de necesidad, el número Mis por uno mayor, 


podemos conseguir que se cumpla también la desigualdad ubtenida 
para n <X N (e). 


91234 
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Así, pues, para cierto C = C (e) tendremos: 
HFO—MD|I<C(W(+e, n=20,4, 2, ..., zEK, 


con lo que queda demostrada la primera parte del teoroma. 

Demostremos ahora la segunda parte del teorema. Supongamos 
que para una función f (z), definida en X, cxisten unos polinomios 
TT, (2) quo satisfacen a las desigualdades (4.7:1). f£nlonces, eviden- 
temecute, londremos en todus los puntos del continua K (unifor- 
memen le): 


lim TT, (2) = 1 (2). 


Demostremos que la sucesión (1, (2)) es uniformemente con- 
vergente en el interior del recinto limitado por la curva 


Cro (% -£) . En efecto, de (4.7:1) se deduco que 


[Ha (2) —In-1 (2) 1<C (0) (1 +eY (145) =C' (e) (+0) 
q 


] : da 
en todos los puntos del continuo XK. Vamos a suponer que a E 


y hagamos Ri = == (> p). Intonces, aplicando el lema de 
Bernstein-Walsh al polinomio IT, (2) — Il, ., (2) de grado no supe- 
rior a a, hallaremos que en todos los puntos de la curva Cy se cum- 
plen las desigualdades: 


IT (2) — L.-, (2) 1 <C" (2) (q+ e)" dl = (" (e) “E ) Ml 


De aquí se deduce que la serie 
Mo (2) + (17, (2) —Tb (2) +... +(lla (2) —[Tn-1 (2)) E. .., 


o la sucesión (II, (z)), es uniformemente convergente en cl interior 


de Cp. Pero lim J? = Ro, por lo cual la sucesión (Il, (2)) es uni- 
gl) 


formemente convergente en el interior del recinto limitado por la 
curva Cro y, por consiguiente, lim TT, (z) es una función analí- 
NR > 


tica en el interior de Cp, que en lodos los puntos del continuo K 
coincide con f (2). Con esto se termina la demostración del teorema. 

Aplicando el teorema demostrado al caso cn que K es un círculo 
|z— 20. | < rg, hallaremos que Ja existencia, para cualquier e > 0, 
de polinomios TI, (z) de grado no superior a nr, que satisfagan a las 


desigualdades 
|F (2) — In (2) | <C (e) (44. e)" 
(0<g<1i), 2ELk, 
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es necesaria y suficiente para que f (z) sea analítica en el interior 
A . P 
de la circunferencia |z— z4 | <2; y cuando K es el segmento 


1xXzxS<di, la condición análoga (que debe cumplirse en los 
puntos de este segmento) es necesaria y suficiente para que la fun- 
ción f (2) sea analítica en el interior de la elipse 


q? y2 E 
E 
29 +3 27 2 
(o sea, la elipse con los focos +41 y cuya suma de scmiejes es igual 
1 
d — 


e 
4.8. Aquí y hasta el final de este capitulo, nos dedicaremos al 
estudio de las series de polinomios ortogonales sobre la superficie 


vusiod) 
00 


.. 
Sano 
us 


m 
AAA ET] 
rn... 
02000. “UI sl LL 
».u » e= 84030 
a unan» 
7) u.. 
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a — io 
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FIG. 21. 


de un recinto. Sea G un recinto acotado simplemente conexo quo 
posea la propiedad de que su frontera coincida con la frontera de 
recinto G.o, o sea, de aquel recinto contiguo con G que contiene al 
punto oo. Los recintos de este tipo se llaman rccintos de 
Carathéodor y. Tales son todos los que están limitados por 
curvas de Jordan, pero no sólo ellos. En la fig. 21 está representado 
un recinto de Cacathéodory cuya [rontera divide el plano en tres 


recintos distintos. En la fig. 22 están representados dos recintos que 
no son de Carathéodory. 


ga 
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La propiedad caracteristica de los recintos do Carathéodory con- 
sisto en que cada uno de ellos se puede representar en forma del 
núcleo de una sucesión convergente decreciente de recintos sim- 
plemente conexos (G,): 


Gu Gai E Ens — Gn (n--1, 2 A 


La construcción de tal sucesión coincide totalmente con la cons- 
trucción descrita en el apartado 4.2 para el caso en que G está limi- 
tado por una curva de Jordan. Pero en lugar de afirmar que ningún 
punto que sea exterior a G pertenece al núcleo de la sucesión (G,), 
podemos decir ahora solamente que ninguno de los puntos del recinto 


a A 


Lo oo 
NX N SS 
TÍ N NS SS S 
Anto: RARA 
/ SE , SS A 0% e 
«2,9 A AR > Se 
SOS qee e 
e O OSA Aero «e 
DO OO GO MESOO 
| PR tEOTO Oct sido 
: ...s ¿e e y 
, RIOS 55 tarada? 
e. REPOSO po 
PA IA II e qe SO 
noo DO aa... 0 t0,P, 0 O e? 0.0. 
RS RAR » 
> DO A AS O 0 
AO AO IRA 
.. 449200 QA es 
RS ¿eo os e 29, 9594890 
A 


FIG. 22. 


Ge puede pertenecer a este núcleo. Para obtener el núcleo que coin- 
cida con el recinto G, es necesario señalar que se trata del núcleo con 
respocto a algún punto z, € G. Como G contiene a z, y pertenece 
a todos los G,, el recinto G está contenido en el núcleo correspon- 
diente. Para demostrar que G coincide con el núcleo es suficiente 
observar que ninguno de los puntos frontera del recinto G> puede 
pertenecer al núcleo. Pero, en efecto, cada uno de tales puntos es 
también punto Írontera pura Go (según la definición de recinto de 
Caralhéodory) y, por consiguicnto, contiene cn cualquicr entorno 
puntos de Guo. Y como estos últimos no pueden pertenecer al núcleo, 
los puntos frontera del recinto G no pertenecen al núcleo. Así, pues, 
queda demostrada la existencia de la sucesión pedida. El lector 
demostrará sin dificultad que todo recinto G, para el cual exista 
una sucesión semejante, es un recinto de Carathéodory. Por cierto, 
aquí no emplearemos esto. 


Lem a. Sea G un recinto de Carathéodory y sea (G,, ) una sucesión 
decreciente de recintos acotados simplemente conexos, convergente hacia 
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G como hacia su núcleo. Entonces, para la sucesión de funciones ff, (z)) 
que transforman conformemente G, en el circulo |w | < 1 y satisfacen 
a las condiciones: f. (20) = 0, fn (20) > 0 (2. € G), y para cualquier 
número entero no negativo k, se cumple la relación 


tica $ $ li (7 (01 (017 (2) Pz dy 0, 
e] 


donde f (z) transforma conformemente el recinto G en el mismo circulo 
y salisface a las condiciones análogas: f (zp) = 0, f' (zp) > 0. 


Demostración. De la desigualdad elemental 
m o rñ 
5 A 
Za] <m 210 2?) 
para m=2, se deduco que 


MIDES AAA (OF (p+ 
+42 (RIMA? )—f (+ 


+28 11 (2) 2] /m (2) —1 (2) [2 (4.8:1) 
donde se ha tenido en cuenta que |f (2) | <41 y |f, (2) | < 1. 
Designemos con y, la imagen circular f* ( |w | = r); cual- 


quiora que sea el conjuuto cerrado F CG, éste quedará contenido 
dentro de y,, si r es suficientemente próximo a la unidad. Sea e 
un número positivo arbitrario. [lijamos ro y po (<rp) de modo que 
ui — api sea menor que e?. Finalmente, empleando la convergencia 
uniforme de las sucesiones (ff, (23) y ¿fa (2)) en el interior de G 
hacia las funciones f (2) y f' (2), respectivamente (en virtud del teo- 
rema de Carathéodory), clijamos V, (e) de modo que para n > N, 
on Pro (y, por consiguiente, en el interior de y,,) se cumplan las 
desigualdados: 


lfn(2)—F(3)|<ro—Po y l|fa(2)—f (2)|<e. 
iEuntonces tendremos: 


yy |fn (2) —f' (2) P de dy = 
G 


= l |fn (2) —$f (2) [* da dy + Ñ nta —f (2) [2 de dy < 
G 


81 Ero 


<et área gr,+2 IN fa (2) Y dx dy + 2 Ñ 1f' (2) 2 dz dy. 
Niro ur 
mi in m 
») Esta se obtiene de la desigualdad | Y, xbr FS S ] 44 1? SN | 04 12 para 
0 0 Ú 
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La integral j ' IF" (2) |? dz dy representa el árca de la imagen 
G-Ero 
de la parte del rocinto G que está situada fuera de y,,, es decir, el 
área del anillo circular ry < |w|<t, igual a x — ari; según Ja 
hipótesis, ésta es menor que e?. La integral Ñ lfn (2) |? dz dy 
C—S rg 

cepresenta el área de la imagen de la misma parte, pero en la trans- 
formación w =f, (z). Como en yr, se cumple la desigualdad 
fan (1) —F(2) | <ro — Po, esta imagen está contenida entre la 
circunferencia unidad y la circunferencia |z | = po; por lo tanto, 
el área de la imagen es menor que n — np?, es decir, es menor que 


e*. Observando también que el área de gr, es menor que S, obte- 
nemos: 


| ! | Fn (2) —f" (2) |? de dy < et (S + 4). (4.8:2) 
G 


Uxaminemos la integra) ÚN IF(D PI. (2) —Í (2) |? dr dy; se tiene: 


y 


| j ($ (2) 12] fn (2) —1 (3) Puzdy = 


G 


= [IP tdrdy 


Ero 


+ | 11-17 ()—1()Pdrdy< 


Néro 


«. e j j If (3) Pdxdy +4 MN |F' (2) 2 de dy < ne? +- 68? -= (1 4) 82. 
CG 


Er 
(4.8:3) 
De las desigualdades (4.8:1), (4.3:2), (4.8:3) sacamos la conclu- 
sión que 
SS Tutor 7, — LL (01 F (2) Pdrdy < 
G 
<2 4 [1(2)—1 (2) de ay +20 | Y 17 ROI LI ()—1 (2) da dy < 
G G 


<e[25+8+2k (+ 4)] para n>Nole). 
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Como e es aquí arbitrariamente pequeño, resulta: 
lim [$ Llfn (1, (5) —1F(2)1* / (2) Pda dy 0, 
nP02% G 


que es lo que se quería demostrar. 


Teorema. Supongamos que G es un recinto de Carathéodory 
y que F (2) es una función analítica en el recinto G que satisface 
a la condición 


[fir [2 de dy < 00 *). 
tó 
Entonces para cualquier e >0Ú existe un polinomio Yl (2) tal que 


ÍA ()- 1) Pardy<es. 
G 
Demostración. Sustituyondo z en la función / (z) median- 


te f*(w), obtenemos una función F* (w) para la cual se cumple 
la condición 


| j [Pe (0) $2 (w) Pdudo= | | |F (2) Pdxdy- C<oo. 
y. 


[w)<4 
Sen | 
p (w) ¿E (1) [72 (10) pa ant”; 
entonces 
$$ etapa (| Jair rdr do 
wer 1 O 6 
r h mon 
=far[| Y Daria trneo=mo do] 
4 06 $. 0.0 


r 
pah+2 


a 21 | Y! A pr dea la q i<C. 
Q 0 
N 


De aquí que E O para cualquier Y y r<1, por lo 


ca 

a 

cual «DEiso y luego ES ¿Ces decir, la serie 
0 


00 
a 

> 771 8 convergente. 
0 


”) La integral se entiende como impropia. 
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lixamincmos la integral 
33 [eto 3 ajo] du do= 
[mes 
pak a 


| » ato! pr du de =- 711 3 | aa e EH 
juiseri N41 N43 


Pasando aquí al límite para r—1, tendremos: 


33 p (w) — 2 ayu p du de <= y a 


v, finalmente, 


lim $3 jeta — — Jano p du de —0. 


Y 2 


Volviendo a Ja variable inicial imediante la transiormación 
w—=f(2), hallaremos que 


[SJoto— 3 aus l du du = y E — 


dy 
N 
> an lf (21 
Ú 


y, por consiguiente, 


A] 
dedyo [0D alas tl ardy, 
a 0 


lim [fro Zero f' (2) | dz dy =0. 


Vo 


Basándonos en el lema y en el teorema de Runge, demostre- 
Ñ 

mos ahora gue lus funciones Da, [f (2)]" f' (2) se pueden sustituir 
U 


aguí por polinomios. 
Sea e un número positivo arbitrario. Fijemos Vo¿=N (e) de 
modo que se cumpla la desigualdad 


y) ]re- y a o] ardy <p > 
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Observando que 


No No 
j j | Sart 1 (2) Y ar tia (1 fa (2) (de dy a. 
c>o0 0 


No 

No Yi lan] | SLUG) Y ta) — Ln (2)1 5 (2) [dz dy, 

0 G 

elijamos n=mp(e) basándose en el lema, de modo que el segundo 
2 

miembro de la desigualdad sea menor que 5 . Entonces tendremos: 


No 
' | | bf) > an [fno (2) y Fno (2) Ñ dedy <. 
te ( Ei 
+. 2 Í | (2) — Y ar1f (2)1*7' (2) l dx dy + 
G ) 
No 


No , 
alan) Y) ar no tal fo (2) da dy < E. 
0 1 


+2f] 


(4.5:4) 
Aplicando el teorema de Runge a la función 201 fa 2D? no (2), 


la cual es analítica en el recinto simplemente conexo Gp. y 2) 
conjunto (3 — CG),,, hallaremos un polinomio P' (z) tal que 


No 
> lied pas 2 el ne 
| A 4 lfno (DP (2)—N (2)| <z 0 EC, 
b 
donde S denota el área del recinto G. lintonces obtenemos: 
Yo a , 
[att a aras (48 
*G 6 
y, finalmente, confrontando (4.8:4) y (4.8.5): 
Í ¡ |F (2) —W (2) |? de dy < e?, 
G 


que es Jo que se quería demostrar. 

Los recintos de Carathéodory no son los recintos más gencrales 
a los que se extiende el teorema demostrado. Esie cs válido para 
todos los recintos que en un sentido determinado, que admite unas 
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características cuantitativas completamente exactas, son próximos 
a los recintos do Carathéodory. 

Estas cuestiones, que exigieron la aplicación de métodos muy 
sutiles del análisis y de la teoría de funciones, fueron estudiadas por 
M. V. Kéldish, A. L. Shaguinián y M. M. Dzhrbashián. 

Para abreviar, designemos con H;, el conjunto de todas las fun- 
ciones (FP (z)) que son analíticas en un reciuto de Carathénadory G 
y satisfacen a la condición 


SN |F (2) Pdrdy< oo, 
G 


(funciones de cuadrado del módulo ¡utegrable). Según 
ol teorema demostrado, para cada función F(2)€H, existe una 
sucosión de polinomios JT, (z) que satisface a la condición 


lim f Í ¡7 (2) — Dn (2) |2 de dy 0, 


G 

O sea, que converge en media hacia PF (sobre la 
superficie dol recinto). Demostremos que para las funciones analí- 
ticas do variable compleja, de la convergencia en media se deduce 
la convergencia uniforme en el interior del recinto. Jón efecto, supon- 
gamos que Zo € G y que p, es la distancia de esto punto hasta la fron- 
tera del recinto G; entonces el círculo k: | z — z9 | < po pertenece 
al recinto G. Si (£,, (2)) es una sucesión de funciones analíticas que 
converge en media hacia F (2) y 


| | |P (2) —F, (2) JP de dy = €n. 
G 
«con más razón 
| j | (2) — Fr (3) da dy < e. 
k 
Desarrollemos 7? (2) —F, (2) en sorie de Taylor según las poten- 
cias de z— 2Zp: 


JO 
F(2)—Fn (2) : 2 (2— Zo)". 
( 
En virtud del cálculo hecho al comienzo de la demostración 


del teorema del presente apartado, se tiene: 


58 2 +2 
1) p y 
are | Frades, 
0 


h 


de donde 
To | o]? 2 En. 
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Pero «4 = 4 (20) —F» (20), por consiguiente, 
2 


e. 
F (2) — E A GA AN 
| 7 (20) n (2) | noi 

Con esta desigualdad queda establecida la convergencia uniforme 
de (F,, (2)) hacia F (2) en el interior del recínto G. 

La proposición recíproca no es justa: do la convergencia uni- 
forme de una sucesión de funciones analíticas en el interior de un 
recinto dado no se deduce ni mucho menos la convergencia en media. 
Así, por ejemplo, la sucesión VMn= 12" converge uniformemente 
bacia cero en el interior del círculo unidad, mientras que 


JJ Va+TAPardy=" 


Izf< 1 


para cualquior n, es decir, la sucesión nou converge en media hacia 
cero (y, por consiguiente, no puede ser en general convergente en 
media, puesto que como ge vio, el limite en media, si existiese, ten- 
dría que coincidir con el límite en el sentido de la convergencia 
uniformo). 

4,9. Construyamos una sucesión de polinomios (P,, (2)), de grado 
n. que sean ortogonales y estén normalizados sobre la superficie 
de un recinto G, es decir, que satisfagan a las cundiciones 


| $ 2 (2) Pm (2) de dy = Sam, 
G 
donde 6,m =0, si nm y 6,, 41 (un, m=0,1,2,...). 
Exijamos también, para precisar, que el coeficiente de la potencia 


superior de 3 en la expresión de P, (z) seca un número real positivo. 
Entonces los polinomios quedarán determinados univocamente. 


Así, pues, para 2) (2) obtenemos: Poy (2) == , donde $ es el 
área del recinto G. Supongamos que ya se han construido los poli- 
nomios Po (2), P, (2), ..., P, (2) y que el grado del polinomio 
P,(z) cs igual a j (¿=0,..., rn). Entonces cualquier polinomio 
p (2) de grado n + 1 con el coeficiente positivo p en z"*!, puede 
escribirse en la forma 


p(2) =p +4Pr (234 -.. + AP (2). 
De aquí resulta que 


í ¡ Pp (3) Pm (2) de dy = y Ml HP (2) de dy + Am, 
ú G 
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y, por consiguiente, las condiciones Am == —H 5 ZP (2) de dy > 


= —HCip (m=0,..., n) son necesarias y suficientes para que sea 
Y 9) PntJardy=0 (m=0, ....n). 


pl 


n+1 


En estas condiciones p(z) toma la forma p(2)=¿hlz 
—crPn(2)— -.. —CoPo(2)] = ug (2), donde q(2)5€ 0. y los coeficien- 
tes del polinomio q (z) nu dependen de y. 

Se tiene: 


|S lr tap ardy=u* | | Ja(z) l*dxdy 0. 
E o 


y, por consiguiente, existe un valor de u (rea] y positiva), y sela- 
mente uno, para ol cual 


y |p(z) [Bda dy 1 


De ostos razonamientos se deduce que, si los polinomius orto- 
gonules y normalizados Pp (2), ..., P, (2) ya están construidos, 
entonces existe un polinomio P,+, (2), y solamente uno (con la 
condición de que el coeficiente superior sea positivo), que forma cos» 
ellos un sistema ortogunal y normal. Por Jo tanto, queda demostrada 
la existencia y unicidad del sistema pedido de polinomios. 

Observando que cualquier polinomio TT, (z) de grado no superior 
a n puede expresarso en la forma 

1D, (2) =0P,()+... penPn (2), 


elegiremos los coeficientes e, (¿=:.0, ..., nm) de modo que la integral 
V Ni 2 (2) — 1, (2) 1? de dy, 


_. 


donde F(3)€HF,, tenga el valor mínimo posiblo. Un sencillo cál- 
culo nous lJovwa al siguiente resultado: 


yl | 4 (2) —Mn (6) ? du dy -- 


ú 


ai PY.) [PON 37] das E 
, U 


G 
= | [Imtynardy— Yes | [FE P, (0 xd — 
G 0 G 


0] | (0 P/Dazdy+ Y, 10,1. 


0 G f 
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Haciendo la nolación a; — ¡ Í Fita Ps (odrdy (G-0,1,2,..., 


llamaremos a estos números cociicientes de Fourier 
«de la función F (z) respecto del sistema (2, (2)). Entonces la última 
relación se cxcribirá así 


y |F (2) —Ma (2) |? 11x dy — 


3! 


n 3" n 
-- ¡ j [F (2) Pdrdy— Y) ej DY c+ DY) e = 
lz t A n 


Y 


n 
=$ [17 12) Pra dy— Y 4,124 D] lesa, 12 20. 
G n y 


De uquí se deduce que el valor mínimo buscado se alcanza 
solamente para cy==ay (p=0, ...,n) y éste es igual an 


MM |? (2)Pdrdy— Y, [2,12 30. 
: 1 


ltesumiendo, 


f y ¿e (2) — Uh (2) |? dz dy > 'Ñ | (z) — Y ayb, (2) Par ay A 


donde a; son los coeficientes de Fourier de la función / (2). 
— Jín virtud del teorema del apartado anterior, para la función 
F (2) existe una sucesión de polinomios (ll, (z)) tal que 


lim QM | 4 (2) — Un (2) |? dr dy =0. 
Ye G 


f (2) Pdzdy— Y |aj? 20, (4.9:4) 
U 


Debido a la desigunldad (4.9:4), posee esta misma propiedad la 
n 


.» . s 0 7 
sucesión de polinomios |> ayf,(2)). En otras palabras, esta suce- 
n 
sión convergo en media hacia £' (2): 


lim NM ro-Yar, (2) [de dy =0, (4 .9:2) 
n 


n->09) 


r 
mire 
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De aquí, según el apartado antleriocr, sacamos la conclusión de 
que la misma sucesión converge uniformemente hacia F (2) en el 
interior de C, es decir, para cualquier función /' (2) € Ha se veri- 
fica el desarrollo: 


Pl) = Y anPale)  an= j FP) drdy. — (4.9:3) 
0 G 


Este se llama desarrollo de Fourier de la función F (z) 
(según los polinomios ortogonales sobre la superficie (P, (2))). 
Comparando (4.9:2) y (4.9:1), obtenemos: e 


sim [Y Y17 (a haedy— Ya, »]=0, 
G 0 


09 
Z 
o sea, la seric 21251 es convergente y 


20 


Y |a, |? = | j | FF (2) |? dz dy. (4.9:4) 
0 G 


Esta relación representa la igualdad de Parseval para 
los desarrollog considerados. 
Cerciorémonos de que una serie escrita a priori 


20 


2 omnPn (2), (4.9:5) 
para la cual se Gumpla la condición 
2: | on |? < 00, (4.9:6) 


representa la serie de Fourier de cierta función D(2)c€H;. En 
efecto, según el ap. 4.8, de la igualdad 


n+p > n+p 
¡ ' | >) o. P, (3) | dudy= Y | on |?, 
Go on+1 sup 1 


se deduce quo 


nip 


"mp a A | oa |? 
Y avr) <A , 
n+1 e 


dondo po es la distancia desde el punto zp hasta la trontera del recin- 
to G, y como la serie (4.9:6) es convergente, la serie (4.9:5) será 
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uniformemente convergente en el interior del recinto (, y, por con- 
siguiento, su suma os una función analítica D (z). Sea g un recinto 
cerrado (un dominuio), contenido en el recinto G. En virtud de la 
convergencia uniforme de la serie (4.9:5), se tiene: 


IN [0 (2) [2 dz dy = lim MS 22D (2) | de dy. 
Pero d ad Í 


VS [Narea a) azdy< $ $] S Pra ldxdy= 
g£ 0 G 0 


n 00 
= Y lar Y) | 0% |? 
6 ( 
por lo cual 


FS 1D (a) 2de dy < Plat <oo, 
g 0 


y Como E es un dominio cualquiera contenido en el recinto G, la 
integral ¡ j | D (2) |? dx dy existe (es convergente), es decir, D (2)€ 11,. 


r 


Además 
| j | D (2) ? dz dy <, Y |an]?. 
G 0 


[de] 
Aplicando el resultado obtenido a la serie >) 0a4P, (2) = 0 (2) — 
n>+1 


— Y asPr(z), hallaremos que 
0 


nx an 
[So arta (o)| dz dy < Y) [aal?. 
G 0 n+1 
Por lo tanto, para nm, donde m es un número entero no 
negativo: E 


DPS O, 
AA ctm] 
-[[[ [003 carx(9] Pr azay|” < 
0 


< ' | Y Pa (2) [dz dy IN [Pm (2) 2 deds Yjon a 
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y como el primer miembro no dependo de nr, mientras que el segun- 
£lo tiende a cero cuando n —> oo, resulta a,, = Í | D (2) Pm (3) dí dy 


G 
(m= 0, 1, 2, .. .), de donde se deduce que la serie (4.8:5) es la 
serie de Fourier de la función D (z) € H.. 

De lo demostrado se deduce que el espacio H, es completo. Pre- 
cisando, demostremos que si una sucesión (F, (z2)) — H; satisface 


af criterio de Cauchy: para cada € :>0 se tiene IP m2 (2) — 


— Fra(2 |?2drdy <e sim >N(eo y n>N(e), entonces ella 
converge en media hacia cierta función F (2) € H',, 
Hagamos 


pa ? 
Pr (2) = Jan, (2); 
0 
enlonces 
. a [a =] 
[EP (o Pdzdy- Y) aj ape 
1) 


G 


pura m>>N (e y n> 4 (8). 
Por consiguiente, 


[arm —arm[<e para m>>N (e), n>ÑN (e) y le fijo. 
De aquí se doduco la existencia de los límites de los cocficientes: 
lim almas, A AA 
mM 00 


Sea Q un número natural arbitrario. Entonces, de la desi- 
gunldad 


Q 0) 
y ¡ » GM 
que — qn ]a Él góm A am 19 
2] [e Ro! e | A ho! 
deducimos que 


Y 
Y im) aim l2 pl 
e 1 anP<e, 
o bien, pasando al límite para m —» 00: 
2, 
yl jas—=amiae? pam n> N (e). 
2=0 


De aquí que, en primer lugar: 


Q Q 3 
Y las Y (ap l+ laa )<2 Y agote 29, 
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a) 


es decir, la serie >.|a,|? es convergente, y, en segundo lugar, 
0 


Q> 
y |ja—anPzge para n>N (e). 
he=0 


Por consiguiente, Y) a4P, (2) =P (2) EXT; y la sucesión (F, (2)) con- 
( 
verge en media hacia F(z). Queda demostrado que el espacio ¿F; 
es completo. 
Apliquemos los resultados a la construcción de la serie de 
Fourier para la derivada f' (2) de la función f (2) que transforma 
conformemente el recinto G en el círculo unidad (f (20) —0, 


f' (20) > 0). 
Evidentemente, f'(2)€H;, puesto que | ' |f' (2) |? de dy = 15. 


Demostremos que para cualquier función ¿/(2)€ H,, que satisfaga 
a la condición F' (2) 0, se cumple la relación 


Mo “dudy> j3 EA ae dy= 


F' (20) 
ss - Fiz _ f'(2) 
donde vale el signo de igualdad sojamente cuando FT 


(4.9:7) 


et 
ACTES 


En efecto, 
Fl) (2. PEN 24 eo 
? dz dy = Hr | 14 (w) 1? du do; 
j | F (20) 3 (20) | 
hagamos q (w) AS f*' (w) = y apiw”; entonces hallaremos 
0 


(véaso el cálculo del ap. 4.8): 


55128 


o.) 

2 

*dedy>a Y a > 1 4p|?. (4.9:8) 
0 


A o 
F (20) F" (0) = FEy (pues f71 (0) =20), por Jo 


Jr 

F 

a (20) 
El signo de igualdad supone aquí la igualdad en (4.9:8), es 

decir, la igualdad 


Pero ay = (0) = 


cual , 
a Tr 
az dy [FP (En) ¡2 


161236 
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1 Pf 
F (20) P (0) 


Fl) 1) Ñ 
CA lo que se que 


de donde «==... == =U0 y q (w) =d4, = ,es decir, 


1 , 

e E rn Es f: ] ; 4 

FT y, finalmente 
ría demostrar. 


Consideremos el polinomio K,(z, 2p) = Y Pa(2) Paz Prl2o). Eviden- 


tomente, Kn (Zo, Zo) = y | Pr (2)? 70 (puesto que 7 (2c) E 0) y. por 
consiguiente, en virtud de (4.9:7): 


n 
Kate 2) 12 Y 121 (o) [2 a 
ni, 30 LE 0 == A 
) ) Kn (Zo, 20) sd Ri | Ey 1? 


2 

( 2 1P (20) 12)" 512 (20) [2 

Como la desigualdad hallada se verifica para cualquier nr, la serie 
Y, | 8, (20) |? es convergente y 
ú 

1 


e ñ 

hd E 7” (zp) (2 * 
y | Lx (20) |2 
0 


00 
De la convergencia de la serio »>|Pr(2)]? se deduce que 
0 
09 
SN Pr(z0) Pu (2) es la serie de Fourier de cierta función K (2, 20) € SF. 


Para ella | | | K (z, 20) |? dí dy = 2 [Pa (Zo) [?, de donde 
G 


(3, 2) 1 . A ; 
$ Mi dy — 2 0) 
6 z Pa (zo) 


ra 


«Xx 
Sca > cb (z) la serie de Fourier de f' (3). Entonces 
G 
oe 
ME 2 


[Farre me 


í En MON ES 
EME =| | Fu) - dady 
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A Qn a 
y como | Y c4P, (20) [5 < DA | cxf?- y | Pa (20) 2, resulta 
7 


n 0 1 


A A a (49:10) 
f" (20) [2 = Se 
ni | enPrrod]? Y 12 (zo) 1 
0 0 


Comparando (4.9:9) y (4.9:10), sacamos la conclusión de quo 
JU 


AC = =——— , €s decir, 
Da | Pr (20) |2 
1 


f 


f(m)=), A Y! Pa (20) 2, (4.9:14) 


luego de que, para la función F (z) = K (z, zp), en la relación 
(4.9:7) Se alcanza La igualdad. 
(2,20) _ 7( . 
Por lo tanto, ERA decir. 


o 68 
1 Ka )= A DP Pata) 

ás y >) ¿Pa (20) 12 0 
ñ 


(49:12 


Esta es la fórmula buscada, que permite hallar f' (2) y, por con- 
siguiente, también la función f (2) que transforma conformemento 
el recinto dado en un círculo. J3d desarrollo de la última función 
en una serie uniformemcnte convergente de polinomios (que, por 
cierto, no son ortogonales) resulta de la forma: 


on 2 


f(7= j F' (2) dz = PA 4, (Zo) | P, (2) dz. (4.9:13) 
zo y S' ]Ps (20) [2 0 zo 
J 


TU 


Para la función e la derivada en el punto 2, es igual a 4, 


1 (z) 


por lo cual, w = PE) transforma conformemente el recinto G 


; , 1 ' , 
en un círculo cuyo radio ¿?,, = TE) * el radio conforme del recinto 


tip* 
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respecto del punto zy (véase el ap. 2.2). De la fórmula (4.9:11) obte- 


nemos: 
Ro = A A . 
y» 2 PrcoN 


Finalmento, obsérveso que para el caso de un recinto limitado 
por una curva cerrada rectificable de Jordan T, se pueden construir 
unos polinomios (p, (2)), ortogonales y normalizados en el contorno: 


Pa (2)-Pm (2) de =5,m, y estudiar los desarrollos en serie de estos 


(49:14) 


r 

polinomios. La teoría correspondiente ha sido desarrollada en las 
obras de V. 1. Smirnov, M. V. Kéldish, M. A. Lavréntiev y P. P, Ko- 
rovkin. 


CAPJTULO 
SEXTO 


FUNCIONES ARMONICAS 
Y SUBARMONICAS. 
EL SIGNIFICADO DE LAS FUNCIONES 
ANALITICAS EN LA HIDROMECANICA. 
FUNCIONES DE FORMA ACOTADA 


$ 1. FUNCIONES ARMONICAS. EL PROBLEMA DE DIRICHLET 
Y LA FUNCION DE GREEN PARA UN RECINTO SIMPLEMENTT 
CONEXO 


1.1. Sea f(2) = 9 (2, y) + tp (x, y) una función analítica en cierto 
recinto. Como ella es diferenciable cn este recinto, también q (z, y) 
y a (x, y) son funciones diferenciables de dos variables reales y satis- 
facen a las ecuaciones diferenciales de D'Alembert-Euler 
Op _ Op 0 _ Óv 
dz" dy * 0y dx” 


, df. a d : 
La dorivada 2 de una función analitica es una función analítica 
que puede expresarse en la forma 


nd 0 Or áp 
Por consiguiente, <=, SY Y 
variables reales diferenciables en el recinto y satisfacen a las ecua- 
ciones de D'Alembert-Luler. Escribiendo la primera ecuación de 


da .» . 
: + también son funciones de dos 


D'Alembert-Euler para el par de funciones El ; E y la segunda 
ecuación para el par 2 “Y obtendremos: 
Oy 0x 
Y A y (20 ox 
alos) ol 7) | ltz ol) 
gx dy y Y  — dr ? 
de donde 


y, _ PAIPA 
AN TE =0, qa Tae 0. 
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Obsérvese que todas las derivadas de segundo orden de las funciones 
p (2, y) y y (x%, y) son continuas en el recinto. Jósto es debido a que 


la derivada segunda 2 de una función analítica f (z) es también 


una función analítica y puede expresarse en una de las formas 
siguientes: 


2 2 Aj: ; 3 72 
PL) DO O 
dat 0x3 dx dy? dy2 — Úxdy Óx dy 


La ecuación deferencial en derivadas parciales de segundo 
orden 


du 02u 
¿ata 


se llama ecuación de Laplace, y las funciones que poseen 
derivadas parciales continuas de primero y segundo órdones en 
un recinto y son soluciones de dicha ecuación, se llaman funciones 
armónicas en esto recinto. 

Dos funciones armónicas en un recinto, que están ligadas por 
las ecuaciones de D'Alembert-Fuler se llaman funciones armó - 
nicas conjugadas. Aplicando esta terminología, se puede 
afirmar que las partes real e imaginaria de una función analítica en 
un recinto, son funciones armónicas conjugadas en este recinto. 

Supongamos que q (z, y) y v(x, y) son dos funciones armónicas 
conjugadas cualesquiera en un recinto G. Como ellas satisfacen a las 
ecuaciones de D'Alembert-Euler y son diferenciables on el recinto, 
resulta que la función de variable compleja f (2) = q (z, y) + 
+ iw(x. y) es diferenciable y, por consiguiente, analítica, en el 
mismo recinto. Confrontando los dos resultados obtenidos llegamos 
al teorema: 

Para que una función f (7) sea analítica en un recinto, es necesario 
y suficiente que sus partes real e imaginaria sean funciones armónicas 
conjugadas en este recinto. 

Aclaremos con ejemplos la relación entro las funciones analíticas 
y armónicas. 

1) La función f(2) = e” =e* (cos y + i sen y) es analítica en 
todo el plano. Por esta razón, sus partes rcal e imaginaria q (1, y) = 
“e cos y y y (2, y) = e*sen y son funciones armónicas en todo 
el plano. El lector puede comprobar fácilmente mediante un cálculo 
que estas funciones satistacen a la ecuación de Laplace. 

2) La función Ln z = ln |z | + ¿Arg z es analítica y multitorme 
en el recinto cuya frontera es el origen de coordenadas. Por consi- 
guiente, ln | z | y Arg z son funciones armónicas en este recinto (la 
primera de ellas es uniforme, la segunda es multiforme). La primera 


puede escirbirse en la forma ln Va +y?; para la segunda, en el 
rocinto Cuya frontera es la semirrecta y = 0, z < 0, se tiene un 
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conjunto infinito de ramas uniformos armónicas: argz + 2knx 
(k =0, +1, +2, .. .). 
ca un ejemplo más general al considerar la función analítica 


Ln - , donde z, y z2 son dos puntos distintos del plano com- 
as Como 
Ln 21! 
-—22 == = 
. ll —¿ 
obtenemos dos funciones armónicas: Ja función ro ln q 


., , l¿— 2 y . 
y la función multiforme Arg =>. Cada una de ellas es armónica 


cu el recinto que rosulla al excluir del plano log puntos z, y 22. Poscen 
el sencillo significado gcométrico: la primera representa el loga- 
ritmo de la razón de las distancias del punto z hasta dos puntos 
fijos z; y Za, la segunda proporciona la magnitud del ángulo bajo el 
cual se ve el segmento [z,, za] desde ol punto z. 

3) Sea f (z) una función uniforme y analítica on un anillo r < 


<l|z—a|<.R. Entonces en este anillo se vorifica el desarrollo 
+:<0 


de Laurent f (2) = 2 An (z — ay”, y separando en esla serie las 


partes real e imaginaria 9btonemos dos funciones armónicas en el 
anillo. Haciendo A, =Pne ” y z—a=rel?, tendremos: 
a] Lo 


ho 
Ha) =D) prrre "e +9 — Y) ppr” [cos (np + a») + ¿sen (ng + a,)1, 


de donde | 


Re[/(2)1 = py 7” 00s (Rp +) 


+0 
Im [f (2)] = 2 pr” sen (Mp 4%). 


Ilemos obtenido las expresiones on coordenadas polares r y q 
de estas funciones, que son armónicas respecto de las coordenadas 
cartesianas z e y. Al pasar a las coordenadas cartosianas cada término 
de la serie adquiere una forma más complicada (precisamente, se 
expresa on forma de un polinomio homogéneo respecto de x e y; 
éste es un polinomio armónico de grado mn). 

4) A continuación desempeñarán un papel importante las partes 


z - . . pe +40) 
real e imaginaria de la función f (2) = ; , Ja cual os 
— (2 — 
analítica en el círculo |z— z, |< p. o 2=2) + ret0 
y designando con u (r, 0) y v (r, 9) las partes rea] e imaginaría de 
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la función f (z), obtenemos: 


ur 0) -| iv (r E PA | ÑO 
» , pera pei0 (peta. rei9) (peta re" 10) 


_ p2—r2-+ ¿2rp sen (0 — a) 
— p2-Lr2—2rpcos (0—a) 
de donde 
DE, e _  ?2rpsen(0—a) 
«(r, 0) = AFA cos (O) * y (r, 9) = 527 72—2rpcos1 =a 
Han resultado dos funciones unilormes, las cuales son armónicas 
conjugados en el círculo |z— zo] <p. El denominador de las 
fracciones que representan estas funciones, igual a 


(peña — rel0) (pe=ta —re=10) »- | peta re [2 | peta — (ap) [, 


representa cel cuadrado de la distancia entre el punto z y el punto 
pei2 + zp, situado en la circunferencia |z— zp | = p. 

¿Se puede considerar cada función armónica en un recinto q (z, y) 
como la parte real (o imaginaria) de una función analítica cn el 
recinto? Responder a esta pregunta afirmativamente significa lo 
siguiente: dada la función q (z, y), hay que hallar otra función 
y (7, y), armónica en el recinto, que sea conjugada con la primera, 
es decir, hay que resolver las ccuaciones: 


0 
Ox dy * 0y Ór 
respecto de la función 3 (x, y). Escribamos estas ecuaciones del 


modo siguiente: A =P (x, y), E = Q (zx, y), donde P (2. y) = 
= — se y Q (z, y) = 2 son unas funciones dadas y diferenciables 
(y, por consiguiente, continuas) en el recinto. La ecuación de Laplace 
7% 1% -_0 
A 
y 


a la cual satisface la función q(x, y), puede escribirse en la 
forma 


0Q _0P 
da — dy * 
Como e y o son funciones continuas (como derivadas de ségun- 
do orden de la función armónica q (x, y), la exprosión P (5, y) de + 
+0 (x, y) dy es la diferencial total de la integral curvilínea 
(%, Y) 
P (zx, y) d:+0Q (z, y) dy, 


(x0, ya) 
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tomada sobre cualquier curva que una Jos puntos (to, yu) y (x, y) 
por el interior del recinto dado, la cual representa una función 
de z e y. Designando csta función mediante vpo (z, y), tendremos: 


dpo(x, y) =P [z, y) d24-Q (2, y dy, 


es decir, *tpo (rx, y) posee derivadas parciales continuas: a = 


= P (zx, y), E = Q (x, y). Comparando costas ecuaciones con las 


ecuaciones E Pz, y, e =0Q (2, y), propuestas para resol- 
ver, hallamos la exprosión general para las funciones y (x, y) en 
la forma: 
(x, y) D 0 
pla y=w(py+C0= | —FParay+C. 


(xo, Yo) 


Está claro que esta función es armónica y conjugada con q (x, y). 
Fin efecto, las partes real e imaginaria de la función de variable 
compleja f (2) = q (z, y) + iy (z, y) poseen derivadas parciales 
continuas de primer orden, las cuales están ligadas por las relaciones: 


E=Py=-, =0 (0 y= 
Por ello, f (2) es una Función diferenciable y, por consiguiente, ana- 
lítica en el recinto. De aquí se deduco que Jas funciones q (zx, y) 
y Y (zx, y) son armónicas conjugadas. 

Resumiendo, dada una función (q (x=, y) armónica en un recinto, 
se puede hallar un conjunto infinito de funciones analíticas en el re- 
cinto, cuyas partes reales coinciden con q (x, y). Todas estas funciones 
están contenidas en la fórmula 


lx, y) 


ae y+iva y-o(ay+i |] —¿Edr+ Edy +10 


(Xo, Yo) 


y, por lo tanto, se diferencian enlre sí en una constante imaginaria 
pura ¿C. - 
Obsérvese que si el recinto dado es simplemente conexo, entonces 
la integral 
(x, 9) 


— HP dr4 Hay, 
(xo, Ya) 
siendo la integral de una diferencial Lotal, reprosenta una función 


uniforme en este recinto. Por esla razón, también la función f (z), 
para cuya construcción fue dada su parte real q (x, y), es una fun- 
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ción uniforme en el recinto G. Si cl recinto (G es múltiplemente 
conexo, la integral indicada, por lo goneral, puede tomar diferentes 
valores para distintos caminos de integración que unan los puntos 
(Lo. Yo) y (e, y) (resultarán valores iguales para los caminos que 
pertenezcan a un mismo subrecinto simplemente conexo del recinto 6). 
Por lo tanto, también la función analítica f (2), para cuya cons- 
trucción fue dada su parte real uniforme q (x, y), será, por lo 
general, multiforme. Poro su derivada f' (2) = E — ¡SE es nece- 
sariamente uniforme, de donde se deduce que las diferentes ramas 
uniformes de la función f (z) que se pueden obtener en un subrocinto 
arbitrario simplomente conexo del recinto (r, poseen una misma 
derivada y, por consiguiente, se diferencian entre sí sulamente en 
sumandos constantes. 

1.2. Utilizando la relación entre las funciones armónicas y las 
analíticas, so pueden deducir las propiedades fundamentales de las 
funciones armónicas partiendo de las propicdades ya conocidas 
de las funciones analíticas. 

Sea uu (zx, y) una función uniforme que cs armónica en cierto 
círculo K: |z — zo | < R. Entonces, según el ap. 1.1, en el circulo 
K existe una función uniforme armónica v (x, y) conjugada con 
uu (x, y). Formemos la función analítica correspondiente f (z) = 
= wtr, y) — iv (x, y) y desarrollémosla en serie de potencias de 
z — Zp. Obtendremos: 


0) 


(2) = Y) (Gn + iBn) (2 24)", (1.2:1) 


U 


donde a, y PB, son números reales. [ntroduzcamos las coordenadas 
polares r y U con el polo en el punto z,, de nodo que z = 2, + rel0, 
y empleemos para u (x, y) y o (x, y) las notaciones 1 (r, 0) y v (r, 9) 
como equivalentes a u (x, y) y o (x, y). Soparando en (1.2:1) las 
parles real c imaginaria, obtenemos las series: 


u (7, 0) =0%) |- > (a, cos n0 —f, sen n0) r”, (1.2:2) 
1 
v(r, 0) =B.+ Y (Pn cos 28 + a, sen 20) r”, (1.2:3) 


1 


las cuales son uniformemente convergentes en el interior do A. 

Por lo tanto, toda función u (r, 0), armónica en el interior del 
círculo |z — 2, |] < R, admite en el mismo un desarrollo de la forma 
(1.2:2), el cual es uniformemente convergente en el interior de este 
círculo. Los coeficientes de la serie son los números x, y —f,. Como 
la serie de potencias (1.2:1) es convergente en el círculo dado y. 
posiblemente, tiene un radio de convergencia mayor que /f, estos 
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números tienen que satisfacer a la desigualdad: 


PES: A 
Jin Y [an + iba 


Está claro que si 4%, y f, son unos números dados a priori que 
satisfacen a la última desigualdad, entonces la serie (1.2:2) duter- 
mina una función armónica en el interior del círculo X. Para cer- 
ciorarse de esto es suficiente observar que, cumpliéndose la desigual- 
dad indicada, la serie do potencias (1.2:1) es convergente en el cír- 
culo K y, por consiguiente, representa en el mismo una función una- 
lítica, cuya parte real se representa por la scrie dada (1.2:2). ln 
resumen, la existencia de un desarrollo de la forma (1.2:2) o (1.2:3) 
con la desigualdad correspondiente que se impone a los coeficientes de 
la serie, es el síntoma característico de las funciones armónicas en el 
interior del círculo dado. Esta observación se utilizará en el ap. 4.5. 

Apliquemos los desarrollos (1.2:2) y (1.2:3) a las funciones armó- 
nicas del ejemplo 4 del ap. 1.1. Como para la función f (2) = 
_ pe? +(—20) 

pe” —(2—2p 
forma siguiente: 


el desarrollo en cl circulo |z2— z,|<p tiene la 


eh) 4 + o _ 
ía ia e 
pe — (7 — 2q) pe (2 —2p) 


=—14+2[1 a ++ 2 ]=442 3 ELortra, 
l 


se ticne: 


2-— pi E Es 1 
Re |f (2)] = FAO 1423 (5) cos n (9— a), 
(1.2:4) 
Im [f(0]= 2rp sen (0 — a) -2 9 Na 0 
"=p opa 2 2 (5) senn (00), 
1 


(1.2:5) 
y ambas series son uniformemente convergentes en el íntorior dol 
círculo |2 —2z, |< p. 

Volviendo a las sories (1.2:2) y (1.2:3), sustituyamos on la pri- 
mora de ellas r por un p arbitrario (p < A) y 0 por a, multipli- 
quemos después ambos micombros por cos ma e integremos (para un 
valor fijo de p) respecto de a entro los límites O y 21. Resulta: 

2: 2x1 
| u (p, a) cos ma da amp" 4 cos? mada, 
Y 0 
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de donde 
25 27 
do=>37 $ u (o, a) da, Con = ] u (p, 0) cos ma da (m > 1). 
0 
(1.2:6) 
Análogamente, multiplicando por senma e integrando entre 
los mismos limites, hallaremos: 
25 
_ | u (p, ae) Sen ma da (m> 1). (1.2:7) 
ú 


Poniendo las expresiones halladas para G, y P, en las Series 
(1.2:2) y (1.2:3), tendremos; 


— Pim = 


27% 


2x1 co 
u (r, => ' u (p, a) da + Ny | u (p, a) cos mm (0 — a) da (5) , 
Ú 1 


no ¿rn 
c(r,0)=P+ >) Z | u (p, a) son m (4— a) da (5) 
1 0 


Supongamos que p satisface a la condición r <p < R. Eviden- 
temente, las últimas fórmulas pueden obtenerse de las fórmulas 
(1.2:4) y (1.2:5) multiplicando por 27 u (p, a) e integrando térmi- 
no a término respecto de a entre los límites O y 27 (siendo r y p 
fijos). Todas eslas operaciones son legítimas en virtud de la con- 
vergencia uniforme de las series (1.2:4) y (1.2:5) en el interior del 
círculo |Z=Zp |< p. 

Así, pues, obtenemos: 

2X 00 

i 4 LA e 

u (r, 0) 37) u (p, %) [1+2 3 (5) cos n (0 —a) | da = 
J 1 


2x 


e—r2 
- Zu | u (p, a) E TN du, (1.2:8) 
1) 
1 2x1 vo 
ryan 
vtr, 0) =Pr+37 $ u (p, a) [2 y (5) sen n (0 —a) | da = 
U 1 


21 


4 2rp sen (8 —a) el 
=Btz ora e 29) 
Ú 
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Hemos hallado para la función u (r, 0) y para la conjugada de 
ésta v (r, 0) las expresiones integrales modiante los valores de 
u (p, 9) en los puntos de la circunferencia |z—2z|=p< A. 

La diferencia de la forma de las integrales en las fórmulas (1.2:8) 

y (1.2:9) se explica en que, en la segunda de ellas, la función armó- 
Mica v (r, 0) no se expresa mediante sus valores propios en la cir- 
cunferencia | z — Zo | = p, sino que so expresa mediante los valores 
de la función conjugada. No obstante, la fórmula (1.2:8), habiéndose 
establecido para cualquier función armónica en el círculo dado, 
es válida tarabién para v (zx, y). Por esta razón, pa v (r, 0) se 
ticne una fórmula análoga a la obtenida para u (r, 0): 


21 


1 2.— p2 : 
p(r, %=3 E (p, a) RATA Ó=Z" do. (1 .2:140) 
0 


La integral que figura cn el segundo miembro de la fórmula 
(1.2:8) 6 (1.2:10), se lMlama integral de Poisson correspon- 
diente a la función u(o, a) o v(p, %), y la función armónica 


p2—r —Re e [A E _per oh (220) >] 


p24+r2—2pr cos (Y9—a) — ta (z—z 


se llama núcleo de la integral de Poisson. 
Haciendo cn la fórmula (1.2:8) u (r, 0) =1, obtenemos: 


¿xt 


EN pa | 
al aa reas 


fórmula que sc empleará a continuación. 

En general, si p (a) es una función real, definida y continua en 
el segmento 10, 21.1, llamaremos integral de Poisson a la expresión 
de la forma ! 

Es 


am í Q O E e A (1.2:12) 
0 


p? -|- r2 —2pr cos (y— a) 


sin exigir que la función q (a) coincida con los valores de alguna 
función armónica u (p, a). En el ap. 1.5 se demostrará quo (1.2:12) 
representa una función armónica en el círculo |2—2z,| <p, la 
cual tiende al límite py (x) cuando cl punto (r, 8) se aproxima a algún 
punto (p, a). 

La integral de Poisson es análoga a la integral de Cauchy exten- 
dida sobre la circunferencia y puede ser obtenida de la última inte- 
gral mediante unas transformaciones. Con este fin, junto con la 
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fórmula de Cauchy 
1 Í (5) : 
== j E dl, (1.2:13) 
¡209 
donde el punto z está situado en el interior de la circunferencia 
| $ — Zo | = p, consideremos la integral de Cauchy que se obtiene 
al sustituir z por el punto 2% = z, + — que es simétrico a z 


respecta de la circunferencia | £ — 27 | = p. Como el punto z* está 
situado fucra de la última circunferencia, esta integral tiene que 
ser igual a cero: 


1 HO or 492 
=> ET di. (1.2:135) 
¡—201=P 
Rostemos micmbro a miembro (4.2:13') de (1.2:13) y transfor- 
memos el resultado leniendo en cuenta que 


3 2=6-—2p— (8— 20) = pere —ret, 
| : q 
¿mE — 2 —(2* —2p) =peta— E ett 
y dE -- ipel* da. Resulta: 


1 : 1 1 ds 
ar y Ol) %- 
IE—201=0 Ñ 
pe (1—0) 


211 
O £ 0 
=>) 10 07 +00] 2- 


, fp—re 


¿n 
p? — pl 


= 35 5) ¡Osa (1.2:14) 


IJemos obtenido la fórmula integral de Poisson para la función 
analítica f (2). 

Sustituyendo aquí f (3) por ul(r, 0) + w(r, 0), y F() por 
u (p, 2) + iv (p, a) y separando las partes real o imaginaria, obte- 
nemos de nuevo Jas fórmulas (1.2:5) y (1.2:10). 

De las fórmulas (1.2:8) y (1.2:9) se deduce fácilmente una fórmu- 
la importante que expresa la función analítica f (2) mediante los 
valores de su parte real en la circunferencia. Precisando, multipli- 

cando (1.2:9) por 1 y as con (1.2:8), oblenemos: 


p2— ri 


1 (2) — iPod 57 . u (p, a) [he $ 


2rpsen(U—a) te) 
us p? + 12— 3rp cos (0 — a) de 
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Pero la expresión que figura entre corchotes representa la fun- 
ción analítica de z: 
_ pel + (2—2g) 
pete — (2 —2p) 
Por esta razón, 


2r 
Í(z)=UBo0 sz 7 jue, aL) A a (1.2:15) 
—2p 


Aquí ¿fp es una constante A pura, la cual representa la 
parte imaginaria de f (z,); claro, esta constante no puede determinar- 
se por la parto real de Ja función f (2). La fórmula (1.2:15) se llama 
fórmula de Schwarz. 
De la fórmula (1.2:8) obtenemos para r = 0, osca, para cl contro 
del circulo X: 
2 


! | ue (p, a) da, 
0 


u (Lo, Y) => 


donde, como se ha convenido, » (p, a) denota los valores de la fun- 
ción u (+, y) en los puntos do la circunferencia |2 — zp | =p con 
el centro en 24 = 2; + iYo. Escribiendo más detalladamente, ten- 
dremos: 
2x 
u (Lo. Y) =37 y ula + pcosa, Y + pseno) da.  (1.2:1ti) 


y 


Así, pues, el valor de una función armónica en el centro de unn 
circunferencia es igual a la media aritmética de sus valores en la ctr- 
cunferencia con el centro en este punto. Un el ap. 3.1 se demostrará 
que esta última propiedad es característica para las funciones armó- 
nicas. Más exactamente, se verifica la siguiente proposición: 

Sea u (2, y) una función real, uniforme y continua en un recinto G. 
Si para cada punto Zy = Xy + ¡Yo EG existe un entorno | 2 — 2 |< 
< Ó (2), en el cual u (zo, Yo) es igual a la media aritmética de sus 
watores tomados sobre cualquier circunferencia lz=22l =p, 0< 
<p <Ó (Zo). entonces u (x, y) es una función armónica en el recin- 
to G. 

1.3. Examinemos los puntos singulares aislados de una función 
uniforme armónica. Sea z, un punto de éstos; sin restringir genecra- 
lidad, supongamos que zy = O (siempre se puedo pasar a este caso 
mediante Ja sustitución z =z" + zp). Sea u (z, y) = u (r, 0) una 
función uniforme armónica en el recinto 0 < |z | < p. Designando 
con v (zx, y) la función conjugada con ella, construyamos la función 
analítica f (2) = u + iv. Esta, por lo general, será multiforme (pues 
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01 
la función e (7, y) lambién lo cs). Pero la derivada f' (2) - sz — 
. UN . pa ..» .p 
A evidentemente, es una función analítica uniforme y, por 
consiguiente, admile un desarrollo cn serie de Laurent: f' (2) = 
—oO 
= N Anz". de donde 
—"“D0 


(2) =A--A.,¡Lnz-1- Su a 


(n — 1) 


y, por consiguiente, 
u (r, 0) = Re [f (2)] = 


+o 
=4 +04 10r—$_,04- 2 [É AA cos (n+1)0— 


e sen (n + 190] pri 


donde n + —1. 

Esta no puede ser una función uniforme del punto si B_¡ + 0; 
por ello f., =0, y, cambiando las nutaciones de los coeficientes 
y del índice de sumación, obtenemos dcefinilivamente: 


Roc 
u (r, 0) =aInr +) (a, cos n9 + ba sen nd) r”, (1.3:1) 
es decir, u (r, 0) es la parte real de la función analítica 
> 
aLnz+ 2 y (a —10n) 2" =4Ln 23+ q (2) 


(a es un número real). 

Si el punto z = 0 es singular para u (r, 0), tiene que ser también 
singular para a Ln 2 + q (2); por esta razón, o q (z) tiene un punto 
singular en el origen de coordenadas (un polo o un punto singular 
esoncial), o bien q (z) es regular en este punto, y entonces, necesa- 
riamente, a > 0 

Ixaminemos estos casos: 

1) =0 es un punto singular de la función «q (2), cs decir, al 
menos uno de los coeficientes ap, bj, .. ., On, Pon, - - . eS 
diferente de cero. Supongamos, para precisar, que a.,, > 0 (m > 1), 
y demostremos que Y (z, y) toma todos los valores reales en cual- 
quier entorno |z | < e del origen de coordenadas. Como la función 
real u (x, y) es continua para 0 <|z|<e y. por consiguiente, 
no puede pasar de un valor a otro sin pasar por todos los intermedios, 
es suliciente demostrar quo w (z, y) toma valores positivos y nega- 


5 |. FUNCIONES ARMONJCAS 161 


Livos arbitrariamente grandes en valor absoluto. Supongamos que 
vsto no es cierto; entonces u (r, 9) no toma, por ejemplo, valores 
positivos arbitrariamente grandos, es decir, está acotada supcrior- 
mente: 


u(z, y) <C 


(si está acotada inferiormente, entonces se considera la función 
—u (í, y)). 

Multiplicando ambos miembros de la fórmula (1.3:1) por cos m0 
e integrando entre dos límilos O y 2x, hallaremos: 


271 
| u (1, 0) cos md dO =% (Apr + dro”). (1.3:2) 
fi 
Además, de (1.3:1) obtenemos: 
25 
| u (1, 0) d0 = 2x1 (% + 1n 7), (1.3:3) 
6 


y, por consiguiente, 


eL [2 (Zo +4.1n r) + (rr Laar””")) baza: 
2 


a ] u (r, 0) (1 + cos m6) dd < 21€. 


Elijamos aquí el signo + de modo que sea + 4-7 =|4.. |; enton- 
cos tendremos: 


(|2.m|7 4 2a1nr) + 244 + Apr” < 20 


para todos los valoros de r, U<r< e, lo enal, evidentemente, es 
imposible, puesto que |am |ri? + 2elor> +0, si r—o0. 

2) 3 =0es un punto regular de la función q (2). En este caso 
el desarrollo de la función u (”, 0) es do la forma 


u (r, 0) =a1nr-+- ») (a, cosr +bnsendO)r”, (1.9:4) 


de modo que la difereucia u (r, 0) — ae ln r es una función armónica 
en un entorno del punto z = 0 (incluyendo este punto). Del último 
desarrollo se deduce que zu (r, 0) — 00 para r —>0, precisamente 
tiende hacia --o00 si a < 0, y hacia —oo si a > (0. lin este caso. 
el punto z =0Ó se llasma polo logarítmico de la función armónica 
y el término ae ln r se llama parte principal de la función u (r, 0) 
on el entorno del polo Jogarítmico. 

Los resultados del examen realizado se pueden expresar medianto 
la siguiente proposición, 
111235 
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Teorema. Una función uniforme y armónica u(x, y) = 
= y (r, 0) cuando 2 = reid tiende hacia el punto singular aislado 
z =U, o tiende hacia el infinito con un signo delerminado y entonces 
admite un desarrollo de la forma 


u (r, 0) =4 lar -- >) (a, cos n9+b.sennd)r”, (a 4 0), 
l) 


o bien, toma todos los valores reales en cualquier entorno de este 
punto y entonces toma la forma 


y (sr, 0) =a lnr+ Y (a, cos nO -+),, sen nO) r”, 


dunde al menos uno de los coeficientes Gai. Baj, ..., Gana Domo... 
es diferente de cero. 


Corolario. Si una función uniforme u (r, 0) es armónica 
en el recinto 0 <r< p y está acotada en valor absoluto en un entorno 
del punto z = O, entonces esta función admite un desarrollo de la forma 


u (r, 0) = y (a, cos 20 -2 b, sen n0) r”, 
0 


es decir, z =UÚ no es un punto singular de u (r, 0). 

1.4. Aplicando las fórmulas que se establecieron en el ap. 1.2, 
sc pueden demostrar unos cuantos teoremas generales relativos 
a la convergencia uniforme do las sucesiones de funciones armónicas. 

Demostremos que, si para una sucesión ([f, (2)) de funciones ana- 
líticas en un recinto G, la sucesión de sus partes reales [un (x, y)) es 
uniformemente convergente en el interior de G y, además, es conter- 
gente la sucesión de los valores de las funciones en ulgún punto cual- 
quiera zy, E G, entonces ([f, (2)) es uniformemente convergente en el 
interior de G. 

Demostremos primero la convergencia uniforme de la sucesión 
(f, (23) en el interior del círculo |z— zpy | < d (zp), cuyo radio os 
igual a la distancia desde 27 hasta la frontera del recinto G. Con 
este fin. expresemos f, (2) medianto 7, (7, y) según la fórmula 
(1.2:15); obtendremos: 


2 


1 lali 
ia Pe" E=20 de. 
Ín (2) ¿Bl =iP 7 ] Un (p, a) pere (:— zp) da 


Fijando r, 0 <r < d (z,) y eligiendo p de modo que se cumpla la 
desigualdad r < p < d (zp), hallaremos que para todos los puntos z 
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pertenecientes al círculo | 3 — 2, | < r y para cualesquiera n y p: 


| fm+p (2) — Ín (2) |= 


25 
in EN | 
= | ¿(Art PB) +2 ] (Un+p (D, 2) — 


Ú 
cali pe E da 
—(2 — 24) 


<|Pp+to—p0]4+ max |unip(p, 2) —un (p, 27/22 
0-= a-:27 p—, 


— Un (P, A | 


Como ff” = Jm [f, (za)1 y la sucesión (ff. (zp)) es convergente, 
y, además, la sucesión (u, (x, y)) es uniformemente convergente 
en la circunferencia | z — Z, | = p, para cualquier s >> 0, para todos 
los valores de n suficientemente grandes y para cualesquiera p 
naturales, tendremos: 


lfn+p (2) —fn (2) | <e, |2— 20] <r < d (20), 


de donde se deduce la convergencia uniforme do la sucesión (7, (z)) 
en el interior del círculo d (zp). 

Queda establecido que, en las condiciones del tcorema en cues- 
tión, de la convergencia de la sucesión (£f, (2)) en nn punto cual- 
quiera del recinto so deduce la convergencia en un círculo con el 
centro en este punto, de radio igual a la distancia desde este punto 
hasta la frontera del recinto. Por consiguiente, el conjunto £ de 
todos los puntos de convergencia de la sucesión ff, (2)) en el recin- 
lo G posee las siguientes propiedades: éste no es vacío, y si algún 
punto z pertenece al mismo, entonces también pertenecen a éste 
todos los puntos del círculo con el centro en z, de radio igual a la 
distancia desdo z hasta la frontera del recinto G. Pero, entonces, en 
virtud del lema c) del ap. 4.5 del capítulo primero, este conjunto 
coincide con todo el recinto G. Por lo tanto, £f, (2)) os convergente 
en todo el recinto y, debido a lo demostrado antes, es uniformemente 
convergente cn cl interior de cada circulo | ¿ — z | <z d (2), donde 
d (2) es la distancia desdo el punto z E G hasta la frontera del recin- 
to G. Pero esto significa que la sucesión (f, (z2)) es uniformemente 
convergente en el interior de G (véase el ap. 4.1 del cap. tercero). 

Del teorema demostradu se deduce la siguienle proposición: 

El límite de una sucesión de funciones armónicas que es uniforme- 
mente convergente en el interior de un recinto G, es una función armóni- 
ca en este recinto. 

Evidentemente, es suficiente demostrar esto para un entorno 
de un punto arbitrario zq € G. Sca K: |z— 2, | < d (zp) un círculo 
con el centro en zp de radio igual a la distancia desde zo hasta la 


11+* 
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frontora del recinto G, Construyamos para cada una de las funciones 
dadas u, (x, y) una función uv, (x, y) que sea conjugada con t, (x. y) 
en el círculo K; la constante de integración que figura cn la deter- 
minación de v, (z, y) la elegiremos 08 tal modo que se cumpla la 
condición: U, (Za, Yo) = 0 (n = 14,2, ...). Obtendremos una su- 
cesión de funciones uniformes analíticas fn (2) = un (%, y) + 
+ iv, (z, y), pata las cuales la sucesión de los valores en el punto zy 
coincide cun la sucesión (Lu, (Zo, Yo)) y. por consiguiente, es con- 
vergente. 

Según el teorema precedente, sacamos la conclusión de que 
(fn (2)) es uniformemente convergente en el interior de X. En virtud 


del tcorema de Weierstrass, lim f, (2) = f (2) es una función analí- 
N->00 


tica en el interior de X y, por consiguiente, Re [f (z)1 = u (x, y) 
es una función armónica en K. Pero u (x, y) = lim u, (x, y), con 
Nn=>00 


lo cual se termina la demostración. 
Finalmente, demostremos la proposición siguiente: 


oo 
Teorema de Harnack. Si la serie Nu, (1, y), cuyos 
1 


términos son funciones armónicas no negativas en un recinto G, es con- 
vergente en un punto Zp = Lo + io de este recinto, entonces es uni- 
formemente convergente en el interior de todo el recinto G. 


Demostromos la convergencia uniforme de la sorie en cl circulo 
[2 —2z0 | < d (zp), cuyo radio es igua) a la distancia desde cl pun- 
to z, hasta la frontera del recinto G. De aquí, teniendo en cuenta 
el lema del ap. 4.5, cap. primero, se deducirá la convergencia uni- 
forme en el interior de todo cel recinto G, del mismo modo que se llevó 
a Cabo Ja demostración del teorema precedente de este apartado. 

Sea r un número positivo que satisfaga a la condición 0 < r< 
< d [Zp). Entonces, para todos los puntos z del círeulo cerrado 
[2 —z0 | <+r y para un p tal quer < p < d (zp), se tiene, en virtud 
de la fórmula a. ¿: e 


2n 


pa — 3 
a (o, 0) 37 [unto ay 


y 


de donde, leniendo en cuenta que un (p, a), así como cl núcleo 
de la integral de Poisson, son funciones no negativas, deducimos que 
21 


z pc í 
Un (r, 0) < Pa Frac ó—-a 2a ]”” (p, a) da. 
ls obvio que la función Fr 2p es (8—a) 


fijados de r y p(r<p) alcanza el máximo cuando 0—a=2kx, 


para valores 
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ste es ipual a MO a RN Obsérvese también que, e 
y és ig ur pp ddr én que, en 
virtud de la fórmula (1.2:45): 
21 


4 
37 | Un [p, 4) da = un (Lo, Yo)- 
ú 


Por lo tanto, en todos los puntos del circulo |z—z¿]<r" la 
función u, (r, 0) satisface a la desigualdad: | 


Un (r, 0) «e E Ur (Lo, Yo) (n = 1, Le e. .). 


Como en el segundo miembro figura el término general de una serie 
convergente de términos cunstantes no negativos (pues, según la 


09 00 
condición, la serie » un (2), yo) es convergente), la seric Y u, (r, 0) 
1 7 


es uniformemente convergente en el círculo | z — z, | < r y, final- 
mente, debido a la arbitrariedad de r < d (z,), es uniformemente 
convergente en el interior del círculo | z — 27 | < € (zp). Con esto 
so termina la demostración del teorema de Harnack. 

Formulando este teorema en términos de las sucesiones de fun- 
ciones (y no de la serie), tendremos: si una sucesión de funciones 
fo, (r, 0)), que son armónicas en un recinto G y satisfacen en este 


- 


recinto a la condición va (Y, 0)  Uniy (7, O), es convergente en un 
punto del recinto, entonces es uniformemente convergente en el interior 
del mismo. 

Esta proposición se reduce inmediatamente a lo anterior, haciendo 
Us (r, 0) =0, (r, 0) y un (1, 0) =0, (7, 0) — 0,-,(r, 0) (n > 1). 

1.5, Del principio del módulo máximo, que es válido para las 
Íuinciones analíticas, se deduce la proposición correspondiente para 
las funciones armónicas. ] 


Teorema. Una función u (x, y) que es armónica en un recin- 
to G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar ni el Máximo 
ni el minimo en los puntos interiores del recinto €. 


Demostración. Sea zo = o + ¿Yo un punto del recinto G 
y seca K un círculo con el centro en cste punto, situado en este recín- 
tu. Formemos una función armónica v (<, y) que sea conjugada 
con u (x<, y) en el círculo XK. Como este círculo es un recinto simple- 
mente conexo, la función analítica q (2) = u (7, y) + tv (z, y) será 
uniforme en el mismo (solamente hay que elegir de un modo deter- 
minado la constante que figura en la definición de la función y (x, y), 
por ejemplo, exigiendo que sea v (Zo, Yo) = 0). Formemos ahora 
la función f (2) = exp ly (z)]. Esta también será uniforme y analí- 
tica en el círculo X, expresándose su módulo |f(z) | mediante 
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ue (7. y) según la fórmula 
|f (2) | =exp lu (z, y)l. 

Si la función u (x. y) tuvicse máximo en el punto (zp, yo) el 
módulo |f (2) | también tendría máximo en este punto. lo cual, 
en virtud del principio del módulo máximo, es imposible (f (2) = 
=5 const, pueslo que su (x, y) 3 const). De] mismo modo nos con- 
vencemos que u (x, y) no puede tener tampoco minimo en el punto 
(Zo, Yo), puesto que si se alcanzase el mínimo en este punto, la 
función armónica —u (x, y) tendría máximo en el mismo. 

Se puedo obtener otra demostración de este icorema observando 
que la función analítica w = q (2) lransforma el entorno | z — zp | < 
< p en un recinto g que contiene a] punto we = q (z)). El recinto g 
contiene puntos cuyas abscisas u son menores que t, = Re [y (2,)) = 
= uu (Zo, Yo) y también puntos cuyas abscisas son mayores que 
U (Lo, Yo). Por consiguiento, u (x, y) toma en el entorno dado tanto 
valores mayores que tu (zo, yo) como valores menores que éste, de 
donde se deduce el teorema. 

De la proposición demostrada se deduce que una función real 


u (zx, y) que es continua en un dominio G y es armónica en el recin- 
to G, alcanza sus valores máximo y mínimo en los puntos frontera 
del recinto. Por esta razón, si una función lal conserva un valor 
constanle en la frontera del recinto G, entonces sus valores máximo 


y mínimo en todo el dominio € coinciden y, por consiguiente, ella 
es constante en el recinto G. En particular, se puede enunciar la 
siguiente proposición: 


Teorema. Si dos funciones us (1, y) y Us (x, y) son continuas 
en el dominio G, son armónicas en el recinto G y sus valores coinciden 
en todos los puntos frontera del recinto G, entonces estas funciones 
coinciden en todos los puntos del recinto G. 


En efecio, la diferencia de estas funciones es una función continua 
en G y armónica en G, Ja cual se anula en todos los puntos frontera. 


Por consiguiente, costa diferencia es igual a cero en todo el recinto €. 

Este último teorema garantiza la unicidad de la solución del 
siguiente problema importante que surge cn muchas cuestiones 
de la mecánica y de la física. 

Problema de Dirichlet. En la frontera de un recinto 
G está definida una función real, uniforme y continua q (<). Hallar 
una función u (x, y) que sea continua en el dominio G y armónica en 
el recinto G y que coincida con q (<) en todos los puntos frontera. 

Señalemos una de las múltiples interpretaciones físicas de este 
problema, suponiendo para precisar que el recinto G está limitado 
por una curva cerrada de Jordan T. 
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Consideromos una membrana, es decir, un cuerpo de la forma 
de una placa, cuyo espesor sea considerablemente pequeño on com- 
paración con las demás dimensiones y que pusea una resistencia a la 
tlexión insignificante en comparación con las fuerzas de tensión $ 
(estas ltimas están aplicadas al contorno de la membrana, son 
normales al contorno y, a la vez, llevan las direcciones de las tan- 
gentes a la superficie de la membrana). La tensión será debida a que 
cl borde de la membrana está sujeto rígidamente al contorno. 

Supongamos que la proyección ortogonal del contorno sobre el 
plano zy coincide con la curva T y que todos los puntos de la membra- 
na se proyectan sobre el interior del recinto G; designemos con u = 
= 4 (x, y) la cota del punto de la imembrana cuya proyección es 
(<, y). En la teoría de Ja elasticidad se demuestra que on estado 
de equilibrio, bajo la acción de una carga p, calculada para una 
unidad de árca de la superficie y dirigida ortogunalmente al plano 
xy, la función u (x, y) salisface a la ecuación: 


eu , 0u P 
sir Jr 
Si no hay ninguna carga (on particular, si $e puede despre- 
ciar el peso de la membrana), esta ecuación toma la forma 


du ótu 
dr? sí dy2 =0, 


de donde se deduce que la cola de un punto de una membrana sin 
carga en costado de equilibrio, es una función armónica. Para deler- 
minar la forma de la superficie de la membrana, se debe hallar una 
función que sea armónica en el recinto G y que tome en los puntos 
de la frontera P' unos valores dados, que están condicionados por 
la forma del contorno de la membrana, es decir, se debe rosolver 
el problema de Dirichlet. 

Reciprocamente: cualquier probloma de Dirichlet se puede inler- 
pretar como el problema de la averiguación de la figuran de oquilibrio 
de una membrana sin carga que está sujeta a un contorno rígido 
de una forma dada. 

Ahora nos ucuparemos de la resolución de este problema para 
el caso elemental, pero muy importante, en que el recinto (7 es un 
circulo |z— zo | < 1? y, por consiguiente, la frontera del recinto 
tz es la circunferencia ': | [ — z, | = 2?; entonces la función «q (3), 
definida en P', se puede considerar como una función del ángulo polar 
a de un sistema polar de coordenadas con el polo en el centro del 
circulo zp: 


P(É)— 9 (Zn | Re) =p (a), Uau as 2n, 


que satisface a la condición q (0) = q (2n). 
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Ismpecemos con la suposición simple de que (q (a) coincide con 
los valores 4 (R. a) que toma en l' una función u (r, 0) que os armó- 
nica en un círculo | z — zo | < FP”, de radio mayor que R. Entonces 
la función re (r, 0) será la solución del problema de Dirichlet (como 
ya sabemos, es la única). 

Expresándola mediante la integral de Poísson 

2n 
H3—n 


u(r, 0) = 3 AS %) Piar aaa Le r<kR, 
Ú 


podemos sustituir aquí u (7, a) por q (a) y, por consiguiente, ob- 
tenemos definitivamente la solución del problema en forma de la 
integral de Poisson, bajo el signo de la cual figuran los valores 
frontera dados de la función armónica 


27 
RA — y2 
u (r, JE mo. 2) q (1) Fira e 


Supongamos ahora «que (a) es una función arbitraria de la 
variable real a, dada a priori y conlinua en el segmento |0, 21). 
Formemos para ella la integral de Poisson: 

1 2n Re 

—r Fo 

25) * e (1.5:4) 
y dHemostremos, en primer lugar, que esta integral, considerada como 
una unción u(r, 0) del punto 2 = Za + reo = y + iy, es armó- 
uica en el interior del círculo G, y, en segundo lugar, que al apro- 
ximarse el punto z por el interior del círculo a un punto arbitrario 
E = Zo + ¿lete, situado en T, la función « (7, 9) tiende al límite y («). 
Después de esto no habrá más que observar que, extendiendo la 
definición de + (r. 0) a todos los puntos de Ja circunferencia P y 
baciendo e (A, a) = q (a), resulta una función que satisface a todas 
Ins condiciones del peoblema de Dirichlet, correspondiente a la 
función dada y (0). 

Comenzaremos con que el núcleo do Poisson 
R2—p2 
EF r—2Rr cos (8—a) 


se desarrolla en serie (1.2:4) (sustiluyendo p por £t), la cual es 
uniformemente convergento en el interior del circulo (: 


Hr 
MAZA cos Ue) 235 mo ¿cos (0—a), 
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Multiplicando esta serie por 57 (a) 0 icernda término a Lér- 


mino  Tespecto de «, onledo r< R o constante, obten- 
dremos: 
27 


E. 112 — y3 ls 
37] p (a) 82 r2—2HBr cos (9—a) A 
' 


27 
pr 


=> | ola da+ E - Es 
1) 0 
2x 
| 


p (a) cos a (0— a) da = 


2n 


= 32) p (21) de. +3 la 


p (a) cos na da cos 204. 


21 
A =p" p (x) sen na da sen no | re. (1.5:2) 
U 
Ilaciendo 
y E y 
An == í p(x)cosnada, fa. —=p ¡ p (a) sen na da (1: 1), 
0) Ú 


nos convencemos que 


231 
E £ i 
[an + ¿Bn E | MTS j $ (a) e= nu du 


; 2er 
rr y 19 (a) | de 
Ú 


e — o br 


» k 27% 


1 
y | -iPnl< =r r Y +) 19 (2)|da, 
y 


1 

do donde AER ——====— . 
[im [Sn + ibn 

l£n virtud de la observación hecha en cl ap. 1.2 (pág. 155) de 
aquí se deduco que la serie (1..:2) representa una función armónica 
en el círculo G, es decir, la integral (1.5:1) representa una función 
armónica en este círculo. Designemos esta función medianto u (r. 0): 

2x 
NR —y2 
(e, )=37 | 2) arrasa Y 

Ú 
y demosbremos que, para cualquier punto Ly = Zo + Hei% situado 
en E, u (r, 9) tiende hacia el límite q (a), cuando 2 -= zp + retó 
(r < £) Liende a £. Sin restringir generalidad, se puede suponer que 
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%y = (1, puesto que el valor del ángulo polar a depende solamente 
«le la elección de la dirección dol eje polar, y siempre ye puede hacer 
que oste último pase por cualquier punto ¿, € P'. Así, pues, se tiene 
que demostrar que 
lim  ]u(r, 0) —q (0)] =0. 
r>R, 00 
Utilizando la fórmula (1.2:11), escribamos q (U) cu la forma 


2n me A 
=> do 


| 1 
¿O=z 1 0 new 
8 


lor consiguiente, la diferencia d(r, 9) =u(r, 0) —q (0) puede 
escribirse así: 
2n 
113 — y2 


1 l 
d (r, 6) += ] [9 DIA ara (1.5:3) 


Seu € un número positivo arbitrario. Teniendo en cuenta que 
la función q (a) es continua «n el punto a = Ú, elijamos 0 (8) > 0 
du tal modo que para |a |< 26 (e) se cumpla la desigualdad 


le (90) <G. 


Designemos ahora con 06, aquel arco de la circunferencia PF, 
pura cuyos puntos sea |a]<<20 (e), y designomos con 2, ol arco 
<omplementario. Entonces, de la fórmula (1.5:3) hallaremos: 


alados 


F 8 


Acotemos cada uno de los términos del segundo miembro. Para 
el primero de ellos tendremos: 


1 e 1 Hi— p2 
E ) |<z Zn | miro e < 
g O 


£ e 
27 
1 R2-—,2 


e a 
<+ 3) R3 Fr? —2Rr cos (9— a) da= 2 
0 


Para acotar el segundo, observomos primero que la función 
«p (a) — q (0) está acotada en el segmento (0, 2x1]: | p (a) — (0) | < M. 
Mxijamos que para ol punto (7, 0) se cumpla la condición 
10] <ó6 (e). 


Como para los puntos del urco 22 el ángulo polar a pertenece al 
intervalo (26(€), 2 —26(e)), para estos mismos puntos 4—8 per- 
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tenecerá al intervalo (6 (e), 21—5(e)). Por consiguiente, se cum- 
plen las desigualdades 

IM — y? E H2— y 
cos (0—a) < cosó (0), Tay —3frcs0ra Ú TEFA2R00 00 
y 


1 | H2— ri 4 my 

|; | |<mM IR +r—2fircos Ó (e) 7: | da < M (t¿ +2 —2Rr eos d (e) * 

z 
6 P 

Para 7 —> R cl segundo miembro de la desigualdad tiendo 


a cero y, pur lo tanto, puede hacerse menor que 5 Si hi=r< 
< 6" (€). 
Asi, pues. para J0O]<d(e) y R—r<06' (2) se cumple la desi- 


gualdad 
1 4 
12,0) <l 37 $ |+l3 | |<e. 
o, E, 
de donde se deduce que 
lim  (u(r, 09 —9(0] 0. 
n q Pl ) 
Extendamos la definición de la función armónica u(r, 0) a los 

puntos de T, haciendo 


u(R, a)=q(%), Uxa<2r, 


entonces la función + (r, 0) será continua en el circulo cerrado 
Iz—z. |< R. Su continuidad en cada punto interior del círculo 
es evidente. Sea (Rf, a) un punto frontera; entonces, para cualquier 
sucesión de puntos interiores ((»,, 0)), que converja hacia (Mi, a), 
según lo demostrado, se liene: 


Jim y (1a, 0) =q (a) =u (It, a) 


y como la función q (0) es continua, resulta que para sucesión do 
puntos frontera £(R, 2,)), convergento hacia (17, a), se tiene: 
lim u (A, €.) =lim q (9,,) =- p (a) =u (R, a). 

Por consiguiente, u (r, 9) es también contínua en los puntos 
frontera del circulo. 

Así, pues, hemos obtenido la solución del problema de Jirichlet 
para el círculo en forma de una integral de Poisson de la función 
dada «q (0): 

«n 


1 R2— y? 
0] Ara e 
Ú 


Del resultado obtenido se puedo deducir un corolario, referente 
a las series de Fourier. Escribamos para esto cl desarrollo de Fou- 


172 CAP. VI. FUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


rier correspondiente a la función q (a): 
21 


9) 37) 90 d+ 
0 


21 2xt 


+- > [+ ¡ p (t) cos n£ dt cos nat — ] q (£) sen nt di sen no | 
1 %) 


y comparómoslo con la serio (1.5:2) para los puntos (r, 0) que 
pertenecen al radio que va dirigido hacia el punto «a (es decir, 
0 =a): 


23 
y (r, == | p (1) at + 
27 2x 


7 s [+ ¡ q (£) cos ne di cos na + — ¡ p (£) son nt dí sen na | (+): 
1 ñ 6 


Los términos de la última serie se distinguen de los lérminos de la 


p : 
serie de Fourier en que figuran los factores de la forma (7) =p 


donde p <1. Si p Liende a 4, según lo anterior, tendremos: 
lim u (+, a) = q (a). 
rot 


Hemos obtenido el siguionte resultado: si cada uno de los térmi- 
nos de la serte de Fourier de una función periódica continua q (x), de 
periodo 2x, se multiplica por la (n-ésima) potencia correspondiente 
del número p, el cual es menor que 1, resulta una serie convergente, 
cuya suma tiende uniformemente hacia q (2) cuendo p tiende a 1. 

Hemos obtenido un método de definición de la Iunción q (u) 
partiendo de la serie de Fourier, el cual puede no ser convergente. 
Tales métodos se llaman generalmenle métodos de sum a - 
ción do la serio, y el método especial obtenido de sumación lleva 
el nombre de método do Puisson (o de Abel). 

Del último resultado se deduce la proposición utilizada anterior- 
mente en el ap. 4.3 del cap. quinto: para cualquier función continua 
p (0) de periodo 211 y cualquier e > 0 eziste un polinomio trigonamé- 
trico 1 (0) lal, que 


Im (0)—T(B|<e  0<0< 2. 
En efecto, podemos hallar primero un Pp, 0<po<i1, tal que sea: 


[$ (0) — e Ao + > (0, Cos 110 + fin sen 0) ps) | <> 0<0<21, 
1 
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donde %o, %n, P, son los coeficientes de Fourier de Ja función + (0); 
después, aplicando la convergencia uniforme de la serie que figura 
entre llaves, se puede lomar una suma parcial 7 (6) tal que se cumpla 
la desigualdad pedida. 

[.6. Apliquemos 1ns transformaciones conformes al estudio de 
las funciones armónicas. Jóstas aplicaciones se fundan on ol simple 
hecho de que, al transformar conformemente un recinto G en otro D, 
las funciones armónicas en G se transforman on funcionos armónicas 
cn D. En efecto, si u (2) = u (27, y) = Re 1F (2), donde Y (2) es 
una función analítica en el recinto G, y w = f (2) transforma confor- 
memente G en D, entonces la función tbranstormada 


u* (10) = u [f7 (w)] = Ro (£ [/* (uy) 


es la parte rea] de la función F 1f (10)1, la cual es analítica en el 
recinto D y, por consiguiente, iambién cs una función armónica. 

Uitilicemos esta observación para obtenér, para un recinto arbi- 
trarjo acotado y simplemente conexo G, unas fórmulas análogas 
a la integral de Poisson. 

Fijemos un punto arbitrario z¿ € G y designemos con / (z) = 
== fzp (2) la función que transforma conformemente el recinto G en 
el círculo unidad | w | < 41, de modo que sea f (z,) =- 0 y f' (2) > 0. 
Si u (2) = u (x, y) es uva función armónica en este recinto, entonces 
u If (w)l = u* (w) = u* (r, 0) es una función armónica en el 
círculo unidad. Para ésta tendremos: 


27 
1 ds 
u* (0) => ¡ u* (p, 0) der j u* (p, aA)—, 


U 


donde ds es el clemento de longitud de arco de la circunferencia. 
Volviendo al recinto G mediante la transformación 3 = f7 (w), ob- 
tendremos la expresión del valor u (zp) mediante la integral a lo 
largo de la curva y, que es la imagen de Ja circunferencia | w | =: p: 


1 nl (ld 
u (2) =U (Zo, Ya) = 37 j u (5) ad (1.6:1) 
Yan 
donde do es cl elemento de longitud del arco yp,. Transformemos la 
1 (Y 
cxpresión Se: Con este fín, consideremos cl elemento de longitud 
dv de una línca que pase por el punto £ € yp y que sea la imagen del 
radio del círculo. Como la transformación es conforme, el elemento dv 
lleva la dirección de la normal a Ja curva y. Convendremos en que 
ésta sea la dirección de Ja normal interior. Como resultado de la 
transformación w = f (2), | f" (€) | dv se convertirá en —dp (en nues- 
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tras condiciones, de < 0), | f (£) | se converlirá en p y, por lo tanto: 
E A A 


—— e a e, 


A O VAT 


de donde 


1 
rol PRAT 
TO! y 


donde el simbolo - denota la derivada en dirección de la normal 


interior a Ppp- Por consiguiente, la fórmula (14.6:1) puedo reprcsen- 
tarse en la forma 


din 
4 fe AN 
u (2) =37 | (0) — 2 (1.6:2) 
5 
Esta es la fórmula pedida. 
Examinemos más detalladamente la función ln ===> ] . Como 


zo MEAT 
la función f,, (z) tiene un cero simple único en el punto zp, ésta 
puede expresarse en la forma 


Ízo (2) = (2 — 20) Po (2), 
donde Qq,, (2) es una función analitica que no se anula en el 
recinto G. Por consiguiente, 


a A A A A O 

Hz E) | ¡E ESOS 

de donde se ve que la función —1n | f¿, (2) | poseo las siguientes 
propiedades: 

1) ésta es una función armónica en el recinto G para 2 Zo y 
OS a logarílmico en el punto z, con la parte principal 
—In | 2 — zp 

2) no cs negaliva, puesto que |fz, (3) |] < 1, y tiende a cero 
cuando ol punto z tiende hacia la fronlera TP del recinto G (puesto. 
quo en osteo caso el punto w = f (2) tiende hacia la circunferencia 
unidad). 

La función que poste estas propiedades se llama función 
de (Froen del recinto G (para el problema de Dirichlet) y se de- 
signa asi: g (z, zo). Fácilmento so observa que las condiciones enun- 
ciadas determinan a g (z, zo) de un modo único. Tn efecto, si g (2, zp) 
satisface au las mismas condiciones, entonces 


8 (2, 2) — 8 (2, 20) 
es una función armónica en el recinto G (incluyendo el punto z/) 
que se anula en TP. Por esta razón, g (z, Zo) — 2 (Z, 27) == Q» 


In 


$ 1. FUNCIONES ARMONICAS 175 


Mediante Ja definición introducida aquí, la fórmula (1.6:2) 

se puede escribir en la forma: 
2 (2,) =>37 | u (e) 269 do, (1.6:2 

o 
Si en lugar del punto zp, se toma otro punto 2, € CG, entonces 
habrá que utilizar la función f,, (2) que transforma G en el círculo 
unidad |w|<4, de modo que f., (z) =0 y f;, (21) >0, y Jas 
imágenes circulares yo que corresponden a esta lransformación. 
Se puedo conseguir la transformación w, = f., (z) cn dos etapas: 
transformando G en el círculo unidad | w | < 1 mediante w = f,, (2). 
donde el punto z, irá al punto f,, (21), y transformando después et 
círculo unidad sobre sí mismo, de modo que este último punto vaya 


al origen de coordenadas y que Ja derivada de la transformación 
resultante sea positiva para z = Z,. Oblendremos: 


fzo (9—f2, (24) 
A — Fo, (E) fp (2) 


donde a se debe elegir de tal modo que sea f¿,(21)>0 (es nece- 
sario hacer 


fa, (2 — gia 


a= — Arg fzo (2,)). 
De aquí que 
== (24) fzo (2) 


== td 


, (1.6:3) 


1 
£ (z, 21) = In TE OT 


Oliservando que 
qn 1 
gs 2) 


y que (según la fórmula (1.6:3)): 


|1—F,, (21) fg, (o) | Ba 4 
| fe, (0—/f2, (24) | o [—=f, (24) | 


(puesto que fz, (Zo) =U), sacamos Ja conclusión que: 
8 (21, 2) =8 (Zn, 31). (1.6:4) 


Esta relación expresa la propiedad de simetría de la función 
de Green respecto de sus dos argumentos. 

1 camino de integración pp en la fórmula (1.6:2%) está Jigado 
con la elección del punto zp; al pasar del punto z¿ a otro punto z; 
se tiene que cambiar la curva y, por otra curva pp, que es la imagen 
de la circunferencia |w| =p en la transformación z = f¿| (w). 
Para obtener una fórmula que esté libre de este defecto, utilizaremos 
una transformación fija w = f (2) = fz, (z); en este caso, un punta 


£ (Zo, 21) = In 
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arbitrario z situado en el interior de yp irá a un punto w = rel 
situado en cl interior de la circunferencia | w | = p. Por consiguiente, 
tendremos: 


pi— p2 


p2r2—Zrp cos (0— x) da = 


27 
ee (2) +. u* (e, 0) =42 j u* (p, 2) 
0 
ue OPIO O! 
A SI) PIE ] > 
2 ] OOO TT" 

La integral obtenida representa una función armónica u (z) para 
todos los puntos z situados en el interior de la curva fijada yp. 

Obsérvese sin demostración, que haciendo ciertas suposiciones 
particulares respecto de T' (por ejemplo, suponiendo que T' es una 
enrva lisa cerrada de Jordan, para Ja cual el ángulo a de inclinación 
de la tangente, considerado cumo función de la longitud del arco «, 
sabisface a una condición de la forma | a (0) — a (a) | <C|a” — 
—0' PP, 14:>0), la función f,, (2) posee derivada continua f;, (2) 
enel dominio G. 

ln este caso. partiendo de una función u (2) que sea conlinua en 
G y armónica en CG, al pasar al círculo | w | < 1 obtendríamos tam- 
bién una fuución u* (w), continua en el círculo cerrado y armónica 
en el interior dol mismo, para la cual, 

on 
u*(0)= E j u* (1, 9) de, 


U 


Repitiendo los mismos cálculos que anteriormente, hallaremos «que 
en las condiciones impuestas a F' la fórmula (1.6:2) es válida 
también para r—1, es decir, cuando y, coincide con J”: 


1 sa O8(L, 20) . ¿ 
ua) 37 (o) LEA do, (1.6:2) 
) 


Si en P a priori se ha dado una función continua u (S), entonces 
esta misma fórmula resolverá el problema correspondiente de Diri- 
chlet. 

Sin desarrollar más estas observaciones respecto de la fórmula 
(1.6:2”), demostreios aquí también que el problema de Dirichlet 
admite solución para cualquicr recinto G limitado por una curva 
cerrada de Jordan I'. 

Sea q (5) una función continua en P. Realicemos una Lransfor- 
mación conforme del recinto G en el círculo unidad mediante la 
función w= f(z). En el caso considerado. esta función establece 
una correspondencia homeomorta entre P' y la circunferencia unidad 
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y, por consiguiente, translorma q (() en una función uniforme y 
continua q* ( (| + | = 1). 
Resolvamos el problema de Dirichlet en el círculo unidad para 
la función q* (7); obtendremos la función armónica 
' 2x1 
us (0) =u* (1, 0)= | ee) 


pe du 
2rcos (U—a) 

Volviendo al recinto G mediante la transformación inverza 
¿=f"* (w), obtendremos una función u (2) = u* |f (z)l, continua 
en G, la cual toma en TP los valores q (f) y es armónica en el recin- 
to G. Esta cs la solución del problema planteado. 


$ 2. SHIíNTFICADO DE LAS FUNCIONIS ANALITICAS DE VARIABLE 
COMPLEJA EN LA HIDROMECANICA. 
PERFILES DE JOUKOWSK1—CHATLIGUIN 


2.1. Vamos a estudiar el movimicnto plano (pla- 
no-paralelo) estacionario de un fluido ho- 
mogénoo incompresible. Este movimiento se caracte- 
riza en que la velocidad de cada partícula del fluido representa un 
vector que es paralelo a un mismo plano (+, y) y depende solamen le 
de las coordenadas z e y de la proyección de esta partícula sobre 
este plano (es decir, que no depende de la tercera coordenada ¿£ 
ni del tiempo). En este caso es suficiente estudiar solamente el 
movimiento de las proyecciones de das partículas del fluido sobre 
el plano (zx, y), es decir, considerar todo el movimiento como un 
movimiento plano. De acuerdo a esto hablaremos del ¡movimiento 
del fluido en el plano (z, y). Sea G un recinto del plano ocupado 
por el fluido cn movimiento. El conjunto cerrado F que es comple- 
mentario a G respecto del plano se puedo considerar como el conjun- 
to do las proyecciones de los cucrpos sólidos cilíndricos que son 
cireundados por el fluido en el espacio. A las componentes conexas 
separadas del conjunto F las llamaremos simplemente cuerpos 
sólidos, circundados por el fluido. En el esque- 
ma presente éstos son inmóviles. Pero también se puede reducir 
a este esquema el caso del movimiento do traslación rectilíneo y 
uniforme de un cuerpo sólido (o de un sistema de cuerpos sólidos) 
en el fluido. Para ello. en virtud del principio clásico de Galileo, 
es suficiente comunicar a todo el Nuido en su conjunto una velocidad 
constante en magnitud y dirección, igual a la velocidad de cualquicr 
punto del cuerpo. Entonces, el fluido, en lugar de estar en reposo 
en el infinito, tendrá esta misma velocidad y los cuerpos circundados 
se podrán considerar como inmóviles. 


12-1234 
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Sean e (e, y) yu (x, y) Jas proyecciones sobre los ejes coordenados 
del vector de la velocidad de la partícula del fluido que está situada 
en ol punto (x, y), (se supone que estas funciones son continuas). 
Consideremos algún arco y de una cueva lisa que una dos puntos 
2, y Za del recinto G. Si ds es el elemento del arco y y n es la direc- 
ción de la normal a ds, trazada de tal modo que r quede a la derecha 
del arco y durante el recorrido del mismo desde el punto z, hasta 
el punto Z., entonces el área del paralelogramo construido sobre ds 
y ul veclor de la velocidad u + ¿o, cs, evidentemente, igual al pro- 
ducto de ds por la proyección de este vector sobre la normal, es 
decir, es igual a 


[1 cos (1,2) | ECOS (a 1 cds, (2.1:1) 


Esta magnitud tendrá el signo —, si el vector de la velocidad forma 
con £ un ángulo agudo, y el signo —. si este ángulo es obtuso. 
Evidentemente, el paralelogramo indicado se puede considerar como 
ln base de un paralclopipedo recto cuya altura es igual a 1 (perpen- 
dicular al plano xy). El volumen de oste paralelopípedo coincide 
en valor absoluto con el número (2.1:1), el cual representa por lo 
tanto el volumen, tomado con un signo determinado, de la canlidad 
de fluido que pertenece a ina capa de altura 4, paralela al plano 
(lx, Y). y que pasa durante un segundo a través de la superficie que 
se proyccla sobre el elemento ds. La cantidad total de Muido perte- 
neciente a Ja capa indicada y que pasa en un segundo a través de la 
«superficie cilíndrica que se proyecta sobre ol arco y, será igual a 


¡ [te cos (a, 7) J UcCOoSs (2 | ds. 
Y 
Observando que en nuestras condiciones el ángulo nz es mayor 
en 5 nr que cl ángulo f£, z formado por Ja tangente a y, trazada en 
la dirección del recorrido de esta curva, y el eje real, obtenemos que 
COS (1, 1) == SOM (1, 0) ga Z ; 


Análogamonte 


cos (2, y) -- — Cos (x, t) = — da 


Por consiguiente, la integral indicada se puede expresar en la 
forma 


j (u Lo) ds= | —udx+u dy. (2.1:2) 


Y Y? 
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La magnitud obtonida se lama flujo del fluido a bravés 
de la curva y. Si la curva es cerrada y se ha tomado en ella una di- 
rección posiliva, de tal modo que la parte inlerior a la curva quedo 
a Ja izquierda del observador que recorre a ésta en esta misma diroc- 
ción, entonces la normal r está dirigida hacia la parte exterior a la 
curva y. Por lo tanto, cl Mujo n través del elemento ds de la frontera 
es positivo sí el fluido sale a través de ds hacia afucra de y, y es 
negativo si entra hacia el interior de y. Supongamos que la parle 
interior a y pertenece al recinto G ocupado por el fluido en movi- 
miento, y que no hay manantiales de donde podría aparecer 
fluido, ni sumideros donde podría consumirse éste. Entonces 
la magnitud total del fluido a lravés de y tiene que ser igual a cero: 


' —u dx udy =08. 
a 


Aplicando esta conclusión a tudas las curvas cerradas de un sub- 
recinto arbitrario simplemente conexo y E G que no contenga jma- 
nantiales ni sumideros, sacamos la conclusión de que el flujo del 
fluido a través de cualquier arco perteneciente a este recinto no 
depende de la forma de este arco, sino que depende solamente de 
la elección de sus extremos z, y Za. 

Supongamos que u y v poseen derivadas parciales continuas. 
Entonces de la condición obtenida se deduce que 


du 9 (—u) > 
IE TR (2.1:3) 

Temos oblenido la denominada ecuación de continuidad de un 
fuido incompresible. Evidentemente, ésta coincide con una de las 
ecuaciones de 1)”Alemberi — Luler para el par de funciones u(x, y) 
y —u(x, y). Para oblener la otra ecuación de D'Alembert-Juler, 
consideremos Ja integral 


| udx-udy, (2.1:4) 
7 


tomada a lo largo de la curva cerrada y. Es obvio que Ja expresión 
dx -+ e dy representa la proyección del vector de la velocidad 
sobre (01 elemento ds del arco p (más exactamente, es igual al pro- 
ducto de: la proyección de la velocidad sohro la tangente, trazada 
en la dirección del recorrido de la curva, por la longitud ds del 
elemento de arco). La integral (2.1:4) se llama circulación 
de la velocidad alo largo de la curva y. Supongamos que 
en un subrecinto simplemente conexo g CG la circulación de la 
velocidad es igual a cero para cualquier eurva cerrada pertenecienle 
a y. Iéntoncos, evidentemente, en el recinto dado tiene que cumplirse 


12 


180 CAP, VI. YUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


la condición 
Gu 97) , (2.1:5) 


y Óx 
Esta es la segunda ecuación de D'Alembert — Euler para el par de 
funciones u y —v. Su significado físico consiste en que clla expresa 
el hecho de que en el movimiento considerado del fluido (en ol 
subrecinto g < G) no existen rotaciones (o torbellinos). En general, 
se llama rotor (también rotacional o torbellino) de la velocidad u + iv 
en un movimiento plano, al vector que es perpencdicular al plano xy 


y cuya pruyección sobre el tercer eje coordenado £ es igual a 5 4 
El rotor de la velocidad caracteriza el movimiento de rotación de 
la partícula de fluido. Si la partícula de fluido se hiciese sólida, 


la volocidad angular de su rotación en el punto (z, y) tendría ol 


valor al) . Por lo tanto, la carencia de rotaciones (0 tor- 
bellinos) en un recinto dado g significa que en cada punto de éste 
la partícula del fluido puede tener solamente movimiento de tras- 
Jación, pudiendo ser somotida a una deformación, sin experimentar 
rotación alguna, la cual se considera como una de las componentes 
del movimiento en el punto dado. En el caso de que no haya rota- 
ciones, se cumple la ecuación (2.4:5) y, por consiguiente, la circula- 
ción de la velocidad es nula para cualquier curva cerrada. 

Suponiendo que en el subrecinto dado g € G se cumplen simul- 
táneamente la ocuación (2.1:3) (lo que supone que no hay manantiales 
ni sumideros) y la ecuación (2.1:5) (lo que supone que no hay rota- 
ciones o lorbellinos), hallaremos que Ja función 


u-|- (—v): =u— io, 


que es conjugada con la velocidad del movimiento de la partícula 
de fluido, es una función analítica del punto z = x + iy. 

Como g es un recinto stinplemente conexo, 4 — iv se puede con- 
siderar como la derivada de una función f (z) que es uniforme y ana- 
lítica en este recinto y que se determina uníivocamenteo salvo una 
constante aditiva arbitraria. 

sta función, que satisface a la condición 


f' (2) =u— to, 


so llama potencial complejo o función caracterís- 
tíca de la corriente. Hagamos 


H2)=q(e y) + ip (e y). (2.1:6) 
Entonces 


PAN dp . Op _ dp . 0 
P()= dz Ear AO 
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y, por consiguiente, 


%_ % _ 
Y _ Y _ 


El primer par de las relaciones obtenidas muestra que q (x, y), 
que es la parte real del potencial complejo, es el potencial 
de velocidades en el movimiento considerado. Es obvio 
que para éste so tiene la siguiente expresión: 


(x, y) x 
pla y) —0(m y)= | ude+vdy=Re (| y (2)dz). 
(xo ,v0) 20 
Del segundo par de las relaciones se deduce que 
(x, 11) Z 
Y (zx, y) —y (o, Yo) = ' —v dx +udy= Im (Y (2) dz) 
(xo, vo) 20 


es decir, la diferencia de dos valores de la función y (x, y) es igual 
al flujo del fluido a través de cualquier curva que una los puntos en 
los cuales se toma la diferencia. La función y (x, y), que es la parte 
imaginaria del potencial complejo, se llama función de 
corriente. 

Consideremos dos familias de curvas 


p (x, y) = const (2.1:7) 


y (x, y) = const. (2.1:8) 


En el plano de valores de Ja función € = f (2), éstas se represen- 
tan por las familias de rectas coordenadas: ¿ = const y ny = const. 
Como estas últimas son ortogonales entre sí y la transformación 
¿ =f (z) es conforme, las familias (2.1:7) y (2.1:8) son ortogonales 
entro sí (esto es cierto solamente allí donde /' (z) + 0, es decir, 
donde la velocidad de la partícula sea diferente de cero). 

Las curvas (2.4:7) se caracterizan en que para cllas 

dp Y dy = 
es docir, 
u de 4- vdy =0. (2.1:9) 


Estas son las líneas equipotenciales. Para las curvas 
(2.1:8) es caraclerística la relación 


xl: Cd A 
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es decir, 
—u de -- 1 ly = () 
o bien 
a (2.1:10) 
Estas se Jlaman líneas de corriente. 

De la ecuación (2.1:9) se deduce que en aquellos puntos en que 
ol vector de la velocidad u + iv es diferente de cero, éste lleva la 
dirección de la normal a la línea equipotencial correspondiente. 
Del mismo modo, de la ecuación (2.1:10) se deduce que este veclor 
Meova la dirección de la tangente a la línea de corriente. De aquí 
se deduce una vez más que las líneas ecquipolenciales y las líneas 
de corriente son ortogonales entre sí. 

Además, coincidiendo el vector de la velocidad con la Langente 
a la lnea de corriente y siendo ol movimiento estacionario (las 
velocidades dependen solamente de la posición de Ja partícula), 
so deduce que las líneas de corriento coinciden con las Lrayectorias 
de las partículas *). 

Si el recinto G del movimiento del fluido contiene manantiales, 
sumideros o torbellinos (es decir, puntos a los cuales Jes correspon- 
den rotacionales no nulos). entonces, excluyendo a éstos del recin- 
to (. obtendremos un recinto múltiplemente conexo G”, para cada 
uno de cuyos subrecintos simplemente conexos es aplicable todo 
lo expuesto anteriormente. De aquí se deduce, igual que anterior- 
mente, que la función u — iv, que es conjugada con la velocidad 
7 + io, representa una Ínnción analítica uniforme en todo el recin- 
lo (E, 


La función 


9 ="4| (u—i0)di=q (2, y) +89 (2, y) 


(genera]mente multiforme) será de nuevo el polencial complejo del 
movimiento del fluido, descomponiéndoso en cada subrecinto 
simplemente conexo g” 2 G” cn ramas analíticas unilormes. Como 
la derivada de cada una de éstas coincide con una misma función 
u — to, las distintas ramas del potencia) complejo pueden difleren- 
ciarse entre si solamente en una constante aditiva. 

Los manantiales, sumideros y lorbellinos excluidos del recinto G, 
serán puntos singulares de carácter uniforme o multiforme del poten- 
cial complejo. Dodo esto se aclarará a continuación con ejemplos. 


*) En el caso geverad de un movimiento no estacionario también se pucdr 
hablar de los lineas de corriente como de curvas, enyas Langontes coinciden 
en el momento dado con los vectoros de las velocidades; pero aquí. pur lo gene- 
ral, Jas líncas de corriente no coinciden econ las trayectorias de las partículas. 
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En resumen, hemos establecido que a cada movimiento plano 
estacionario de un fMuido incompresible en un recinto G de corresponde 
una función analítica f (2) (el potencial complejo del movimiento), 
la cual tiene singularidades solamente cn aquellos puntos en los que 
hay mauantialos, sumideros o Lorbollinos. Por lo general, esta fun- 
ción es multiforme, pero su derivada, que representa en cada punto 
del rocinto un número complejo conjugado con la velocidad nu + lo, 
cs uniforme. 

La frontera del recinto se puede considerar como el conjunto 
de las configuraciones (de las proyecciones o de las secciones) de las 
paredes del recipiente que contiene el fluido, o de los cuerpos cilíndri- 
cos que son circundados por el fluido. Como las partículas del 
fluido que son adyacentes a las paredes tienen que deslizarse a lo 
largo de ellas, la frontera del recinto tionc que formar parte del 
sistema de das líneas de corriente. 

Si, en genera), se tiene una función analítica f (2) en un recinto (e, 
a excepción de algunos puntos, la cual puede ser multiforme, pero 
que posce derivada uniforme f' (2), entonces esta función se puede 
interprelar como el potencial complejo de una corriente de fluido 
en el recinlo G. En este caso, los puntos singulares de la función 
pertenecientes al recinto G deben inlerprelarse como mananliales, 
eumideros o torbellinos de la corriento y la frontera del recinto, como 
la configuración de los cuerpos sólidos que son circundados por el 
fluido. Para que seca posible esta última interpretación. es necesario 
due la frontera del recinto G forme parte del sistema de las líncas 
qe corriente, es decir, que la función de corriente (y (x, 4) 
= tm If (2)1) conserve valores constantes en todos los continuos 
de la frontera (en cada continuo, su valor). 

2.2. Pasando a la ilustración de los razonamientos generales 
expuestos on el apartado precedente, consideremos primero el caso 
de una función lincal entera 


f (2) = MZ. 
lista puede considerarse como el poleucial complejo del movimiento 
de un fluido que ocupa todo el plano. Este movimiento es de trasla- 
ción y su velocidad en cualquier punto es igual af” (2) := a. Haciendo 


a =0 -|- ¿B, obtenemos para el potencial de las velocidades la 
expresión 


p(%, y) = ut —Py. 
y para la fuución de corriente, la expresión 
yY(x, y) == a AY. 


En la fig. 23 están representadas Jas lincas de corriente y las 
lineas equipolenciales, ortogonales a ollas. 
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Si en lugar de todo el plano se considera solamente una franja 
limitada por dos rectas paralelas al vector a, entonces la misma 
función representará el potencial complejo de la corriente del fluido 
en da franja. 

Veamos lambién el ejemplo do la función 


f (2) =2*. 


lista también es el potencial complejo del movimiento de un fluido 
que ocupa todo el plano. La velocidad de la partícula del fluido 


FIG. 23. 


situada en el punto z es igual a f' (2) = 2z, el potencial de las veloci- 
dades liene la forma 
p(r y=—y, 
y la función de corriente es 
Y (z, y) =224. 


En la fig. 24 están representadas las líneas equipotenciales ? — 
— y? = const y las líncas de corriente 2zy = const del movimiento 
considerado. lividontemente, éstas son hipérbolas equiláteras. Ambos 
ejes coordenados (2xy = 0) también perlenecen a las líneas de corrien- 
Le. La velocidad en el punto de su intersección (en el origen de coor- 
denadas) es igual a cero. Considerando en lugar de todo el plano uno 
de los cuadrantes coordenados, por ejemplo, el primero, sacamos 
la conclusión de que esta misma función representa el potencial 
complejo del movimiento plano de un fluido. situado en el primer 
cuadranle coordenado. En este caso los lados del cuadrante represen- 
tan las paredes del recipiente, dentro del cual se mueve el fluido. 
Flallemos el movimiento del fluido que circunda un cilindro circular 
y que tiene en el infinito la velocidad U + ¿V = Aeto, 
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Con este fin, apliquemos el método de transformación conforme. 
Sea | z | = R la sección del cilindro por el plano zy (o la proyección 
—ia 


-» 
we 


del cilindro sobre este plano). Entonces Ja función z, -= trans- 


R 
Forma conformemento la parte exterior del círculo | 2 | > RP? on ta 
parte exterior del círculo unidad en cl plano z,. transformándose 


| l ES 
el vector 4ei% en el vector wi , el cual lleva la dirección del eje real 


á db Sis só 4 
(la dirección positiva). Por otra parte, la función zo +5 (2 +=) 
2 3 a 


FIG, 24. 


transforma conformemento la parte exterior del circulo unidad en 
la parte exterior del segmento del eje real mn 1<iS 1, ya = 0. 
' —10d 

Por esta razón, la función => (+2) es anali- 
tica en la parte exterior G de la proyección del cilindro dado; además, 
su parle imaginaria y conserva un valor constante, precisamente 
el valor cero, en la frontera | z | = /?. De aquí que, si esta función 
se considera como el potencial complejo del movimiento de un 
fluido en el recinto G, entonces la frontera del recinto será una de las 
líneas de corriente, es decir, el fluido circundará al cilindro | z | = RA. 

Para la velocidad de la corriente tendremos: 


E E A 
(E) =3l 7 3) =3 O 
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de donde la velocidad en el punto del infinilo será igual a e 
lista magnitud se diferoncia de la dada 4c%% solamente en el factor 
am . Multiplicando la función construida anterior- 
mente por 24/?, obtenemos definitivamente la función 


real positivo 


Aru Je q Y) qe 


(: 
A 
cuya parte imaginaria, igual que anteriormente, Liene un valor cons- 
lante (igual a cero) en la circunferencia |z | -- 22 y cuya derivada 
en el punto del infinito es igual a Y — ¿F, magnitud que es conjuga- 
da con el valor dado de la velocidad. En resumen, la función 


Ft) = 00): ERA 


proporciona el potencial complejo del imovimiento de un fluido 
que cireunda al cilindro [2] = A con una velocidad E — “¿Y dada 
en el infinito. 
Para cl polencial de las velocidades halliumos la expresión 
Ae m 
(e, y) =Ro(/()]=(Ua4- Up (1 5) > 


T- L yl 


y para la función de corriente, Ja expresión 


Y (2, y) =ITmf/(2)) = (—Vzx 4 (y) (1-5) 


o 
Por ello, las Jíneas cquipotenciales tienen Jas venaciones 
(Cal yes ya de) O (ya, 
y las Jíinéas de corriente, las ccuaciones 
(Ves Uy) (a? y2— 48%) = Ca (22 + y"). 


Unas y otras son curvas algebraicas de lercer orden. Jéstán represen- 
tadas en la fig. 25. Obsérvese, que para Co = tt resultan las líneas 
de corriente: la recta — Vx — Uy = 0, ln cual pasa por el origen 
de coordenadas y es O al vector de la velocidad en el infinibo, 
y la circunferencia 232 + y? = ?. En Jos puutos +4fe*% de inter- 
AeT la 22 


po 


sección de estas Jíneas, la velocidad f' (2= de'*— 


os igual a cero. In todos los demás puntos del plaso ésta es diferente 
de GLro. 

l3n el ap. 2.4 se verá que son posibles corrientes que circundan 
el mismo Cilindro que tiene otro potencial complejo, 
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2.3. Delengámonos en Ja interprelación de los puntos singulares 
más sencillos de una Íunción analítica como manantiales. sumideros 
y lorbellinos. Considoremos primero una singularidad Jogarílimica 
(punto de ramificación de orden imfinilo). 

Sea f (2) = Ln z; esta función multiforme, definida en el recinto 


0<l|z]|<oo. posee dorivada uniforme f' (z) :- - y, por consi- 


guiente, puede considerarse como el potencial complejo de una 
corriente estacionaria de un fluido. En el caso dado el potencial 


de las velocidades es uniforme: q (e. y) =In | 2]. y la función 
de corriente es multiforme: ap (x, y) = Arg 2. Las líneas equipolen- 
ciales In ]z |] = const o |z | = cons! son circunferencias con centro 
en el origen de coordenadas, y las líneas de corriente son rayos recti- 
líneos Arg z — const. 


. Y Y" IE 1 
Como la velocidad en cl punto z es f (2) --= 5 y. por 
3 


consiguiente, lleva la dirección del rayo Arg z = const del origon 
de coordenadas hacia el punto del infinito, todas las partículas 
se mueven en la dirección que va del origen de coordenadas hacia 
el punto del infinito con unas velocidades muy grandes cerca dol 

. — . E e NEPTUNO 4 % 
origen y muy pequeñas lejos del mismo. dE (2) | = 7): 151 
cuadro indicado nos obliga y considerar uno de los puntos de rami- 


un manantial de fluido, y el otro, z — oo, como un sumidero. Para 
determinar la potencia del manantial o dol sumidero, calculemos 
el flujo del fluido que pasa a través de una circunferencia arbitraria y 
con el centro en el origen de coordenadas. 
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Según lo establecido en el ap. 2.1, este flujo es igual a 


' —v dx + udy = 1 | | f' (2) da| =J [J =]=2m, 
Y ? 7 

Así, pues, a través de una circunferencia de radio arbitrariamente 
pequeño con el centro en el origen de coordenadas, pasa en un segundo 
una cantidad de fluido que cs igual a 2 (más exactamente, hay que 
figurnrse la superficie de una capa cilíndrica circular de altura dl 
cuya sección es la circunferencia indicada; precisamente a través 
de esta snperficie pasa un volumen de fluido igual a 21). El número 
obtenido Jo consideramos como la potencia del manantial z = 0 
de donde se desprende el fluido con una velocidad infinitamente 
grande, o coma la potencia del sumidero 2 = oo, dondo desaparece 
el fuido (con velocidad nula). 

Si en lugar de la función Ln z se considera como potencial com- 
plejo la función F (2) = — ¿ Tn z, entonces el potencial de velocida- 
des será la función q (zx, y) = ReIF (z)l = Argz, la función de 


corriente ay (xr, y) = Al [F(2)l. —In|z/ y la velocidad en el 


lo . : 
punto z será igual a = = Ta]F Isn este caso las líneas equipoten- 


E 
ciales son rayos ctilindos que parten del origen de conrdenadas 
y las líncas de corriente son circunferencias con centro en el origen 
de coordenadas. 


¿ 


tá ea . 
¿jr Ya dirigida por la tangente a la circun- 


ferencin correspondiente en sentido positivo, cada partícula de fluido 
se moverá por una circunferencia con centro en el origen de coordena- 
das, girando alrededor del mismo en sentido positivo (en dirección 
contraria n Ja de las agujas del reloj). La velocidad de las partículas 
será de nuevo muy grande cerca del origen y muy pequeña a lo lejos 
de ól. En virtud de esto, el tiempo que se necesita para el recorrido 


Como la velocidad 


E l E 4 Ae 
de la circunferencia es igual a 2nr: o 2n1? y, por consiguiente, 


crece proporcionalmente al cuadrado del radio de la circunferencia. 
Se puede comprobar fácilmente que en este caso no hay manantiales 
ni sumideros (esto se deduce de que la función de corriente en el caso 
dado cs uniforme). Para la circulación de la velocidad a lo largo 
de una circunferencia arbitraria y con el centro en el origen de coor- 
denadas, obtenemos la magnitud 


| uds +vdy=Re[ | F (2) dz] =Ro A E] 2, 
ed 


Gumo cl valor de la circulación es el mismo, tanto paca las circun- 
ferencias | z | =r de radio arbitrariamente pequeño como para las 
de radio arbitrariamente grande, el origen de coordenadas y el punto 
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del infinito se pueden considerar comu torbellinos de la 
corriente considerada, y la magnitud 21 como la intensidad de este. 
torbellino (tanto de uno como del otro). 

De los ejemplos indicados es fácil pasar al caso de un manantial 
y un sumidero de cualquier potencia m, colocados cn dos puntos 
previamente dados del plano, o al caso de dos torbellinos de una 
intensidad dada JP, arbilrariamente situados. Al primer caso le 


E . TR 2— S 
corresponde el potencial complejo Ln 577 (a es un manantial, 


FIG. 26. 


: : y 2— 4 
b es un sumidero), y al segundo, el potencial complejo a y 


(a y hb son dos torbellinos). Siendo dados los puntos a y y, el cuadro 
general de las líneas cquipotenciales y de las líneas de corriente 
es el mismo en uno y otro caso (fig. 26). No obstante, en el primer 
caso las líneas de corriente son arcos de circunferencias que unen 
los puntos a y b, y las líneas equipotenciales son circunferencias 
ortogonales a ellos. En el segundo caso, por el contrario, estas últimas 
son líneas de corriente, mientras que las primeras son líneas equi- 
potenciales. 

Consideremos el potencial complejo que es igual a la suma do los 
dos potenciales señalados anteriormente: 


m—if ¿— DIA 
f (2) == Ln pa (2.3:1) 


ó 


Para éste Jos puntos a y b se pueden considerar como un ma - 
nantial-torbellino, precisamente como la unión de un 
manantial (o sumidero) de potencia m con un torbellino de intensi- 
dad T'. Aquí los potenciales de las velocidades y la función de corrien- 
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te son, a iguales a 


|: —a | Co,  :—«u 

q (e, y)— Er la 51 ao Arg; d 
m :—a | ¿—an 

Pla Y) == ME O 


Las líneas equipotenciales y las líneas de corriente forman dos 
familias, ortogonales entre si, de las llamadas espirales 
Jogarítmicas dobles que se enrollan en los puntos 
« y 0%). En la fig. 27 están representadas tres curvas de una familia 
y una curva de la obra. 


PIG. 27. 


Partiendo de estas consideraciones, veamos cuál es la interpreba- 
ción hidromecánica del polo de una función analítica. Sea 


f(2)= (im — LA n= = 


el potencial complejo que corresponde a dos imanantiales-tor)he- 
tivos sittados en Jos puntos a y 6. Represontemos f(z) en la 
lorma 


a tm— Pb Un (¿—a)— 1. (2h) 
A 


y stipongamos que h lLiende hacia el límite a y que en estas condicio- 
nes m — ¿CT liende hacia el infinito de tal tuodo, que el produclo 


*) Estas se convierten cn espirales logarítmicas mediante la transformación 
¿—4 
z—b 
que se cortan con cualquier arco de circunferencia que una los puntos a y b, 
bajo un mismo ángulo. 


homográflica l = y, por consiguiente, forman una familia de curvas 
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(im — iD) (h6 — a) tiene un límite finito /te'*, distinto de cero. 
Entonces, como resultado del paso al límite, obtendremos la función 
Pido o 

J" (2) = E =D (2.3:2) 
la cual posee un punto singular único, precisamente un polo simple 
situado en el punto a. Asi, pues, el polo simple se puede considerar 
como la unión de dos manantiales-torbellinos con intensidades igua- 
los y crecientes indefinidamento. 

Claro, se puede obtener el mismo resultado partiendo solamente 
de un manantial y un sumidero (P = 0) o solamente de dos torbelli- 
nos (m := 0). 

Maciendo z — «a = pe%, escribamos el potencial de velocidades 
y la función de corriente en la forma 


(2) =KRe]4 (2) =A y ) 


A PR sen (a — 0) 
Y (2) = Jm [F (2)] = EE. 
De aquí se deduce que las líneas equipolenciales y Jas Jíneas de 


corricute 
e cos (a — 0. eE En sen (1 — 9) 
<N p) JU p 


se representan en forma de dos familias ortogonales de circun- 
ferencias: 


-=£CONSl 


p=C,cos(x—0), p - Cosen(a—0), 


donde las circunflerencias de la primera familia (las líneas equipoten- 
cinles) son tangentes en el punto a al vector ¿2e*%, el cual parte 
de este punto, mientras que las circunferencias de la segunda fiumilia 
(las líneas de corriente) son tangenbes en el mismo punto al vector 
Reta (Fig. 28). 

Análogamente pucden inlerprelarse los polos de segundo orden. 
como la unión de dos polos de primer orden; los polos de tercer orden, 
como la unión de dos polos de segundo orden, etc. 

2.4. Veamos la construcción del potencial complejo para la 
corriente de un fluido que circunda un cilindro circular, la cual 
nos llevará a un resultado de carácter mág general que el obtenido 
en el ap. 2.2. 

Supongamos que se necesita hallar el potencial complejo para una 
corriente de fluido en el recinto | z | >> /?, donde se supone que la 
velocidad en cl punto del infinito es Y + ¿Y y que en el recinto 
R<iz3|<os nou bay manantiales, sumideros y torbellinos. Jónbon- 
ces, para la derivada f” (z) del potencial complejo, que es conjugada 
con la velocidad en cl punto z, oblenemos que ésta tiene que ser una 
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función analítica uniforme en el recinto R < [z |< oo, que toma 
el valor finito U — ¿V en el punto del infinito. Por consiguiente, 
el punto del infinito es regular para ella, y obtenemos: 


f(y=0 144%. 4- 


z ' 22 A: 
de donde 
= | A2 _ Az 
f (2) = (O —.¿V) 2+ Ás in 2 —— 53 — es 4 
Aquí se ha lomado la constante do integración igual a cero. 


¿Re" 


Para obtencr de aquí la función de corriente y(2=ImI|7 (21, 
hagamos 

z == rel, A,= a/+íby, Ay = (a —ibz, Az=43 +83, ..- 
Tendremos: 

Y (1er) <= Ur sen 0 — Vr cos0 4 a,04 bh, 17 + = sen0— z cosÚ 


Ús l 4 6 V72 5 
+ sen 20 — 009 204... =40-4-b ln r— ad cos 0 
an -p [yl ha 4 a 
- ——— sen 0—= COS 20 + 3 Sun A 


7 


Como la circunferencia | z | = Ai es una de las líncas de corriente, 
la función y (re'8) tiene que conservar un valor constanle para r — li 
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y cualesquiera valores de €. Del desarrollo halladu para y (re*0), 
el cual es convergente para r >, se deduce que se satisfacen las 
condiciones impuestas si se hace 


a; =0, bo 4 VH12=0, a9 + ¿4R?=0, b¿=0, ay =0, $e. 


Si los coclicientes se eligen de este modo, iendremos: 
()=ib, Lnz+(U— 11) EEE 
(hb, es un número real arbitrario). 
Para la derivada /'(z) oblonemos la expresión 
1) = Bow EE 


de donde , 
Vo ra= | E = 20h, 


e 
|2 |=r | 2 fur 


Por esta razón, el finjo del fluido a través de la circunferencia 
|z | =r es igual] a cero y la circulación de la velocidad a lo largo 
de la misma circunferencia es ígual a —21b,. Eligiendo de un modo 
conveniente b,. podemos obtener cualquier valor previamente asigna- 

; 5 í J 
do de la circulación T: —2nb, = TP, de donde ib, = 2 * Por con- 
siguiente, f (2) puede escribirse en la forma 


$(2)=>3y7 nz (UEG, 21) 


donde se ha introducido también una constante aditiva arbitraria C. 
El potencial complejo se expresa aquí en forma de una suma 


de una corriente circular pura 377 En 2, correspondiente a torhbellinos 


de intensidad P en el origen de coordenadas y en el punto del infi- 
nito, y de la corriente sin circulación 

U—iv) a ELA 
hallada en el ap. 2.2. 

Demostremos que la fórmula (2.4:1) es la solución más general 
de] problema de la circundación de un cilindro con una velocidad 
dada E -]- ¿VW en el punto del infinito y con una circulación dada T. 
En efecto, sea f, (2) un potencial complejo que satisfaga a Jas mismas 
condiciones. Entonces la diferencia f, (2) — f' (2), que es conjugada 
con la diferencia de las volocidades de las partículas del fluido que 
participan en el primero y segundo movimiento, es una función 
analítica uniforme en el recinto | z | > RP, la cual se anula en el 
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punto del infinito. Por consiguiente, 
iD il)= Le, 
de donde 
> hi US la 
VI) —F (1 da | LE = 240. 
Y Y 


Como las circulaciones de las dos velocidades a lo largo de y 
tícuen que ser iguales entre sí, se Lienc: 


Re [ JUit=1 (2)] dz | —2a1 (01) =0 


es decir. cy es un número real. Para la diferencia de los poton- 
ciales complejos f/, (2) —f (2) obtenemos: 


Fi(2—](2=c0+C1 Ln 3% — is 


y para la diferencia de sus partes imaginarias, es decir, de las 
inrciones de corriente: 


9 (7, 6) = 11m [f, O 


Yo +00 cost + 2 son 0 — +5 cos 20 |. E sendB—. 


donde con Py se han designado las partes reales do los coeficientes 
c¿ y con yy, sus partes imaginarias. Según el sentido del problema 
la circunferencia r = R tiene que ser una línea de corriente para calla 
una de las corrientes consideradas, por lo cual $ (RF, 0) == const. = c. 
Pero del desarrollo hallado para $ (r, 0) se deduce que 6 (r, 0) — c9 
es una función uniforme de z = rei. En particular. tiene que ser 
también una función uniforme de O la función Ó (1t, 0) — c/0 = 
= € —Cj0, de donde se deduce que cy, = 0. 
Así, pues, A 


6 (r, 0) = ÉL cos04+ E a sen M) — 3 Cos 20 -; e sen 20—. 


Vemos, pues, que Ó (r, 0) es una función armónica uniforme on 
el recinto r > R, la cual conserva cl valor constante e en la circunfe- 
rencia r= R. De aquí se deduce que 6 (r, 0) = const (vénse ol 
ap. 1.5) y, por consiguiente, la (unción analítica f, (2) — f (2), 
cuya parte imaginaria es qee a ó (r, 0), es constante. Jin resumen, 


1)=1M9+0= E tne+(0-0)2 1 E-DE4 Cr, 


con lo cual se termina la demostración de la unicidad de la solnción 
que hemos hallado. 
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Para el potencial de las velocidades y la función de corriente del 
movimiento determinado por la función (2.4:1), tenemos las siguien- 
tes expresiones: 


N 7 P 1 R 
p(2 1 —>3, Mgz+ (Ux- Vy) (1+ En) 6. 


a p , Y mr 3 
pe (x, y) =. —Ñ 3 In | 2| 1 (—Vz--Uy) (1 231) + *- 
Por consiguiente, Jas ccuaciones de las Jíncas equipotenciales 
y de las líneas de corriente son, respectivamente: 


T , ' 1. == 
37 Argz + (Ux-| Vy) (1+5,) =C1, 
1 o R3 i 
—>37 1H 24 (—V2+09 (1-1) =C. 


Para P = 0 éstas ya fueron estudiadas en el ap. 2.2. Para TP <[0 
resultan unas curvas transcendentes, cuyas formas dependen de la 


y 


D 


| 
Ñ 


FIG. 29. 


relación entre T y U + ¿V. Supongamos, para mayor sencillez, que 
V =0 (siempre se puede Jlegar a esle caso mediante una rotación 
de los ejes coordenados) y hallcmos los puntos críticos de la corriente, 
cs decir, aquellos puntos en los cuales se anula la velocidad. De la 


139 
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expresión de la velocidad 


se deduce que estos puntos satisfacen a la ecuación cuadrática 


yl as 15E a, TI Do 
2 —=3 024% =0 O bien 2 + i—R =0, 


de donde 
2=5p+ Vr (Ey (10) 
i [FP |:>4xaRt | U |, entonces ambos puntos críticos z, y za 
son o puros; además, de la relación 2,22 = —R? se ve 


que solamente uno de ellos está situado fuera de la circunferencia 
|Iz|-- At, es decir, en el recinto ocupado por el fluido. Las líneas de 
corriente para este caso están representadas en la fig. 29. Si | I' | = 
= 4aR | (O 1, resulta solamente un punto crítico, situado en la inter- 
sección de la circunferencia | z | = Ri con el eje imaginario (fig. 30). 
Finalmente, para |T ] <4rRi | U |, igual que en el caso de una 
corriente sin circulación, existen dos puntos críticos situados en 
la circunferencia | z | = /? que son simétricos respecto del eje ima- 
ginarso: 


2V R-(10) +20 


(fig. 31). 

2.5. En el apartado anterior se resolvió el problema de la circun- 
dación del círculo (del cilindro circular). Partiendo de aquí se puede 
resolver, mediante la transformación conforme, el problema de la 
circundación de un cuerpo de forma arbitrarin. Seca L una 


YA | Y 


x 


FIG. 30. FIG. 31. 


curva cerrada de Jordan del plano z; se necesita construir el poten- 
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cial complejo de una corriente de fluido que circunda £ y posee una 
velocidad dada U + ¿V en el infinito. Transformemos conformemen- 
te la parte exterior a £ en el exterior del círculo unidad | t | >> 1, 
de modo que el punto z = oo so transforme en el punto £ = oo. 
Sea l = F (2) la función que realiza csta transformación. En un entor- 
no del punto z =00 ésta tendrá un desarrollo de la forma 


Fla) = 03d Ge 


- 


donde c, 3 0. 
Para especificar, supondremos que el coeficiente c, es un número 
real positivo, es decir, F” (00) >> 0. Con las condiciones indicadas 
F (2) se determina unívocamente (para reducir este caso a la iranslor- 
mación del interior de una curva de Jordan en el interior de un cíc- 
culo, es suficiente recurrir a las transformaciones auxiliares: 7 = 
1 , ; , 1 
ra donde zy es un punto situado en el interior de Lyt' =>). 
En esta transformación el potencial complejo buscado f (z) se con- 
vertirá en el potencial complejo de una corriente de fluido que circun- 
da al círculo unidad y, por consiguiente, tendrá la forma: 
Je pO, u q 4 
1) == (0 = yy Ln 1 (u— 10) 4 Eo 


ls. UE 
Poo) Poy!” 
la fórmula hallada puede eseribirse en la forma siguiente: 
I— iy OT Ñ 
a A 


T > z 
O =p LOA COAST 


(véase la fórmula (2.4:1)). Como q' (00) --u—iv—= 


En esta fórmula, además de la constante arbitraria c, que no 
desempeña papel alguno, figura también un coeficiente real 1. 
Demostremos que éste debe elegirse igual n la circulación de la 
velocidad de la corriente a lo largo de cualquier curva cerrada que 
encierre on su interior a la curva £, por ejemplo, a lo largo de la 
imagen y, de la circunferencia |£ | =7">1 en la transformación 
3 = PF” (t). En efecto, 


nd I se : . 
| f' (3) dz2= Var f (2) == 7 Var |Arg F (2)). 

Yr en Yr 
Vr 
Pero, cuando z recorre y, una vez en sentido positivo, t=4P (2) 
recorre la cireunferencia una sola vez en la misma dirección; pot 
esta razón Var Arg F (2)= 2x5 y 

Ye 


' f'(z]dz=", 


> 
de dondo se deduce Jo que se afirmaba. 
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En resumen, cl potencial complejo de la corriente de un fluido 
que circunda un circuito £, se dotermina por la fórmula (2.5:1), 
donde T' es la circulación de la corriente, U + ¡¿V es la velocidad en 
el punto del infinito y F (z) es la función que transforma conforme- 
mente cl exterior del circuito £ en el exterior del círculo unidad de 
modo que F (00) = 00 y F' (00) >> 0, 

Apliquemos esta fórmula para hallar el potencial complejo «de una 
corriente de fluido que circunda cl perfil de Joukows- 
ki—-Chapliguin (el perfil del ala de un aeroplano con 
el borde anterior redondeado). 


FIG. 32. 


Para construir un perfil semejante, consideremos dos circunferen- 
cias y y y” en el plano £, de modo que una de ellas, y, pase por Jos 
puntos +1 y sea tangente interior a y' en el punto 1. Como ya sabe- 


e 1 1 a : 
mos, en la transformación z => E +-$) a la circunferencia y 


le corresponde un arco 9 de circunferencia con los cxtremos +1 
y la parte exterior a y se transforma conformemente en el exlerior a Ó 
(t. l, ap. 4,9, cap. segundo). Por consiguiente, la circunferencia y” 
se transformará biunivocamente en una curva cerrada 0” pertenecienle 
a la parte exterior a 6 (a excepción de un solo punto z = 1 que es 


común con 6). Como z = 1 es la imagen del punto ¿=1 y ria mu 


1 Bt. | 
q (1 —+) == tiene un cero simple en este punto, 
los ángulos con los vértices en el punto E = 1 tienen que aumentar 
dos veces en la transiormación considerada. Pero, según la condición, 
cl ángulo formado por y y y” es igual a cero. Por lo tanto, 5 y 6' 
también tienen que formar entre sí en el punto z = 1 un ángulo 
igual a cero. La forma de la curva 6” está representada en la fig. 32. 
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Este os el perfil de Joukowski-Chapliguin. Su forma y dimensiones 
pueden variarse, en primer lugar, cambiando las circunferencias 
y y y y, en segundo lugar, aplicando una transformación homo- 
tética. 

Para aplicar la fórmula (2.5:1) al estudio de la corriente que cir- 
cunda ol perfil construido, no queda más que hallar la función 
que transforma conformemente la parte exterior a Ja curva $” cn 

? A : 5ie 1 1 
el exterior al círculo unidad. Pero la función 2=>3 (5 ++3) 
transforma conformemente la parte exterior a la curva 6” en el exte- 
rior de la circunferencia y”. Además, ésta Jleva el punto £ -+ oo al 

e 1 
¿ = 00 liene el valor > 
Si el centro de la circunferencia y” está situado en cl punto « y el 


? ; E 1 . 
radio es igual a p, entonces la función t =—(Z — a) translorma 


punto 2 = oo y su derivada en el punto 


el exterior de y” on cl exterior del círculo unidad. Por esta razón, 
la función 2 = + [(pt — a) 4- (pt + a)7*] transforma el exterior 


del círculo unidad en el exterior de 6”, de modo que a ¿ = oo le 
corresponde el punto z = oo y la derivada en el punto del infinito 
tiene el valor positivo 35 - Por consigutente, t = F (2) es inversa 
respecto de la función construida, es decir, £ (2) = Fa y FT2+ 


+ Y 2— 1), debiendo tomarse aquella rama de la a función 
que es infinita en el punto del infinito. Para ésta tenemos: 


F" (00) =+ z 
En resumen, el pa complejo buscado tiene la forma: 


fa =37 La [5 (a+ 2+1220)]+ 


2 U+iY) . ''Y E, 
a E A A A 
E 2—1)+ 2 (—a La4+ Vi=O* ( y ) 


== 


De E que 
1 L— iy pe (tr, Y) 
7 , gr 
f' ( ) = E —a+: Vat 2 a l—arz> Vai) 


; z 
xl) 
Para que la derivada f' (2) y, por consiguiente, también la velo- 
cidad, esté acotada cerca del borde posterior del ala, es decir, en las 


proximidades del punto z = 4, os necesario introducir la siguiente 
condición, que relaciona la magnitud de la circulación Y' con la velo- 
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cidad U + ¿Y y los parámetros a« y p que determinan la forma del 
ala: 

r U e p2(0+1iV) 

trat 23 (1—a)? =0, 


Do ai [EE U—iV)1—a0)]. 


En la fig. 32 se ve quo 1—a = pe” 30; haciendo también U + ¡Y = 
4Ae'*, obtenemos: 


de donde 


P'-- — 2xAp sen (0 + p). (2.5:3) 


Por consiguiente, la fórmula (2.5:2) adquiere definitivamente la 
forma siguiente: 


ps (atar a+ 


0. 4)424+ 22114 


+24+7 2-1 


Pri A 1 5: 
E Ay a 

Finalmente, calculemos la resultante de las fuerzas de presión 
de Ja corriente del fluido sobre el ala (la fuerza de sustentación 
del ala del aeroplano), relativa a aquella capa de fluido, de altura 1, 
para la cual se exponen todos los razonamientos, 

Designeinos sus pruyecciones subre los ejes coordenados mediante 
X e Y (como el movimiento cs plano, esta fuerza es paralela al pla- 
no xy). Para ella se Liene la siguiente fórmula general de S. A. Chapli- 
guin: 


Karate 7) [F (23)? dz, (2.5:5) 


donde d es la densidad del fluido y C es una curva cerrada rectificable 
cualquiera que contiene en su interior el contorno circundado. 

Para calcular la integral (2.5:5) es suficiente tomar el residuo 
de la función If" (z)1* respecto del punto del infinito. Pero en un 
entorno del punto del infinito so tieno: 


pra AP 2 2-2 E222212122 
[7 (2)) A 4 1 i get0 44 Yz=2—1 | 
¿0 1 


a yal y) - 
a A .' (2 2d ant Y 


-= Ateo. 21A “pe Psen (0 +) =+ 2 
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por lo cual el residuo buscado es igual a — 2¿4*pe—'% sen (0 + q) 
y para la fuerza de sustentación del ala obtenemos la expresión 


X —iY = —21i4? dpe-*? sen (84), 
o bien, según la fórmula (2.5:3) 
X — Y = ¡4e Td =i(U —iV) lu 


y, finalmente, 


X+iY= —¿(U+1V)T0. (2.5:6) 


Hemos obtenido el célebre teorema de N. E. Joukowski: 

La fuerza de sustentación del ala es ortogonal a la velocidad de la 
corriente en el punto del infinito y en valor absoluto es igual al producto 
de esta velocidad por la circulación de esta velocidad y por la densidad 
del fluido. 

Todos los detalles posteriores puede consultar el Jector en los 
cursos de Hidromecánica [véase N. E. Kochin, 1. A. Kibel 
y N. V. Rosé, Hidromecánica teórica, cap. I,(H. E. Koun un. 
M. A. Ku6ernr mM H. B. Poze, Teoperuneckaa THAPOMCNAHHKA. 
. l)oV. V. Gólubiev, Teoría del ala del aecoplano en una 
corriente de fluido plano-paralela, (B. B. NP vuny6eb, Teopusn 
KpauiJla adpormiala B IIOCKONAapasje.IBHOM TOTOKO)]. 


$ 3. FUNCIONES SUBARMONICAS. PRINCIPIO GENERALIZADO 
DEL MODULO MAXIMO Y SUS APLICACIONES 


3.1. Este párrafo está dedicado al desarrollo posterior del prin- 
cipio del módulo máximo. Todos nuestros razonamientos se hasan 
en la generalización del concepto de función armónica: 

Una función real h (x, y) se llama subarmónica en un recinto G, 
si satisface a las siguientes condiciones: 

1) Está definida y es continua en todos los puntos del recinto G, 
a excepción, posiblemente, de una cantidad finita de puntos o puntos 
de alguna sucesión f(rn, Y,)) que carece de puntos de acumulación 
en el interior de G; en este caso, para cada punto excepcional (+,, yn) 
se cumple la relación 

lim h(z, y) = —oo, 
(x, 1)>(Xn, Un) 


*) Aquí se tiene en cuenta que el contorno C en la fórmula (2.5:5) se recorro 
en cl sentido positivo, es decir, en dirección contraria a la del movimiento de 
las agujas del ruloj. 
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por enuya razón hacemos: 
h(tn, Yn) = — oo *); 
2) para cada punto (%, y)€G y para lodos los valores suficien- 
temente pequeños de p se cumple la desigualdad 
27 


h(x, Y<z | h(2+pcosa, y --psena) da. (3.1:1) 
Ú 
Kn virtud de esta definición toda función u(r, y) armónica en 
un recinto es también subarmónica; para ella la desigualdad 
(3.1:1) se convierte en la igualdad 


1 
u (zx, =3; U(T+ prosa, y — p seno) da. 
ÚU 

131 módulo de una función f (z) analítica en un recinto dado, es 
un ejemplo importante de función subarmónica que, por lo general, 
0 es armónica. En este caso, en cualquier punto z € (7 y para todos 

los valores suficientemente pequeños de fp, se Lbicne: 

271 


137 | [164 pee)] da, 


0 


y se alcanza el signo de igualdad aquí para p > 0 solamente cuando 
f (2) = const (véase el t. T, fórmula (3.1:6), cap. tercero). De aquí 
se deduce que | f (z) | es una función subarmónica, pero no armónica 
(si f (2) $ const). 

tro ejemplo importante de función gsubarmónica es ln | f (3) | 
(f (2) 20). Esta función es armónica en todos los puntos a excepción 
de los ceros de la función f (2), en los cuales tiene polos logarítinicos 
y es igual a —oo. Si z no es un cero de la función f (2), entonces para 
todos los valores suficientemente pequeños de p se cumple la igualdad 

231 


In] f()1=3 | In1/(2+ pe19)| da; 


Ú 


 *) Ordinariamente, la condición 1) en la definición de función subarimó- 
nica se sustituye por otra, más general: 


10 hizo 10) 2 lim h (x, y) 
(x, Y) (Xo, 10) 

para cualquier punto (zp, yo) del recinto €, siendo además denso en todo «en el 
recinto (; el conjunto de pe en Jos cuales A (x, y) toma valor finito. Con esla 
condición, la continuidad se sustituye aquí por la semicontinuidad. No obstante, 
en muestro curso no utilizaremos esta generalización. Todo lo que se refivro a la 
teoría goneral de las funciones subarmónicas y sus aplicaciones puedo encontrar- 
se cn la monografía: T. J. Príiváilov, Funciones subarmónicas (4. H. Mp a- 
pagos, Cy6rapmonuuecckae Pyexus, UraBnas penaKuua TOXUEROTCOPLTH- 
recto aurcparypu, M.—JI., 1037). 
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si z es un cero de la función f (3), entonces 1n |f (2) | — —oo y, 
por consiguiente, 
2n 
In|/(z) [<> í In|f (z-- peta) | da. 
Ú 


Loma 1. Si h (2) es una función real, definida en un recinto 
acotado G, y M = sup h (2) (M puede ser infinita), entences en cl domi- 
21EG 


nio G existe al menos un punto, en cualquier entorno del cual el calremo 
superior de la función h (z) es igual a M. 

Para demostrarlo, emplearemos el método de reducción a lo 
absurdo. Si ol lema no es cierto, para cada punto z € G existe un enlor- 
no en tl cual el extremo superior de la función k (z) es menor que 
M. Según el lema de Heine-Borel, un conjunto línito de lales entornos 
cubre G. Eligiendo cl máximo de los extremos superiores de la fun- 
ción A (z) en los entornos indicados, obtendremos como extremo supe- 
rior de la función A (z) en todo e) recinto G un número menor que Y, 
lo cual contradice a la definición del número M4. Así, pues, el lema 1 
queda demostrado. 


Lema 2 (fundamental)]). Sid (2) es una función suburmó- 
nica en un recinto acotado G, y en cada punto ¿ de la frontera del recin- 
to G se cumple la relación 


lim h (2) << 0, 
2 


entonces h (2) < O en todos los puntos del recinto >; además, el signo 
Ad ro para algún punto interior es posible solamente cuando 
h (2) = 0. 

Sea M =supk (z) y sea E el conjunto de los puntos del domi- 
nio G, en cualquier entorno de los cuales el extremo superior de la 
función A (2) coincide con M. Según el lema 1, este conjunto no es 
vacio. 

Supongamos primero que ninguno de Jos puntos interiores del 
recinto G pertenece a E. Entonces existe al menos un punto frontera 
¿E E, y como, según la hipótesis del lema 2, para cualquier e ;> 0 
existe un entorno del punto £, en cuyos puntos A (z) < e, el extremo 
superior de la función Rh (2) en este entorno no puede superar a e. 
Por obra. parte, éste tiene que coincidir con AM. De aquí resulta que 
Mm <Ó y que en los puntos interiores del recinto tiene que cumplirse 
la desigualdad h (zx, y) < 341. Por consiguiente, para el caso en que £ 
no tiene puntos interiores en G, el lema queda demostrado. 

Supongamos ahora que existen puntos interiores del recinto G 
pertenecientes a E. Designemos este conjunto con £. Como la fun- 
ción subarmónica es continua (en cl sentido generalizado) en el 
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recinto G, el valor de h (z) en todos Jas puntos del conjunto 8 tiene 
que ser igual a M. En efecto, para un punto zy E G, en el cual A (2,) < 
< M, existe un entorno, donde kh (2) < M — 6 (8 es un número 
positivo), y, por consiguiente, el extremo superior do la función A (2) 
en tal entorno no puede ser igual a M4. De aquí se deduce, en parlicu- 
lar, que M4, siondo uno de los valores de la función subarmónica, 
tiene que ser menor que +00. Por otra parte, tiene que ser sup h (2) = 
= M > —o0, puesto que una función subarmónica puede tomar 
el valor —oo solameute en algunos puntos del recinto €. Así, pues, 
MM es un número finito, 

Demostremos que É es un conjunto abierto. En efecto, suponga- 
mos que Z2 € 8 y que el número py >0 es tal que para todos los 
valores p < py se verifica la desigualdad 


25 
M=h(29)s 5 | h (zp + pet) da (3.1:2) 
Ú 


(tal py existe en virtud de la definición de función subarmónica). 

Entonces en el círculo | z — z, | < py no puede haber ningún punto z, 

en el cual h (z,) < M. En cfecto, en caso contrario en ciorto entorno 

del punto z, se cumpliría la desigualdad h (2) < M — 8, dondo 6 

es un número, positivo, y, por consiguiente, para p = |Z1 — Za | 
3t 


la integral 7 ¡ h (Zo + pel”) da sería menor que M, lo cual contra- 


u 
dice a la desigualdad (3.1:2). Por lo tanto, para cada punto z, € € 
existe un entorno on el cual A (z) = M. Por esta razón, el entorno 
indicado pertenece a £, y 8 es un conjunto abierto. Como en todos 
log puntos del conjunto É se cumple la igualdad A (2) = Af, y la 
función h (2) es continua, también en cualquier punlo 2” € G que 
sea punto de acumulación para €, tieno que ser A (z") = M. Así, 
pues, todo punta del recinto G que sea punto de acumulación para £, 
pertenore a é£. 

De las propiedades observadas del conjunto $ se deduce, según 
el Jema e) del ap. 4.5, cap. primero (t. 1), que $ = G, Por consi- 
guiente, h (2) = 17; pero entonces, para cualquier punto frontera £ 
del recinto >= se cumple la relación 


limAh(z)=limh (2) =M, 
z+É ¿> 
y de aquí, según la hipótesis del lema 2, obtenemos que ¿4 < 0. 
En resumen, en todos los casos M = sup h (2) < 0, y la igualdad 
G 


h (20) =U en algún punto del recinto G significa que M >0 y, 
por consiguiente, 17 = O, y Juego, por lo que acabamos de demostrar, 
resulta que A (2) =0. 
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[Sd] 


Teorema 1. Una función real u (x, y) que es continua en un 
recinto G y en cada punto zy € G salisface ua la relación 
El 27 
U (Lo, Yo) —* = U (Tp-Pcosa, yo + psena) da, 
y 


donde 
U<p<Po= Po (Zo), 
es armónica en este recinto. 

lividentemente, es suficiente demostrar este teorema para un 
entorno de un punto arbitrario z, € G. 

Construyainos una función u* (7, y) que sea continua en un 
circulo | z— zp | < p, perteneciente a G, que coincida con u (7, y) 
en todos los puntos de la circunferencia y: |z— zo | =P, y Sea 
armónica en el interior de y. Como ya sabemos, tal función existe 
(véase el ap. 1.5). 

La diferencia u* (x, y) — u (z, y) es continua en el círculo cerra- 


do |z—z.1<0 y pata cada punto z, del interjor de y se verifica 
la igualdad 


2x1 
| 1 
UP(Z. yy) — uu (z;. y)=37] [ut (2, +P,c050, yy + p, sen a) — 
1 
—Uu(T, +, 008%, Y, + py sen 0)] dae 


para todos los valores suficientemente pequeños de p,. Por ello, 

la función u* (x, y) — u (z, y) es subarmónica en el interior de y. 

Pero ésta se anula en todos los puntos de la circunferencia y y, además, 

se nnula también en el centro z, de la misma, puesto que en él 
2 


18% (Lo, Yo) — 1 (To, Yo) = 55 z | 40? (19 + PC0S%, Yo + Sen a) — 
b 
—u (Ly + Pp COSA, Ya — P Sen 0)] da =0. 


Por consiguiente. según el lema 2, se tiene: 
u*(x, y —u(z, y) =U 
en el interior de y. 


Honios demostrado que u (xr, y) es armónica en un enlorno de cada 
punto del recinto G. 1l teorema queda demostrado. 


Teorema 2. (Principio generalizado del 
módulo máximo). Sea k (x, y) = 4 (2) una función subarmó- 
nica en un recinto acotado (G, y sea u (x, y) = u (2) una función 
armónica en el recinto G. Si para cada punto frontera [ del recinto C, 


a excepción, posiblemente, de una cantidad finita de puntos 4. .... Emp 


206 CAP. VJ. FUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


se cumple la desigualdad 


lisa [A (2) —u (2)] << O, (3.1:3) 
lo 
y para cada punto tj(pj=1,....m) 
Jim (4 (2) —u (2) <—o00, (3.1:4 
2 


entonccs cn todo el recinto ( se verifica la desiguuldad 
h(z2) < u (2), 


en la cual se alcanza la igualdad en algún punto interior del recinto 
solamente cuando 
h (2) == u (2). 


Este teorema muestra que la función u (x, y) que satisiace a las 
condiciones del teorema es una función armónica mayo - 
ranto dela función A (z, y) en el recinto G. Brevemente, 
pero no con la exactitud precisa, el teorema 2 se puede cnunciar así: 

Si una función armónica u (z) es superior a una función subarmó- 
nica h (z) en todos los puntos de la frontera del recinto, a excepción, 
posiblemente, de una cantidad finita de ellos, entonces es superior a la 
misma en el interior del recinto. 

La admisión de puntos excepcionales ¿,, en los cuales, a priort, 
puede no cumplirse la condición (3.1:3), está dictado por los intereses 
de las aplicaciones del teorema 2. Obsérvese que la condición, según 
la cual, para los puntos excepcionales tiene que cumplirse Ja rela- 
ción (3.1 :4), es esencial para la justeza del teorema. En efecto, el 
núcleo de Poisson, por ejemplo: 

» a p?— r2 
Ple 0) = rr —apreosd 


representa una función armónica y, por consiguiente, subarmónica, 
la cual, en gra Lies punto de la circunferencia |¿|-==p, a excep- 
ción de E- p, satisface a Ja condición 


lim  P(r,0)=0. 
(r, BD -(p, a) 


Por esta razón. la función armónica u (r, 0) = (0) puede considerarse 
cómo mayorante respecto de P (7, O) en toda la circunferencia 
Fé] = p, a excepción de un punto ¿ = p. Sin embargo, en el interior 
de la circunferencia 


P (r, 0) >0= u(r, 0). 


La explicación consiste en que P (r, 0) toma valores arbitraria- 
mente grandes en un entorno del punto p. Por ello, la función idénti- 
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camento nula, así como cualquier otra función acotada, no puede 
ser mayorante para P (r, 9) en el círculo |z |< p. 

Pasando a la demostración del teorema, introduzcamos las funcio- 
nos auxiliares: 


y,(z) =1n|2—£;| Gets). 


Fvideutemente, 5; (2) es armónica para z + ¿, y, en parlicular, 
es armónica on el recinto G. En el punto z = £, cs igual a —oo, 
Si ft es el diámetro del recinto G (es decir, es la distancia máxima 
entre los pares de punlos del dominio (), entonces para cada función 
vs (2) se cumple la desigualdad 


vy(2<Ink, ¿CG 


Por ello, las funciones b; (2) — ln R = u, (2) toman valores no post- 
tivos en los puntos del dominio G, mientras que en lo demás poscen 
las mismas propiedades que las funciones »; (2). 

Introduciendo un parámetro positivo e, el cual tenderá a conti- 
nuación a cero, formemos la función 


de (2) - h(2) —u (2) +8 y tu, (2). 


Como, para cada punto z¿ € G y para todas las circunferencias 
de radio suficientemente pegueño con el centro en z,, el valor h (2,) 
no supera al valor medio de la función h (2) tomado sobre esta circun- 
ferencia, mientras que los valores de las funciones u (z) y uy (z) 
coinciden con los valores medios correspondientes, da (24) no superará 
al valor medio de la función da (2) sobre cualquier circunferencia 
de radio suficientemente pequeño con el centro en zp. Por consiguien- 
te, la función d, (z) es subarmónica en el recinto G. Además, en 
cada punto frontera £¿ + €, se cumple la desigualdad 


mn 
lim de (2) = lim [h (2) —u (2) +e€ > uy (2)1< 0, 
2=>E 2-»É j=1 
y en los puntos ¿ = Ey, la relación lim de (2) = — co <Ú0 (puesto 


z>[ 
que las funciones » (2) — u (2) y un (2) (k > 7) están acotadas supe- 
riormente en los entornos de los puntos ¿;, y y (2) — —oo para 
z > [). De aquí sacamos la conclusión de que a d,t(z) es aplicable 
el lema 2 y, por consiguiento, 
de (1 <0  2EG, 
o bien 


h (2) < u (2) —€ 2 uj (2). 
pa 
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Cuando e tiende a cero, resulta: 
h (2) <u(z), 


es decir, u (2) es mayorante para h (2) en el recinto G, como se quería 
demostrar. 

No queda más que agregar que de lo demostrado se deduce 
la relación 


lim pd (2) —u (231 < 0 


para cualquier punto frontera £¿ del recinto G (incluyendo también 
aquellos puntos £, que fueron oxcluidos en las condiciones del teore- 
ma). Por esta razón, si en algún punto interior 2, € G se cumple la 


igualdad 
h (2) —u (20) =0, 


entonces, según cl lema 2, se deduce que la función subarmónica 
kh (2) — u (z) es idénticamente nula en el recinto G, es decir, h (2) = 
== u (2). El teorema 2 queda completamente demostrado. 

3.2. Me aquí algunas aplicaciones del teorema 2 del ap. 3.1. 
Seca f (2) una función analítica en el anillo circular D:r, <|z |< Fr», 
la cual, por lo general, puede no ser uniforme, pero cuyo módulo 
ex uniforme en D y satisface a las siguientes cuncdiciones: 


lim 1n|7/(2)|< ln M,, lim 10|7(2) |< ln Ma. 
A óra 


Como ln | f (2) | es una función subarmónica en el recinto D, la 
función armónica cn el mismo recinto cuyos valores coincidan con 
in M, en y: | 6 | ==", y con lan M, en yo: | 8 | = ra, tiene que ser 
munayorante para ln | f (r) | en el anillo circular D. Es fácil consteuir 
tal función partiendo de la función armónica in | z |. la cual toma 
el valor In p en la circunteroncia |z | =p. 

Es obvio que la función 


es armónica y toma el valor la M, en la circunferencia |2|=r, 
y el valor cero en la circunferencia |z|=r,. Del mismo modo, 
la función 
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es armónica y loma el valor (M en la circunforencia |2|=r, y ol 
valor ln 32 en la circunierencia |z]=—r2. La suma de estas fun- 


ciones 
In Ja In Lzl 
u (2) =1n M, A —1n M, _ 
in — ln + 
r2 Py 
es continua en D y armónica en D, y loma e) valor 1n Af, en da cic- 
cunferencia | z | = r, y el valor Jn A7, en la circunferencia | z | = 74. 


Esta función es precisamente mayorante para Ja función In | (2) | 
en el recinto D, es decir, 


in 121 ln tzl 
la [/ (2) |< 1n 31, ——- 4-1n M, —2 (3.2:1) 
In En In 1 


para r, <|z|<rz, alcanzándose ol signo de igualdad para un pun- 
to interior del anillo cuando, y sólo cuando, In |f(2)[=u(z). 


Como 
Arg > Arg — 
v (2) =1n A, Pl +1n M2 
ln ln 
ra F1 


es, evidentemente, conjugada con u (z), la función Arg f (2), siendo 
la conjugada de 1n |f (3) |, puede diferenciarse en este último caso 
de » (2) solamente en una constante aditiva. Por consiguiente, cn 
cl caso de igualdad en (3.2:1): 


Dn / (2) =10]7 (2) | -1-1 Arg] (2) — ¿0-4 nu (2) -, ¿uv (2) = 


In — In — 

=¿C +41 M2 10 M¿2, 
in —L ln ÑH 
ro P¡ 


de donde 
In Ho—In M4, 
f (2) = 4z ln r2—la r; 
giendo 


e EN "NS In Mm; In ro —1n Mo In FA 
A += 03D (¿0 Y A) 


Consideremos tres valores cualesquiera de |2|: py, Pp y Pe. que 
satisfagan a lus desigualdades: 


¡<p << Pe < fa. 
14-12%4 
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Entonces, haciendo la notación: M renal f (2) y basándose en 


las desigualdades (3.2:1) tendremos: 


L AER 

In (9)<In mM (9) La ¿Fin Mo), EE. (3.2:2) 
Pt n —— 
p 


lista última relación expresa el llamado teorema de Hada- 
mard de los tres círculos. Ésto posce un sencillo 
significado geométrico. 

Consideremos y =1n M (p) como función de ¿=1np: 


n=p (8). 


Entonces, haciendo Inp¿=%. Inp.=8: y 1aM(p)= 1», 
ln M (pz) = M2, escribamos Ja desigualdad obtenida en la forma 


n< E + mee (E, <E< 8). 


2” 31 


Pero 
¿—Er 


E + Sé 
> 


es la ecuación de una recta que pasa por los puntos (8,, na) y (Ez, 12), 
eg decir, os la ecuación de una cuerda de la gráfica de la función 
n = q (E) en coordenadas cartesianas E y y. Por esta razón, el teorema 
del los tres círculos expresa aquella propiedad do ln M (p), considerado 
como función de ln p, según la cual cualquier arco de la curva 
ln M (p) = q (In p) no está situado más arriba de la cuerda corres- 
pondiente, o en otras palabras, muestra quo esta curva o la función 
misma n = p (2) es convexa. Obtenemos, definitivamente, el 
siguiente enunciado compacto del teorema de los tres círculos: 

El logaritmo del módulo máximo de una función analitica en un 
anillo circular D, es una función convexa del logaritmo del radio de 
la circunferencia, sobre la cual se toma el máximo. 

Para obtener otra aplicación más del teoroma 2, ap. 3.1, conside- 
remos una función analítica f (z) en el círculo KA: |z2| < AR que 
satisfaga a las condiciones: 


lima IF |<Inm,  limln|7 (2) ]< In M, (3.2:3) 


Les [E 
donde o y 2 denotan dos arcos complementarios entre sí de la 
circunferencia T: | z |] = R, considerados como intervalos, es decir, 


sin sus extremos £, y £,, comunes para O y 2. Además, supondremos 
que en los entornos de los puntos £, y ¿a la función ln | f (z) | está 
acotada superiormente. En virtud del teorema 2, para obtener una 
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función que sea mayorante para ln | f (z) | en el interior de K, 
es suficiente hallar una función que sea continua en el círculo cerrado 
|z |< R, a excepción, posiblemente, de los puntos £, y £2, en cuyos 
entornos tiene que estar acotada inferiormente, que sea armónica 
en el círculo K y que tome en los puntos del arco a el valor ln m 
y cn Jos puntos del arco 2, el valor ln M. 

Para mayor precisión, supongamos que las designaciones l, y £» 
para los extremos comunes de los arcos y y £ se han elegido de tal 


FIG. 33. 


modo que, al recorrer la circunferoncia en sentido positivo comen- 
zando desde el punto £,, el movimiento se efectúa primoramente a lo 
largo del arco y y después, pasando por Co, se llega al arco 2. Supon- 
gamos lucgo que 2a y 28 (0 <a, 0< f, a 4- P = 1) son los ángulos 
bajo los cuales se veu los arcos a y 2 desde el punto z = 0, respectiva- 
mente. Consideremos la función armónica multiforme Arg E 
que representa la magnitud del ángulo bajo el cual se ve la cuerda 
(£1, Lo) desde el punto z. Entre los valores que toma la función 


Arg E en el punto z = Ú, uno y sólo uno está comprendido entre 0 


y 211. De acuerdo a las notaciones hechas. éste es igual a 21 — 2a = 
= 28 (fig. 33). Designemos mediante v (z) la rama uniforme y con- 


tinua en el interior del círculo de la función Arg E; que satisface 


y 


149 
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a Ja condición 
v (0) == 2f. 


Todos los valores de la función v (z) en el interior del círculo están 
comprendidos entre U y 2x1, puesto que esta función, variando con- 
tinuamente desde su valor 2f, 0 < 2f < 2, no puede anularse 
ni tomar el valor 21. Del significado geométrico de v (z) se deduce 
también que en los puntos del arco O ésta loma el valor constante f 
y en los puntos del arco 2, el valor constante 21 — a =xn + 
(fig. 33). 


Por consiguiente, la función armónica u (2) = Z lv (2) — fl 


se anula en Jos puntos del arco y y toma el valor 4 on los puntos del 
arco 2. Como ésta última está acotada en los entornos de los puntos ¿, 
y te, del teorema 2 se deduce que u (2) es menor que la unidad en 
el círculo X, puesto que Ja unidad cs mayorante para ésta en la cir- 
cunferencia 1. Aplicando este mismo teorema a la función armónica 
—u (2), para la cual el número U es mayorante en T, sacamos la con- 
clusión de que — tu (2) << O en el interior de ', es decir, u (z) > 0. 
Asi, pues, 24 (2) satisflace en cel interior do K a la desigualdad 


(<u (2) < 1; 
sn valor en el punto z=0 os u (0) = (v (0) —$] =P. 
lormewmos, finalmente, la función armónica 
la m (In 17 —1n m) u (2). 


Jista es igual a ln m en los puntos del arco e, es igual a In 47 en los 
puntos del arco 2 y está acotada en los entornos de los puntos £; 
y lt». Por ello, representa la mayorante armónica de ln | f (2) | 
buscada: 


lnjf(2) | < ln m-= (In M— In m) « (2), 
ou bien, 
In|f (2) |< 1n Mu (2) | nm (1 —u (2)), 
de dondo 
[13] 4 "On, (3.2:4) 


Esta desiguldad es válida en cl interior de K. En particular, en 
el punto z=0 se ticne: 

L 

O) < Mim”, (3.2:4”) 

La desigualdad (3.2:4) expresa el llamado teorema de las 


dos constantes (para el caso particular en que el recinto 
es un círculo). 


[a 
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Sim < M, do las desigualdades (3.2:3) sólo se deduce inmediata- 


mente que 


Lim] 7 (2) |< M 


para todos los puntos ¿ € T, a excepción, posiblemente, de dos pun- 
tos: E, y [2, en cuyos entornos lim |f (2) | < o». Por oeste motivo, 
según el teorema 2, ap. 3.1, se puede afirmar que en el interior del 
circulo X: 


[F(2)]< M. (3.2:5) 

La desigualdad (3.2:4) muestra que si no se sustituyen los dos 

números m y M por el mayor de ellos M, sino que se utilizan ambos 

(las dos constantes), entonces resulta una cota mucho mejor para 
el módulo de f (z). En efecto, la razón de M"“"mi-u0 a M es 


rm y1—u(2) 
(ar) 


la cual es menor que la unidad, puesto que m < My 0 < u (2) < 1 
en el interior de K. 

Para la ilustración del teorema de Jas dos constantes, considere- 
mos una sucesión de Íunciones analíticas ff, (z)), uniformemente 
acotadas en valor absoluto en el círculo LK, 


(31 <M, 


para las cualos en un arco fijado o de la circunferencia T' se cum- 
plen Jas dosigualdades: 

lim fr (2) E a, 

il, 

13 


donde (fe, ) es una sucesión do números positivos convergente hacia 
cero (8. < 1). 

Demostremos que en estas condiciones la sucesión (f, (2)) con- 
verse uniformemente hacia ( en el interior do K. 

En efecto, si 2 cs el arco de la circunferencia P' que es comple- 
mentario a o, entonces, debido a las condiciones enunciadas, se 
tieno: 


limJn|f,(2)]<Inea», limin|f, (2) |< 1n M. 
Leo Les 
Según el teorema de las dos constantos obtenemos: 
Ln (JS MP e, 


doude y = max (M4, 1) (0<u(z <1, y si M:>1, entonces 
M“” < M, mientras que si M< 1, resulta, M"% < 4). En cada 
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circulo cerrado |z|<r<R la función armónica continua u (z) 
biene máximo y (r), el cual necesariamente es monor que la unidad 
(puesto que y (2) << 1 en todos los puntos del círculo XK). Por ello, 
para [23 ].<r obtenemos: 


e 
| fn (2) | < hen 
de donde se deduce la convergencia uniforme a cero de la sucesión 


ta (2). | 
ca, en particular, f, (2) =f (2) (n =4, 2, ...), de modo 

que se tiene una función analítica, acotada en valor absoluto en el 
círculo unidad, la cual satisface a las relaciones 

lim|7 (2) |< 2, (lim en =0), es decir, limf (2) =0 

l>, N-—y00 z>l. 

peo 43) 
para cierto arco de la circunferencia unidad. Entonces, según 
lo demostrado, 


=n (r) 
9 


Í (2) =lim f (2) =0. 


Así, pues, si una función f (2) que cs analítica y está acotada en 
valor absoluto en el círculo unidad, se anula en algún arco de la 
circuoferencia unidad, entonces f (2) = 0. 

Eu el capítulo octavo obtendremos de otro modo el mismo 
resultado, sin suponer que el módulo cstá acotado. Naturalmente, 
el hecho señalado aquí es solamente un caso muy particular del 
teorema de Luzin-Priválov. 

3.3. El teorema 2, ap. 3.1, en el caso particular en que A (2) = 
= |f (2) |, donde f (z) es una función analítica en el recinto G, 
u (2) = C, y en T solamente hay un punto excepcional £ = £o, dice: 

Si para cada punto frontera í + Ly del recinto G se cumple la 
desigualdad 


lim |f (2)]<C, (3.3:1) 
2=»>[ 
y en el punto to 
lim (2) | <oo, (3.3:2) 
2» 0 


entonces | f (2) | <. C en todos los puntos de G y la igualdad |f (zp) | = 
=C (22€ 6) es posible solamente cuando f (2) == const. 

Esla proposición puede precisarse considerablemente si se conoce 
el carácter de la frontera del recinto G en un entorno del punto ¿,. 

Supongamos que en el punto ¿y la frontera del recinto € forma 
un ángulo de magnitud ax (0 <a < 2); entonces se puede omitir 
la condición (3.3:2), suponiendo, sin embargo, que el crecimiento 
posible de | f (z) | cuando 2 tiendo a €, no es demasiado grande. Aquí 
se expondrá la proposición correspondiente, suponiendo para precisar 
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que el punto £¿ = oo y que el recinto mismo G tiene la forma de un 
ángulo de magnitud ax (0 < a < 2) o la forma de una franja (caso 
de un ángulo de magnitud cero). 


Teorema de Phragmén-Lindclóf., Sea G un 
ángulo de magnitud ax (0 < a S 2) y sea Í (2) una función analítica 
en el recinto G que satisface a las condiciones: 

1) para cada punto finito E de la frontera del recinto G, 


Emi /()1<C(<o0); (3.3:3) 
2) 
p=lim LP, (3.3:4) 
donde 
M (r) =max [e, ra 1f (2) 1 (EG). 
Entonces 


HI <C 


en el recinto G, y el signo de igualdad en un punto interior de este 
recinto es posible solamente cuando f(z) = const. 

La condición (3.3:4) impone una restricción delerminada al cre- 
cimiento posible de |f (z) | para z —> oo; precisando, para cada py, 


p<p < = tiene que existir una sucesión (R,) tal que R, < Ra+y, 
lim R, = 0 y 
ñN->00 


If(2)|<exp(]2/%) para |zl|=R,, n=1,2,.... (3.3:5) 


Recíprocamente, de (3.3:5) se deduce (3.3:4). 

Para demostrar el teorema supongamos que el vértice del ángulo G 
está situado en el origen de coordenadas y quo la bisectriz del ángulo 
coincide con la parte positiva del eje real. Con esto no se restringe 
la goneralidad de la demostración, puesto que el caso general se 
reduce al indicado mediante una transformación lineal entera 
(traslación y rotación), la cual no altera las condiciones del teorema. 

Construyamos la función auxiliar 


Fe. (2) =1 (2) exp (—e2?>, (3.3:6) 


donde p< <= y zP2 denota aquella rama uniforme y analítica 


en el recinto G de la función zf2=exp (p, Ln z) que toma valoros 
positivos para z real y positivo, es decir 


2P2 = exp (pz 1n z). 
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Consideremos el sector gp, inberceptado por el círculo |z|< Rh, 
en el ángulo G. En cada punto £ perteneciente a sus lados recti- 
Jíneos, tendremos en virtud de (3.3:6) y (3.3:3): 


lim] Pe (2) | < C lim | exp (— ez*2)| =C lim exp (— erfa cos p20) < €, 
2>[ 2=>t 2>E 


ato n 
donde z = re'0 (on el recinto G se tiene: |p.0 | <37 =>5 . de 
donde cos p20 => 0). 


Además, en el arco | z | = R, que forma parte de la frontera del 
sector gun tendremos, en virtud de (3.3:6) y (3.3:5): s 


| Pe (2) | <exp (Ri —ERñ cos p20) < o0xp ES —eRÉ cos (e. 7) ] : 


Como cos [pz 5) >0 y p,<pa, el segundo miembro de la 


última desigualdad tiende a cero cuando R?,, tiende al infinito. Tome- 
mos /?, tan grande que el segundo miembro se haga menor que C y, 
además, que un punto arbilrariamente fijado z, € G quede en el 
inlerior de gp,. Entonces, en todos los puntos fruntera del sector Zn, 
sin exclusión, lendremos: 


lim| (2 1<C, 
z>f 
de donde, según el teorema 2, ap.3.1: 
¡Ps (2) S E, 


y la igualdad es posible solamente si F, (3) = const. Sustituyendo 
la función F, (zp) por su expresión y pusando al límite cuando cl 
parámetro e tiende a cero, hallaremos: 


Lia | (20) exp (2229 1=1/(20)15:C, 


que es lo que $e quería demostrar. 
No queda más que observar que cn el caso de igualdad 
| f (20) |= C, 
obtenemos que el módulo de la función analítica alcanza su máximo 
(el extremo superior) en un punto intorior del recinto CG, de donde 
f (2) am const, 
El teorema precedente admite una especificación ulterior; pre- 


cisamente, la condición (3.3:4) puede sustituirse en el mismo por 
la condición: 


lim 240 <o, (3.3:7) 
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la cual, a su vez, es equivalente a la siguiente: para cualquier 
£>0 existe una sucesión (1) (Rn= Rn(2)) tal que Lin < Rnrs, 
lim AR, =00 y 
T —= uu á 
lf(2)|<exp(e]2/%) para [z[=lf,, n=4, 2, 3, .... (3.3.8) 
Si se cumple la condición (3.3:5), también se cumple la condición 
(3.3:8), puesto que para p, < - y cualquier e > O fijado, se Lieno 
para todos los valores suficientemente grandes de |z|: 
. Z, 
exp|z |” << exp (8|z|“). 
Lo reciproco, por lo general, de es cierto, coro muestra el ejemplo 
de la función f(z) = PI considerada en el recinto 


Jarez| <=. Por consiguiento, a la condición (3.3:8) satisface 


una clase más amplia de funciones que a la condición (3.3:3). 
Supongamos que se cumplen las condiciones (3.3:1) y (3.3:7); 

demostremos que en todos los puntos de la biscctriz del ángulo G, 

es decir, para todos z = z reales y posilivos, la función f (2) satisface 


a la desigualdad 
HA i<e€. (3.3:9) 
Entonces el teoremn demostrado anteriormento se puede aplicar 
a f (z) en cada uno de los dos ángulos en 10 Eque el ejo real divide 
el ángulo €. La magnitud de tal ángulo es 2 y, por consiguiente, 
para que pueda aplicarse el teorema indicado cs necesario que para 

2 as y 

todos los p, meuores que Y suficienteme , Se 


cumplan las desigualdades de la forma (3.3:5). En virtud de las 
desigualdades (3.3:5), esto verdaderamente se cumple para todos 


los valores p, >> 


o 

Así, pues, todo se reduce a la demostración de la desigualdad 
(3.3:9) en los puntos x > 0. 

Fijemos > 0, luego e€ > 0 y la sucesión correspondiente (17, ), 
para la cual se cumplen las desigualdades (3.3:8). 


Consideremos el sector £a,: |argz|< > , lzl <R,; para 


todos los valores suficientemente grandes de n el punto z está situado 
en el interior del sector. Además, en el arco A, de la circunferencia 
que forma parte de la [ronlera del sector, se cumple la desigualdad 


1 
1f(2)1<exp(eR E), 
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y en cada punto £ de los lados rectilíneos del sector 


lim] f(2)1<C. 


Queriendo utilizar la desigualdad (3.2:4”) (el teorema de las dos 
constantes) para acotar |f (zx) |, transformemos conformemente 
el sector £a, en el circulo unidad, de modo que el punto x vaya 
al centro del círculo. Healicemos primero las transformaciones: 


4 
1) asi) = 105 2) 2= (1) =140). 


l—zj 


La primera de ellas transforma gr, en el semicírculo superior 
del círculo unidad; en este caso el arco A, se transforma en la semi- 
1 
: a 
circunferencia y el punto zx en el punto ¡ (7) . La segunda trans- 


forma el semicirculo obtenido en el semiplano superior; en este caso, 
la imagen de la semicircunferencia es el semieje negativo y el punto 


= 2 
: + (5) 
¡(<) se transforma en el punto En a PP . Efectue- 


EN 
T Q 
(1 (7) 
mos, finalmente, la transformación 


3) 2m= A = f3 (22), 


2 — 


El 
a 


como resultado obtendremos el círculo unidad; en este caso ol secmieje 
negativo se transformará en un arco 2, con el punto inicial 1 y el 


punto final En (el recorrido de la circunferencia unidad se efectúa 


en el sentido positivo). La transformación 23 = fafof, (2) será la 
buscada. Coino resultado, la función f (z) se transforma en la función 
1* (2) = Hoff (25), la cual toma el valor f(x) en el origen 
de coordenadas, en los puntos del arco 2,, que es la imagen del arco 
A,. satisface a la desigualdad | f* (23) | < exp (era y, finalmente, 
en los puntos £ del arco 0,, que es complomentario al arco 2,,, satis- 
face a la desigualdad lim |f” (23) | < C. 


Por consiguiente, debido a la desigualdad (3.2:4'), se tiene: 


an E 
1 (0)1=1£()1<C= exp (ers), 
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donde 24, y 2fn denotan los ángulos bajo Jos cuales se ven los 
arcos Un y 2n, respectivamente, desde el centro del círculo 
(0 <an, 0<Bna, An + Bn = 1)- 


a 
14: (57) 

Como lim E£¿= lim | ——_—=— 
1: (-37) 


lim arg E, =0, para todos los valores suficientemente grandos de n 


TN 0 


=41 y, por consiguiente, 


se tiene: m7 
arg E, = 4atg [1 +i E 'M *]- darcig (-5)* 
y ; 
A 
arg 218 En =8 arcig ($) “>0, 


En 


Como el punto 1 es el origen del arco Z, y 22 E es su extremo, para 


1 
el ángulo 2f, se tiene: 2f, = 8 arclg (7 E) , €s decir, fr, = 


1 


e. 


= 4 arctg (7) pi y Un = 53M — 4 arctg (5 -) . Por esta razón 


EE 


1 1 
A 


o bien, pasando al límite para n—> oo 
1 
ho 
[1 (2)|<exp (7 22%)C, 
de donde, finalmente, debido a la arbitrariedad de ¿>> 0, sacamos 


la conclusión que 
|F1<C. 


La relación (3.3:9) queda demostrada, y a la vez, queda demous- 
trado, como se observó anteriormente, que 


IF(DI<C, 2EG. 


Así, pues, so verifica el siguiente teorema (que abarca al teorema 
anterior de Phragmén-Lindelóf): 
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Teorema 41. Sea G un ángulo de magnitud an (0 < a < 2) 
y sea f (z) una función analilica en este recinto que satisface a las con- 
diciones: 


1) para cada punto finito E de la frontera del recinto G, 
limif(2)]<C; 
26 


2) 
li In a ($. O. 
>. 
Iintonces 
HOJESS 
en el recinto G, y si |f (zp)! =C, 22 € G, resulta f (2) == const. 


En cierto sentido la proposición obtenida no puede precisarse 
más. Si se quiere que el teorema conserve su valor, no se puede 
sustituir aquí la condición 2) por 


in M (r) 
ze 


lim >0. 


Y -» 00 
pe 


listo mucstra el ejemplo de la función 


1 
f (2) =exp (92%)  (y>0). 


>] . n » . en: 
En los lados del ángulo | argz|< a ésta satisface a las condiciones: 


tax 
—— E 


10) exp (yr cos 2) =13 
no obstante tiende al infinito sobre cada rayo 
agz=0, ¡<< . 
Isvidentemente, en esto caso se tiene: 


In M (r) 0 
1 


1 
M(r)=exp(yr*) y lim y>0. 
r 00 


pa 


También se pueden obtener proposiciones análogas al teorema 4 
para otros recintos, por ejemplo, para una franja (ángulo de mag- 
sritud cero). 

Teorema 2. Sea D una franja de anchura hz: 


hx ha 
SS 
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y sea f(z) una función analitica en el recinto D que satisface a las 
condiciones: 
1) para cada punto finito E situado en la frontera D, 
m|f(2) 10 (<oo) 
2=>b 


y, además, 
«¿C; 


Ln (21 49) 


lim PL o, 
x> Fx exp pa 


donde uy (3) =max [1, sup|/(z— ip), Euyath : 
Entonces en el recinto D se verifica la desigualdad 
113) |< C, 
y la igualdad en un punto zy E D es posible solamente cuando f (2) == 
= const. 


Este teorema se reduce al anterior mediante la transformación 
conformo 


. z 
Z =XP=7 + 


la cual transforma la franja D on el semiplano de la derecha G 
(ángulo de magnitud rn) de modo que lleva el extremo izquierdo de 
la franja (1 = — oo) al punto z” = (l, y su extremo derecho (xr = 
= -|- co) al punto z” = oo; Jos segmentos de las rectas 7 = const 
se transforman en esle cago en semicircunferencias con los centros 
en el punto 2" =0. Hagamos 


j(hlnz2) —F (2); 
on virtud de Jas condiciones del teorema, esta función es analítica 


en el recinto G y cn cada punto finilo E de la frontera satistace 
a la desigualdad 


lim | F (2) |=<C. 
ze” 


Además, para r'=|2'| y =Re z, ligados por la relación r' = exp , 
se tiene: 
M(r)= sup |F (2)]= sup |/()|<u (2), 
2" |=r” Rer=x 
de donde 
ln ME) E In q (2) 


P z 
xp FR 
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y, por consiguiente, 
a nd (o el i 
im 2200 pim 28 o, 
=> > Fo exp 


Aplicando a £ (z”) en el recinto G el icorema 41 fpara u=1) 
hallaremos que 
El, TEC, 


|F (2) 
o bien, finalmente, 
ZE, ZeD, 


17 (2) 


como se quería demostrar. 
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4.1. Aquí deduciremos una fórmula que representa una extensión 
de la fórmula (1.2:8) al caso de funciones que poseen polos logarítmi- 
cos. Sea u (2) = u (r, 9) una función uniforme y armónica en el 
circulo |z|<R < oo, a excepción, posiblemente, de polos loga- 
rítmicos. Designemos los polos logaritmicos diferentes de cero 
mediante E,, La, .... En. . . .. disponiéndolos en orden de módulos 
no decrecientes, y sea uy, ln | 2 — Ey | la parte principal correspon- 
diente a ¿y (véase el ap. 1.3). Introduzcamos también la parte prin- 
cipal po ln |z | correspondiente al punto z = 0, haciendo py = O 
cuando este punto no sea en realidad polo logarítmico de u (z). 

Consideremos la función homográfica 


e (2) p p2—És , 
donde | ¿| <p < R. Como se sabe (t. 1, ap. 4.7, cap. segundo), 
esta función transforma conformemente el círculo |2 | < p sobre 
sí mismo, llevando el punto E al centro del círculo. 
e 


Como li (2) es una función analítica en el circulo |2 | < Ter: 


qne posee en el mismo el único polo simple en el punto z = É£ y su 
módulo es igual a p en todos los puntos de la circunferencia | z | = p, 


ne 1 a 

resulta que la función uz (2) = Jn A l; (2) 1] es armónica para 

3 e o. 
lz|< AE z 5 E, posee un polo logarítmico en el punto z = £ 

> . . 
con la parte principal ln | — € | y se anula en la circunferencia 
z | =p. Si los puntos 0, €1, - - ., Evo), tomados entre los polos. 
logarítmicos de la función u (z), están situados en el interior de la 
circunferencia, mientras que los demás están fuera de ella, entonces 
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la función 
vip) vip! 
v (2) = u (2) — > TA (2) =u (2) — >) pa 1n ee) 
E a pa—fa: 


es armónica en todos los puntos de un círculo de radio mayor que p 


. r . E Pr 2 
(igual al mínimo de los dos números | ¿vo +s | y Er ) y en 
, 


la circunferencia | 2 | = p coincide con la función u (z). Por esta 
razón, para todos |2 | =r<p se tiene: 
2xt E A 
p — IP 
vir, 6) = 21 5 Solo. lp Zp cos (0— 3 
Ú 
o bien 
e p2—r2 
— y 
La E (p, 0) 14 pi 2rp cos (0 — e = 


U 
v 10) 


=u (r, 92 M4 1n Le) 


p.— Es 


(4.1:1) 


Esta es la fórmula e Se llama fórmula de Poi- 
sson—Jentzsch. Cuando no hay polos logarítmicos se debe 
considerar aquí que todos los números up, (f =0, 4, .. v(p)) 
son iguales a cero; en este caso esta fórmula se convierte en la fórmula 
de Potsson (1.2: :8). La fórmula (4.1:1) cs una generalización de esta 
última. 

Apliquemos la lórmula (4.1:1) al caso particular en que u (r, 0) 
tiene la forma 

u(r, 0)=1n]f (rei0) ], 


donde f (reB) = f (2) es una función uniforme y analítica en el circulo 
|] <R, a excepción, posiblemente, de polos. Sean a,, az, . 
los ceros distintos entre sí de f (3), dispuestos en orden de no decre- 
cimiento de los módulos, y sean a,, %o, . . ., los Órdenes de multi- 
plicidad de estos ceros; del nismo modo, sean bi, bo, . . -, los polos 
distintos de f (z), también dispuestos en orden de no decrecimiento 
de los módulos, y sean f,, fa. ..., sus órdenes. 

Separadamente consideraremos el punto z=0, asignándole 
el orden de "multiplicidad A. Si este punto es un cero de f (z), supondre- 
mos que A'es el orden de este cero; si z = ( es un polo, supondremos 
que A es el orden del polo tomado con signo contrario; finalmente, 
si z =0 noes cero ni polo, supondremos que A = 0. Fácilmento 
se observa que ln | f (z) | es una función uniforme y armónica en cl 
círculo | 3 | < R, a excepción de los polos logarítmicos: O, as, a», .. 
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+. 01, do ..., con las partes principales correspondientes: 
Ain|z|, ajlniz—a,|, arlnjz—az], ..., 
—f, 1n]2—b,], —f¿1n|z—bz!, Le 
Si na” (p) denota el número de ceros distintos de f (z) situados en 
el círculo | z | < p, y p” (0) indica el número de polos distintos silua- 


dos en el mismo círculo, donde no se ticne en cuenta ol punto z = 0, 
entonces según la fórmula (4.1:1) se Liene: 


2 
1 ; p2— y 7 f (retó) 
o ¡ elsa LM | — + 
| ” (n) p| ad r"(p) ol > 2! 
2¿— lp 2— Oh 
—Alnp— > %, 1n aa” E + 2 Ba aer e (4.1:2) 


liste cs una caso particular im las de la fórmula (4.1:1); 
precisamente esta fórmula se llama ordinariamente fórmula de 
Puisson-Jentzsch. 

Si convenimos en la lista de ceros y polos de f (2) (que no coinci- 
dan con el centro del círculo) repetir cada uno de ellos tantas veces 
cual sen su orden, designándolos como anteriormente con las lelras 
a y b con los subindices correspondientes, e indicamos con n (p) 
y p (p) las cantidades de ceros y polos de f (3), respectivamente, que 
hay en el círculo | 2 | < p, teniendo en cuenta los órdenes de multi- 
plicidad de estos puntos, entonces Ja lórmula (4.1:2) puede escribirse 
en la forma: 


1 22 10 
= ¡ In | f (peta) A TER sE 
Í a nip) est] A p|:—b) | 14:9' 
+4)Jn 2 In ro 2 Cen pro PET (4.1:2') 


Lo3 sumandos que corresponden a los ceros o polos múltiples 
se repiten en el segundo miembro de la fórmula tantas voces como 
indique el orden del cerco o polo. 

St f (2) no tieno polos en el círculo | z | < RR. se puede suponer 
que todos los números f3,, cu la fórmula (4.1:2) son iguales a cero y que 
A no cs negativo. Entonces eds 


1 ia] A A 

2) In|/ (pe ) FE mp cos (a —0) 
n (0. 

= In pre LOL mp 2 a In LLE=enb (4.4:3) 


[p2—arsk * 


da = 
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o bien, feniendo en cuenta Jas notaciones admitidas cn la 
fórmula Maa 


i p?—»2 A 
= í ln|f (pe 2) | p24 12 2p eos (a —()) da == 
reo) 0, np) . y 
«la LEO de Alnpo— ln £ pliaal (61:37 
dl d j 2 | p¿—onz| | ) 


La fórmula (4.1: 1) (y sus cagos ia se dedujo con la 
suposición de que ninguno de los polos logarítmicos de la función 
1 (3) está situado en la circunferencia |z [| =p. Pero ella conserva 
también su valor en el caso en que esto no se cumple. Supongamos 
que Entoy+da + - -+» Entpy+w Son los polos logarítmicos situados cu 
la circunferencia |z | =p. Entonces la función armónica 


n(p)+v 
u()— Y palnla—cal 

k=n (09+1 
no tiene polos Jogarítmicos en un anillo circular cerrado p, <L | 27 |< 
< p2 que contiene a esta circunferencia; además, lodos sus polos 
y sus partes principales en el interior de la circunferencia |z | =p 
coinciden con Jos polos y las partes principales de u (z) en el interior 
de la misma circunferencia. Por lo tanto, según la fórmula (4.1:1): 


21 ni A 
o a Aa __ y A e 
27 | [» (p. 2) 2 pr ln [pe ] pt + r3-2rp cos (a4— 6) da 
Ñ n(p+1 
Y (0)4 Y nio) 
=u(r, 9 — Y uuin| re? —E | — Y palo Lead) (4.1:4) 
n(p--1 0 Pp. Ent 
Examinemos separadamente la integral de la forma 
211 
1 par pS eE 
lo=37 Y lem e ([|=p, r<p). 


G 


Tal integral, considerada como integral impropia, es convergente. 


En efecto, para £y = pelto se tiene: 


U— 2 E 
leelo olaa), si Jal" 


| peia — peito | = 2p sen 
por lo tanto, para [per* —peo| < 41 resulta: 
A 2 
|In]perr—5]|<| In (EpJa—a01)|, 


de donde se deduce la convergencia de la integral. 
—1234 
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Hagamos [= (p + 0) e20, donde 1>65>>U; enlonces tendremus: 
Y 
Ll inppee—e] PA 
ay Y 


=1In|reb—i] (r<p), 


puesto que la función In|z—%| es armónica para |z|<p-Ó. 
Demostremos que 


Tea - Jim f¿= lim In] rei —¿|= In | reto —2]. (4.1:5) 
b> 


b>í 


Gon este Jin, examinemos la diferencia 
a9>1 


e A AA pel SO 
d=f; Lo ==37 ¡ ln pere —g, |p?+r2—2rp cos (1— =p 4 r<e) 
q — MT 


(cuando se cambiaron los límites de integración se tuvo en cuenta 
que la función subintegral es periódica). 

Obsérvese la desigualdad: | pete —£| >| pet“ —Co]. Esta evidente si 
peis fp; si pere Ey, entonces los puntos pe**, ¿y=peivo y ¿=(p--0) etuo 
son los vértices de un triángulo en el cual el ángulo con cl vér- 
tice en £y es obtuso (proponemos al lector hacer el dibujo), de donde 
se deduce la desigualdad pedida. Por lo tanto, 


la É E 
O<< ln mb = ln 4 PA Sea < In [14 so. _— a 
pe"—2o peo —E —to 


ó 
=ln ( ea 1 (1 bt) j 
¿2 


Por otra parle, 
pr ce PRL 
p + rip cos (a—0) > pr ” 


y por consiguiente, 


dis lo + di 
0O<d< e la «/- Ta 1) 09 = 
Ec 
== Pa E n (147) de. 


Sea e>0; entonces se puedo elegir un número O, UOH, 
tal que sea 


Pat 22 fm 143 10 7) da A da fm (1+ 7) 00<+ 
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por olra parte, para O fijado, se tiene: 


R 

4 ni T ; S Y A 

£ pia tn (1— 20 ) da << 1+: p< 9 PA 
ñ 


2p0 22 pr "9 2 


si Ó es suficientemente pequeño: 0 < 0, (€). 
Kn resumorn, 


VU<d<Ze para 0<z0,. (e), 


de donde se deduce la relación (4.1:.). 
Como || --p(k--n(p): 4. .... n(p) --v), en virtud de (4.1:0), 
se tieno: s 
21 rup) ev 


E 2 2 
ON A a __+ ANEP: israel OA do — 
a | 2 Hz ln | pe Sl 2rp cos (4 — 0) E 
y aípy! 1 
n(mM+v 
n(p1--1 


por lo cual la igualdad (4.1:4) toma Ja forma 


e ¿re 
A pr Es 
231 Í u (p. a) p?4- r2—=2rp Cr (2 — 0) eS 
l 
mn E >.) 
=u(r, 0) — > 64 1 | EG . 
Y p — 13 


1] 


Por consiguiente, queda demostrado que la fórmula (4.1:1) «s 
válida también cuando en la circunferencia |z|— p hay polos Joga- 
rílmicos de la función u (r, 0). Obsérvese que para cada uno de ellos 


ln) L£E=<80 
| p.—t: eh 7 


(lEnl=p, k—v(p—4. ..., v(p) - 1). 


Por ejlo, en el segundo miembro de la relación obtenida se puede 
extender la sumación también a los polos logarítmicos que están 
situados en Ja circunferencia |z | =p. lón otras palabras, en la 
fórmula gencral (4.1:1) con el mismo derecho se puede considerar 
que la función + (p) proporciona la cantidad de polos Jogarítinicos 
situados en el círculo abierto | z | <p o en el circulo cerrado | z |< 
< p. Evidentemente, las conclusiones análogas son ciertas también 
para todos los casos particulares de la fórmula (4.1:1). 


p 


345 
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Ocupémonos de la fórmula (4.1:3'); haciendo en ella z =06 
(o sea, r = 0) y observando que 
10_ 10m , +0) 

A 


a A 
e 


z AT Fe 
obtenemos: 
di 19 (9 Sin d2nl 
A 17 = ÍA ly Es £n 1 
37 ¡ ln] / (009) | de =1n | A | ka lnp y In qt 
ú $ 


O Sci 
3 J% (0) q 
ta Sm l ef) 
.n | in | f (pe**) | da =1n | Ely ln [e 1] +5 | - (4.1:6) 


Está claco que el segundo miembro de csta fórmula cruce al 
recer p, puesto que crece cada factor del producto L—> 1 y para 
crecer p, Pp q Pp Tal >1 y] 


algunos valores de p = Pp, precisamente para aquéllos que corres- 
pouden a circuntferencias | z | = pp que contienen ceros de la función 
f (2), aumenta también el número de factores bajo el signo del pro- 
ducto. Por lo tanto, crece también cl primer miembro del producto, 
obleniendo que el valor medio del logaritmo del módulo de una función 
analítica es una función no decreciente del radio de la circunferencia 
sobre la cual se toma el valor medio. 


Haciendo la notación M4 (p)= max |f(p*) [, de la fór- 
O<as 2: 
mula (4.1:6) sacamos la conclusión «que 
rip) : 
J A f ” E 
+ 1n [o 1 7] <in Mw, 


In PO (0) 
A) 


de donde 
p” (Pp) - M (p) 


A. 
rulo. 1 tp p2 (0) "y 


l (4.4:7) 
A 
A! 


lista desigualdad, que liga los ceros de una función analítica 
situados en el círculo | z | < p y el máximo del módulo de la función 
en la circunferencia | z | =p, so llana desigualdad de 
Jeontzsch. 

lista desigualdad puede escribirsc en otra forma. Precisando, 
escribamos la igualdad 


1 
pr) _Jaz|]asl lo) (ac) prior 
as -..1 2, (9) a] [az |? a OS enc po) 
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Tomando logaritmos tendremos: 


nia) 


d q a ) 
=In|—| | 210 [E +... + (2(2)—1) ln | - 2 |: (p) Un o 
m » nip—1 “nio 
[a] | re as y) y 
dro. (¿dr W ta (p—tdr ] ¡ a (1) dr 
ea ] y ... H | r r . 
as | | as | Vr por (ah pp) 


Observando que el factor mumórico k que figura en el numerador 
del quebrado hajo cl signo integecal entro Jos límites | a, | y | ar+s | 
coincide con el valor de la función nr (1), la cual conserva este valor 
en todo el semiintervalo la, | Lr<Zl|%,+1 1, oblenemos Ja igualdad: 


ya rm 
hn A ] E 
lab 1 o 1 


¡ma! (as | (24, ep 

n (7) dr nr) dr, a (r) dr A 

-_: HO 7- PS TT vo. => por ES 
par! | az| Mem a 


P | w 
-  n(rjdr u (1) dr 
, y .- HA 
a, io) ar 


Como n (r) =0 para r< | a, | (no olvidemos que se convino 
en no contar el cero en el origen de coordenadas al calcular la cantidad 
de ceros en el círculo | z |< »), en la última integral se puede lomar 
el límite inferior igual un O. Obtenemos definitivamente: 


n (1) nta) p (r) d 
n= In o] a | ETE - 4108 
2 lar | [a] E ano, fa á ) 


y, por consiguiente, la desigualdad de Jentzsch toma Ja forma 


o y 
¡ e iy 0 (4-1:9) 
» r dj pa) (0) A 

TÉ 


De esta forma se ve que la desigualdad de Jentzsch expresa 
la relación existente enlre el crecimiento de la cantidad n (p) de 
ceros de lo función en un círculo de radio p y el crecimiento del máxi- 
mo del módulo de la función M (p); el crecimiento de n (p) en media 
se acota por el crecimiento de MM (p). 
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4.2. Volviendo a oxaminar la relación (4.1:6), veamos su aplica- 
ción a las funciones que son analíticas en un círculo de radio finito: 
Iz| << 00. Como el valor medio del logaritmo del módulo 
de una función analítica f (2) ¿s Ñ es una función no decreciente del 
radio de la circunferencia sobre la cual sc toma el valor medio, 
resulta que siempre existe el límite finito o infinito 

271 
lim ¡ la] 7 (pera)| da. 
p>i ñ 


Istudiemos las propiedades de las funciones que satisfacen a la 
condición 


lim ST In | / (pee) | da < os. (4.2:1) 


p> il : 


O lr; Y 


Esta condición se cumple, por ejemplo, cuando la función /(z) 
está acotada en valor absoluto en el círculo |z|< 2: 


[7 (2) | M < oo; 


en este caso el límite (4.2:1) no es superior a ln 17. Sin embargo, 

puede satisfacerse Ja condición (4.2:1) también para muchísimas 

funciones no acotadas. fín la realidad (4.2:1) es una condición que 

se impone solamente a Jos ceros de la función; precisando, de la 

fórmula (4.1:6) se deduce que la condición indicada equivale a que 
n(9) 


esté acotado superiormente In [| Tar] o bien, (debido a que 
n(p) 
p Eb 1 "e . . Pp 2S , Ss 
— , por consiguiente, la > Y), a que estén 
may +1 y que, 1 g 11 ON q 


t11p) 
. ) . . 
acolados los productos mismos P_. Pero esto último puedo 
á f ll | 12, ] 1 


ocurrir en dos casos, En primer Jugar, cuando el número total n 
de ceros de la función f (2) on el círculo | z | < £i os finito y, por con- 
sirurento, 

» (( A 


p y di 
11 1,111 Pan | 


En segundo Ingar, cuando el conjunto de ceros de la función f (2) 


22 
e . . Ñ Ñ R A] 
es infinito, pero cl producto [| — es convergente. Jn efecto, de 
¿Las 
1 
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la convergencia de esle producto se deduco que 
n(p) n(0) 00 


R ”” 
Mr Tas <1] mala 


para todos p< R, IHReciprocamente: si 
n(p) 


ah | «€ 


para todos p-<¿?, entonces para un número natural arbitrario n» 
tendremos para n (p)>»a (a (p) > o si p —= A): 


n n(p) 


e _P_ 
Mio, a 
de donde 
n Ñ | 
ll se y para p—kA: lr <0 


Como esta última relación es válida para cualquier n, de ésta Se 
00 
y iS R 
deduce la convergencia del producto infinito laT: 


1 
Así, pues, la condición (4.2:1) significa que o es finito el número 
de factores del producto [] at , extendido a todos los coros de Ja 


función f (z) situados en el círculo |z | < R. o es convergente este 
producto cuando es infinito. 

Considerando el producto finito como un caso particular del 
producto convergente (del mismo modo que una suma finita es un 
caso particular de la serie convergente), obtenemos: 

Lau condición (4.2:1) se cumple cuando, y sólo cuando, el producto 


R ; Ñ a 
II Tal * extendido a todos los ceros de la función f (2) situados en 


el circulo |2 |<, es convergente. 
Finalmente, la condición de convergencia del producto se puede 
sustituir por la condición de convergencia de una serie. Represente- 
Hi 1 R—| ar | 
mos Tar la forma a 1-22: es obvio (véase 


[ar | 
t. 1, ap. 4.3, cap. tercero), que el producto 1 TT es convergente 


cuando, y sólo cuando, es convergente la serie y dé a . Poro 


si esta última no es una suma finita, entonces | a, VER para 
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. o R . 
k-—> 00 y, por consiguiente, eS Ja, | comenzando desde cierto 
número % en adelante. Entonces tendremos: 


4 R— ¿e 
L (Ra) < El < (RJ 42). 


| aa | 
e : ; HR—la , 
De aquí se ve que la convergencia de la serio y al El os equiva- 
lente a la convergencia de la serie E (R — | a, |). la cual, evidente- 


mente, representa la suma de las distancias de los ceros a, de la 
función f (z) hasta la circunferencia | z | = £?. En resumen, hemos 
obtenido la siguiente proposición: 

La condición (4.2:1) se cumple cuando, y sólo cuando, la sumu 
de las distancias de los ceros de la función f (z) hasta la circunferencia 
Iz| =R forma una serie cunvergente, es decir, 


Y (R—|a,|) <o (4.2:2) 


(en particular, cuando f (z) posee solamente un número finito de 
ceros cn el círculo |z |< 1?). 

No debe olvidarse que todo lo expuesto ha sido deducido con 
la condición que f (2) 3 O. Por ello, si se sabe que se cumple la 
condición (4.2:1) para una [unción f (z), pero esta función se anula 
en una sucesión de puntos (f,) para la cual es divergente la serie 
Z (R — | ía |), entonces se debe sacar Ja conclusión de que f (2) = 0. 
En efecto, suponiendo lo contrario Meogaríamos a la conclusión de 
que la serie (4.2:2) es convergente, por lo cual ticne que ser conver- 
ponte también la serie X (R — | £4 |) formada por una parle de los 
términos de la serie (4.2:2), lo cual, sin embargo, contradice a la 
condición. 

¿Se puede afirmar, basándose en esta observación, que para las 
funciones que satisfacen a la condición (4.2:2) se verifica el siguiente 
teorema de unicidad: 

Dos funciones f (z) y y (z) que son analíticas en el círculo | 3 | < 
< hi y que satisfacen a la condición (4.2:1), cuinciden entre sí 
en todo el círculo | z |< R si coinciden sus valores en los puntos 
de una sucesión ((, ) para la cual es divergente la serio Z (R — | Ja |)? 
Tal] teorema sería verdaderamente válido si la diferencia f (2) — y (2) 
cumpliese siempre a una condición de la forma (4.2:1). No obstante, 
un ejemplo sencillo innuestra que la proposición enunciada no es 
cierta. Por lo tanto, no es justa tampoco la observación que acabamos 
de hacer. 

lin efecto, consideremos las funciones Í (2) = exp Ln 


Il 


y q (2) = 


E T' las cuales, evidentemente, son analíticas en el círculo 


LA 
-. 


2 


= exp 
unidad y no poseen ceros en el mismo. Por esto último, para cada 
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una de cllas tiene que cumplirse una condición de la forma (4.2:]). 
Sin embargo, su diferencia f (2) — q (2) = 2i sen 5 
camente igual a cero, a pesar de que también es analítica en el círculo 
unidad y se anula en los puntos z, = 1 — - (k=4, 2, ...) para 


no cs idénti- 


o : 00 
los cuales la serie $ [1 — (1 — 7)] , O sea Ni os diver- 
1 1 


gente. De aguí que para esta diferencia no puede cumplirse la con- 
dición (4.2:1). En el apartado 5.4 volveremos a estudiar el problema 
planteado y destacaremos una claso Y muy amplia de funciones que 
satisfacen a la condición (4.2:1), para la cual la diferencia de dos 
funciones de la clase N pertenecen a la misma clase. 

Jl teorema domostrado anteriormente afirma que para una fun- 
ción que satisface a la condición (4.2:1), la serie (4.2:2) es convergen- 
te. Sin embargo, éste deja sin respuesta la pregunta: ¿Se puedo con- 
siderar cualquier sucesión (fp) que satisfaga a la condición (4.2:2) 
como cl conjunto de todos los ceros, pertenecientes al círculo | z | < 
< R, de alguna función f (z) que cumple la condición (4.2:1)? 
Demostremos que este problema se resuelve afirmativamente; preci- 
sando, se verifica la siguiente proposición: 


Teorema. Para cualquier número entero A no negalivo y para 
cualquier sucesión de puntos (E) tal que |El < l Errar l y da serie 
0 
Y (R — | E, 1) es convergente, existe una función bd (z), analílica 


en el círculo | z | < IR y cuyo módulo no es superior a 1 en este circulo, 
tal que el conjunto de sus ceros coincide con los puntos 


E A A (4.2:3) 
% 
Para la demostración, da el producto: 


bn (a) = (+ y" í AA El? EN (4.2:4) 


k H2—En2 


Evidentemente, b, (2) tienc ceros en los puntos (%, ..., 0, 
A, 


A 
Ei on y sólo en estos puntos. Además, es una función continua 
para | z | << R, la cual es analítica en el círculo | 2 | < R y su módu- 
Jo es igual a 1 para | z |] = AR. Por consiguiente, en los puntos inte- 
riores del circulo se cumple la desigualdad 


0, (2)1<1. 
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Obsérvese que el producto (4.2.4) es un producto parcial del 
producto infinito 


29 Mltal ta de 
El Pi ra (da) 


cuyo término general puede escribirse cn la forma 

Rx + » , 

y Pt ll Rp 1)=1 +44, (R—]£n1). 

Sh (1(1— Ez) 
Iistá claro que para |z|<r<R se verifica la desigualdad 
An | = Rti+z|ital| - Llol+ris IE o MEE 
En (13—Taz) $] (12 Ey, | 7) R2— Rr R(H—r) ' 
y como, según la condición, la serie E (R — | €, |) es convergente, 
os convergente también la serie 2 |2, (R? — |] Ex |)]. 

De aquí se deduce que el producto infinito (4.2:5) es absoluba- 

mente convergente (t. J, ap. 4.3, cap. tercero) y representa en el 


círculo |z | << PR una función analítica b (2), cuyos eoros coinciden 
con los puntos dados: 


DOiinás O, PO 


No queda más que observar que 
b (2) == lim ba (2) 


Nr O 
y, por consiguiente, 
[6 (2)] «1. 


in resumen, la función pedida gueda construida. Esta se lama 
función de Blaschke (o producto de Blascl - 
k e), correspondiente a la sucesión de ceros dada. 

Considerando una función arbitraria f (z) 5 (O que satisfaga a la 
condición (4,2:1), y formando para sus ceros la función correspondien- 
le de Blaschke b (2), obtendremos que la función g (2) = > es 
analítica en el círculo |z |< R y no posee ceros cn el mismo. 

Asi, pues, para cada [unción f (z) méx Ó que satisfaga a la condición 
(4.2:4) se tiene la siguiente expresión: 


Ho =0me0=em (7) 11 Peal 22 (4.9:6) 
1 


Sh H3— trz 


donde la función g (2) no posee ceros en el interior del círculo | 2 | < 
«<< F? y la función b (2) no supera en valor absoluto a la unidad en 
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el círculo |z | < 1? y todos sug ceros son comunes con Jos de f (2). 
La fórmula (4.2:6) pura las funciones que satisfacen a la condi- 
ción (4.2:1) desempeña el mismo papel que el desarrollo de los poli- 
nomios en faclores lineales. 
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5.1. Sea kh (2) una función real definida en un recinto. Designemos 
cun A* (2) la función que coincide con A (2) en aquellos puntos en los 
que h (2) -> 0 y que es igual a cero allí donde A (2) < 0. Análoga- 
mente, h”7 (3) será Ja función que coincide con — kh (2) en aquellos 
puntos en Jos que h (z) <” O y que es igual a cero allí donde » (2) > (. 
Js obvio que 

h(2)==R4*(2)—h (2) y |A4(2)|=A* (2) -h (2). 

Si kh (2) es una función subarmónica cn un recinto G, entonces 
h* (2) es subarmónica en el mismo recinto. Ln efecto, para cada punto 
2, € G y todos log valores de p suficientemente pequeños se cumple 
la desigualdad 


21 
h (2) < 2 7 | ateo da + E (2 -- pe) de. 
0 y 


Si (2) 2 0, entoncos hk*(z)=h (2) y resulta: 
ph 


he (2) < 37 pr (|. pea) dez. 


Pero esta desigualdad es válida también para Jos puntos cn los 
que h (2) < 0, puesto que para éstos h* (3) se anula. En resumen, 
h* (2) es una Junción subarmónica. 

De lo expuesto se deduce que la función no negativa Jn* | f (2) |, 
donde f (2) es una función analítica cn el recinto G, es subarmónica 
en este recinto. 

Sea G el círculo | z | < R; suponiendo que Í (2) 5 Ó y expresando 
In |f (2) | en la forma ln” [/ (2) | — In” )f (2) |, escribamos la 
fórmula (4.1:6) cn la forma 


EN In*jf (pets) | da — In ¡ES Al, 


J 


vip) 21 


| , : 1 ; 
2. la TT +2 | lo" | / (pete) | de. (5.4:1) 
y 
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le esta fórmula se ess que 
2n 


+1 ag 1% 0) 
In” |7 (peta) | da < 7, de | $ (00) | da — ln nr —Ahlnp, 
y, por ee tanto, si la in 
271 
E | n*|f (pe) da  (0<p<R) 
0 
está acotada, resulta que 
25 
lim > ln] (pere) | da << + 00 
p>R 
y. por consiguiente, 
2n 
m7 ] | In | f (pers) 1] da < -;+- co 
RE 
Por otra parte, es eidinta que 
; 2 1 2x 
ora [ ln? | (per) | du «; 55 | [ln | 7 (pet) || da. 
y U 
Jón resumen, las condiciones 
Tim >= El In*]f (orta) ¡da < oo (5.1:2) 
y 
e 
ES $ 11m f (pela) || da < 0o (5.1:3) 
p> 


son equivalentes si f (2) == 0. 

A continuación designaremos con “Y el conjunto de todas las 
funciones que son analíticas en el círculo [2] < HR, y cuando 
f íz) se 0, las que satisfacen a la condición (5,1:2) o (3.1:3). A este 
conjunto lo llamaremos clase do funciones de forma 
acotada. Esta clase fue introducida por A. Ostroveki y por Jos 
hermanos R. y TY. Novanlinna. 

Está claro que cada función de da clase N satisface Lambién a Ja 
condición (4.2:1), de modo que para f (2) € Y la serie 


S Ra). 
f 
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donde «a, son los ceros de la función f (2), siempre es convergente. 

Sin embargo, la clase N forma solamente una parte propia de Ja 

clase de las funciones que satisfacen a la condición (4.2:1). Esto 

se puede ver mediante un cálculo directo, por ejemplo, cerciorándose 
A ni Ñ 7 

de que la función f (2) = exp 1 satisface a la condición (4.2:1) 

en e] círculo unidad, pero no satisface a la condición (5,1:2). Tin efec- 


to, la función 2 Ln f(z) = == |- 2fere os analítica en el círcuto 
unidad y, por consiguiente, 
1 a TP sen 
1 ES == a vU£ AE A A 
ln] /(0)|- —J [nto] 


os una función armónica en el circulo unidad. Por esla razón 
27 


1 ; 
0 Í In| f (pet) | da =1n |] £(0) | =0 


y 


independientemente de p, y Ja condición (4.2:1) queda cumplida 
(en general, ésta so cumple para todas las funciones que no poseen 
ceros). Por otra parle, en el caso dado Ja función Jn* | f (per) | 
es igual a In | 7 (peé*) | si0<70< a y es igual a corosin <a 
< 21. Por consiguiente, 


¿AT TT 


EZ 
35) ln*|/ (pet) | da => Ep eu A . 
0 0 
i+p 


» . 1 
== Mn (14 p*—2p cos a)15 == In 


—>05 cuando pi, 
es decir, no se cumple la condición (5.1:2). 

Demostremos que si las funciones f (2) y q (3) pertenccen a la 
claso N, entonces f (2) + p (2), y también f (2) q (2), pertenecen 
a la clase N, es decir, N se puede considerar como un anillo 
de funciones. Como la diferencia do dos funciones que salisfacen 
a la condición (4.2:1) puede no satisfacer a esta misma condición, 
de aquí se deducirá de nuevo que la clase N forma solamente una 
parte propia de todo el conjunto de las funciones que satisfacen a la 
condición (4.2:1). Cuando Ja función f(2) =p (2) o f (27 y (2) es 
idénticamente nula, la proposición considerada es evidente, puesto 
que la función idénticamente nula pertenece a N. Supongamos que 
f (2) = q (2), o respectivamente, f (2) y (z), no es idénticamente nula. 

Obsérvese que 


In7() 59 (3]< (160119 (91) 5. 10241*]/(9 140] 9 (21. 
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En efecto, si |/(2|x<1 y |p(z)|< 1, entonces In*(|f(2)]- 
11p(2)1) <In2, y si al menos uno de los números IF(3l 0] p(z) | 
es mayor que la unidad, entonces 


n*(1/(31-1e(31)-1e(17(01 lo(a/)< 
<in [2 max (17 (Dl. |p(31)1-= 
In2 | Infmax(|f6) |. [p(2)))-.h12 * In+]/(2)|- In*Jq (2!) 
Así, pues, 
27, 


za | 1 1/ (009) + 9 (pete) | do. 
( 
2 21 


< M2 3 | In*[f (peta) ida 7 | In*] o (peta) | des, 


y Jl 


de donde se deduco que f(2) + (5) porlenece a N si f(2) y p() 
pertenecen a Y. Del mísmo modo, observando que 


Intl (m]<In*|f(31+In*|qp (2) | 


(si al menos uno de los números |q (2)| y |f(3)| no es mayor que 
la unidad, entonces 


ln1/() e (|< ln” Imax(17(2)l. 1962) <1n*1/(2)1 -1n* [4 (2) 1; 
si ambos números [q (2)| y |/(z)| superan a la unidad, entonces 
121 =Mm 116) p()|- 

Gli] mir: la el) 
sacamos la conclusión que 


21 
a | Met 1F (oct) poco) da 


2x1 2n 
Ñ a 1 
L., = j In+ | ] (pex) | de -l. Zu | In? | e (peta) | de, 
N 


y, por consiguiente, f (2)-q (z) pertenece a Ñ si f (2) y y (2) pertene- 

con a A. Las funciones acotadas on valor absoluto representan una 

subclase importantísima de Jas funciones de forma acotada. ls obvio 
2 


E 
i 1 ANO 
que si |f(2) |< C, entonces 35) ln+ 7 (per) | da << lnC, es 
0 » 


decir, f (2) € Y. Las funciones acotadas cn valor absotulo forman un 
subanillo de la clase N. 
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Como la diferencia de dos funciones de da clase N perlenece 
a la misma clase, resulta que si dos funciones f (2) y «p (2) de la clase N 
toman valores iguales en los puntos de una sucesión (t,) para la cual 
la serie Y (R — | [, |) es divergente (si €, es un cero de orden p de 
f (2) — q (2), el sumando correspondiente se repile p veces), entonces 
j (2) = q (2). 

En efecto, on caso contrario, o sea, si f (2) — qp (2) == 0, obten- 
dríamos una función de la clase Y para la cual la suma de las dístan- 


cias do sus coros hasta la circunferencia | 2 | = R formaría una serie 
divergente, Jo cual es imposible. AÁsf, pues, f (2) — q (2) =0, 
Obsérvese que la serie 3 (Rf — | E, |) es necesariamente diver- 


gente cuando la sucesión (£x) posee al menos un punto de acumnla- 
ción ¿¿ en el interior del círculo |z | < R, ya que en este caso no 
se cumple la condición necesaria de convergencia de la serio. Entonces 
nuestra proposición representa un caso especial del Leorema inLerior 
de unicidad (t. I, ap. 6.1, cap. 111). Poro si ninguno de los puntos 
de acumulación de la sucesión (t,) pertenece al circulo [2 |< 7, 
entonces no puede aplicarse el teorema mencionado. 

Vemos, pues, que para las funciones de la clase Y resulta un Leore- 
ma de identidad (de unicidad) que es válido en condiciones más 
generales respecto del conjunto, sobre el cual se indica la igualdad 
de valores de f (z) y q (z). que el teorema interior de identidad. 

5.2, Demostremos que la clase N coincide con el conjunto de todas 
las funciones analíticas en el circulo | ¿| < R que pueden expresarse 
en forma de un cociente de dos funciones analíticas y acoladas en valor 
absoluto 


ha (2) : 
Ho. (5.2:1) 


Ahora se comprendo el papel importante que desempeña la cla- 
se N en la teoría de funciones y también la denominación de esta 
clase como funciones de forma acolada; este tenrema pertenece 
a Nevanlinna. 

Para demostrarlo, consideremos alguna función f (z) de la clase Y. 
Sea (p,) una sucesión creciente de números positivos, convergenle 
hacia R. Construyamos para cada p, una función u, (2) que sea con- 
tinua en el círculo cerrado |z | < p, y armónica en el interior del 
mismo, y que en los puntos de la circunferencia | 3 | = p, coincida 
con In+ | f (2) |. n virtud del tcorema 2, ap. 3.4. au, (z) es una mayo- 
rante armónica para lIn* [/ (2) | en el círculo |z |< pr. Además, 
un (z) es no negativa en este círculo, pues toma valores no negativos 
en la circunferencia |z | =p,. Demostremos que u, +, (2) > un (2) 
en todos los puntos |z |< pr. En efecto, un+1 (2), siendo una 
mayorante armónica para In+ |f (z) | en el círculo [2] <p, +1, 
supera los valores de In* | f (2) |] = un (2) en los puntos de la circun- 
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ferencia |z| =p, y, por consiguiente, es una mayorante para 
u, (z) en el círculo |z |< ps. 
Para los valores de las funciones u, (2) en el origen de coordenadas 
se tiene: 
21 


21 
tn (0) E ] ln (pet) de ==37 j In* f (paet2) | da. 
) 0 


y como f (2) pertenece a la clase VV, la sucesión (un, (0)) está acotada 
superiormente. Pero ésta es una sucesión no decreciente y, por con- 
siguiente, es convergente. Por ello, según el teorema de Harnack 
lap. 1.4), la sucesión de funciones armónicas fu, (2)) es uniforme- 
meute convergente en el interior de cada círculo |z | <p, (m = 
== 1, 2, ...), es decir, es uniformemente convergente en el interior 
del círculo |z |< R. La función límite de esta sucesión 
u (2) = lim un (2) 
Ti =» ON 

es armónica y no negativa en este círculo (ap. 1.4) y, evidentemente, 
es mayorante en el mismo para la función In*|f(z)]| pues para 
ph >|2] resulta: 


ln] f (2) |< en (2) < ns, (2) « u (2). 


Iformemos una función armónica v(z) conjugada con u (2). 
Jintonces exp [— u (2) — iv (2)1 = h, (2) es una función analítica 
en el círculo |z2 | < R que no posee ceros y está acotada en valor 
absolnto: | A, (2) | < 1. Para el producto f (z) h, (2), que representa 
una función hy (2), también analítica en el recinto |z |< R y que 
posee en el mismo los misimos ceros que la función f (2), hallamos 
la acotación: 


|h2 (2) |] / (2) fu (2) |= 
—|f (2) | exp] —u (2)1 « exp |1n* | f (3) | —u (2)) «.. 1. 


Así, la función Az (2) también está acotada en valor absoluto en el 
interior del círculo |2 | < R?, resultando que f (2) € Ñ se expresa 
en el interior de este circulo en forma de un cociente de dos funciones 
acotadas: 
ho (2 
1 


 hi(z) ” 


donde cl denominador kh, (z) no se anula en el círculo |z |< R. 

J)emostremos que se verifica también la proposición recíproca, 
cs decir, que toda función analítica en el círculo | z | < R que tenga 
la forma (5.2:1), donde A, (2) y ho (2) son analíticas y están acotadas 
en valor absoluto, pertenece a la clase N. Para demostrar costo, 
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abservemos que sin restringir generalidad se puede suponer que 
(211 y Jñlol<i, 


puesto que siempre se puede llegar a este caso multiplicando el numo- 
cador y denominador de la fracción (5.2:1) por un mismo número 
positivo suficientemente pequeño. Representemos kh, (2) y ho, (2) 
según la fórmula (4.2:6) en la forma 


hu) bel) y hala)= bea gto). 
donde b,(2) y 62(z) son las funciones correspondientes de Blaschke. 


Como 
Do (2) n= lim Dan (2), 


donde b, (2) es una función racional de la forma (4.2:4), cuyos 
ceros están contenidos entre Jos ceros de ho, (2) y cuyo módulo es 
igual a la unidad en la circunferencia |z|= R, resulta 


o ha (z) ra | him |. 
2 (2) = 1 2 | ——— |, 1. 
82 (2) mori Dan (2) a ns oa 
|[El=R 
De la última pese se deduce que | . e Es 1 para 
n 
todos los valores de n y, por consiguiente, | g2 (2) | <" 1 en el círculo 


[z| <R. ln esta misma conclusión es cierta también 
para gy, (2). Como lados los ceros de la función b, (z) están contenidos 
4 . + o h de 
entre los ceros de la función ba (z) (en caso contrario f (z) — ñ > 
tendría polos cn algunos de los ceros de la función b, (z), cs decir. 
en los ceros del denominador Rh, (2)), la función de 5 es analílica 
1 
en €] círculo | 2 | < FP. Esta puedo expresarse en forma de Jímite 
de la sucesión: 


dan (2) (2) 

Bra (2) (2) 
donde cada una de las funciones racionales pe S os analítica en 
el círculo | z | << A y es igual a la unidad en valor ao en los 
puntos de la circunferencia | z | = 2?. Debido a esto pen E SA 
o |< ¿ 4 en este 
circulo, llaciendo - = = b (2), escribamos Ja fórmula (5.2:1) 
en la forma siguienle: 


en el círculo |z | < R y, por consiguiente, 


bz q,e 
A (5.2:2) 


16—1234 
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donde cada una de las funciones b (3), ga (2) y £, (2) no supera en 
valor absoluto la unidad y g, (z) no posee ceros en el interior del 
círculo |z|<R. 

Por consiguiente, 


4 S A 1 
Visa Y WiO-=" 5-0 
Por lo tanto, 


2 TU 
AS 
om fan ($ (pe*2)] da < 5 ) ln | Pc da = In |: 
(Aquí se ha tenido en cuenta que la ET es una función armó- 


nica en el círculo |2 |< R.). De la última acotación se deduce 
que f (2) pertenece a la clase NV, con lo cual se termina toda la demos- 
tración. 

Está claro que las funciones de la clase Y pueden no estar acotadas 
en valor absoluto. Para el caso del círculo unidad la función f (2) = 


= exp 7 > 0) representa un ejemplo sencillo; cuando z = 


= £ > 0 tiende hacia el punto z = l, ésta tiende al infinito. Escribá- 
mosla de la forma 


a=—===x : 
exP == 
Aquí 
k k 
la car dle 
dE pros a—1 
ES (1 1+p2—2p vz) <1, 


] p cosa —1 . Ñ 
ya que 02005 O para p < 1. Así, pues, hemos observado 


que f (2) es el cociente de dos funciones acotadas (en este ejemplo 
ho (2) = 1); por consiguiente, f (z) pertencco a la clase N. 

Este ejemplo muestra que para algunas funciones de la clase NY 
el máximo de sus módulos A (p) puede crecer cuando p > R igual 


que eB=e (k > 0) (en nuestro ejemplo 
h 
R=1 y M(p)= 1ax | oxp ¿ | =e1=5), 
aiep? 13 
Convieno observar que para cada función do la clase Y se puede 
señalar un número positivo k tal que para M(p) se cumple la 
desigualdad 


h 
M (p) < eR=o, (5.2:3) 
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En efceto, on la demostración de la primera parte dol teorema 
del presente apartado se ostableció la existencia de una función 
armónica no negativa u(z) que es mayoranto para In*|f/(2)| y, 
a fortiori, para In|f(2)]. Por lo tanto, para p”, p<p'<A, ten- 


dremos: 
7 12 p? 
, , Ñ 4 mi p — e. 
nj f (pete) | <u (peo) = 57 ¡ u(prela”) p?+p2—2p'p cos (a —a) q 
0 


2 


pap t ar dar — LL (0). 
S TE 2pp" an IS ¡9% pl 


Como esta desigualdad es válida para cualquier p' </?, se “puede 
pasar aquí a límites para p" —=>R, de dondo 


RH+ : 2Ru(0) , 
In|f (peta) |< ¿=p (0) < > : 
por consiguiento, 


ln M (p)= max In] f (peta) | < Si 
is:a=.2n p 


y, finalmente, ñ 
M (p) <eR-», 

donde K =2Ru(0). 

De este resultado se deduce, por ejemplo, que la función 
ex no puede pertenecer a Ja clase N para ningún e7>0, 

1 

ya que para ella M (p) = eB-mi+*. 

La desigualdad obtenida do la forma (5.2:3) es solamente una 


condición necesaria para la pertenencia de la función a la clase N. 
No obstante ésta no es suficiente, como muestra el ejemplo de la 


función exp = , la cual no pertenece [a la clase N (véase la 
pág. 236) pero satisface a la condición 


4 
Pp (R—2)1+* 


A 
M (op) <et—”, 


$ 6. PROPIEDADES DE FRONTERA DE LAS. FUNCIONES 
DE FORMA ACOTADA 


6.1. En este párrafo examinaremos lag propiedades de frontera do Jas 
funciones de forma acotada en el círculo |2 | << RH, cs decir, las propicdados 
_ quo están relacionadas con el comportamiento de la función f (2) cuando z se 

aproxima a los puntos de circunferencia Pr :|2]= R. 

Supongamos primero que f (z) ce una función analítica en el círculo Xp: 

lz|< R y que está acotada en valor absoluto: | / (2) | < M. 


16* 
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Aplicando la fórmula la Poisson (1.2:14), hallamos: 


p2—r2 


—¿rp cos (a — 0) + ra dea, 


y (re 0) 7 (0) ] 11015 


r<oop<R 


Zn 
Integrando por partes y «ubsorvando quo j [7 (pe*2)-— 7 (0)) de =0, obtenemos: 


Mim 
pre) (0) 


u 
270 (p2 —r2) sen (a — 0) 
( | [7 (pet!) — + (0) de] [p2 —2rp cos (a — 4. 
Ñ 


Hagamos: 
u 
| (pel) —J (0)| de <F, (a); (6.1:1) 
0) 
entonces 
21 
> 2— r2) son (au — 0) add 
rms pr y MR o (8.1:2) 
a + í di [p2—2rp eos (a — 0) 4 12]2 


Está claro que el núcloo de fa última integral es la derivada del núcleo de Pors- 
son respecto del purámetro a. Obsérvese que la familia de funciones (F,, (2)). 
0opA-R. os en nuestras condicimes equicontinua: 

us 

[2.09 ta01- | | 1009 ae | m1 090041 

1 

además. satisface a las enardiciones: 
Po (0)="F, (23) =0. (6.1:3) 


Por consiguiento, existe una sucesión (Pad, Pa < Pn41> On +4, tal quo 4F,,, (02) 


converge uniformemente cn el segmento |0, 27] hacia una función £ (a) que 
satistace a las condiciones: 


[Fay —F la) ls MM] a —% |, FO) =F (27) =0. (6.1:4) 


Evidentemente, F (2) se puede prolongar a todo el eje numérico como 
tión continua periádica de periodo 21. 
Pasando a! límite en la fórmula (6.1: 2) (sobre la sucesión (p, )), resulta: 


2 Hr (R2— 72) sen (a — (3) 


R3=2Rr cos (a— 0) Pr2j2 p2 12 da. (6.4:55) 


21 
pre) =1 10+3 [20m 
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Esta fórmula se uplicará para el estudio de los valocrs frontera radiales de 
la función f (2), es docir, de los valores 


lim f (re 
r-— Hi 


Demostremos que existo el límito lim f (ret) para cuda 0, para el cual F (0) 
ro 

tenga derivada F” (07) — A (00). Sin restriagir generalidad se puedo suponer 

que 0, = O, puesto que se llega a este caso mediante la rotación: z = peid, 


6 
). 


Apliquemos la fórmula (6.1:2) para p = R a la función p(ré0)=4 ret0, 
a 
observando que en este casa Pa (a)— e ¡ elldi 2 (1), hallaremos que 
0 
2Rtr (R2— r2) “en (a —0) Le 
Ri— ¿Hr cos (a — €) rap? ce (6.1:5'1 


27% 


io LA pia 
ra == | NS WE 


Iteslando miembro a nriembro (6.1:5% de (6.4:5) tendremos: 


Arg m EN y Fis 2Rr (12 —12) son (ua — 0) 
ñ 2 “2 (222 Rir cos (a — (0) + 1r2j2 
u 


10) =1(0+ 


da, (6.1:6) 


donde ¿y (a) = (LE (e% 4) sntisfaco a las condiciones: 


FA(M-Fy(20=0 y F,(0)==0, (6.1:7) 
Hagamos 0=0 y, teniendo en cuenta que ¿4 (a) es periódica, escribamos (6.1:() 
on la forma: 


T 
| E E 2 Hr (182... r2) son a Eo 
HO 0H AR+H>57 j Fo (2) (EZ RCP E 203 PEE (65.4:3) 
-x 


En virtud de (6.1:7), para cualquier e > existo m 67>0 tal que 
IF(M)i<eja]| para la |< Ó, Dividamos la integral del segundo miembra 
8 4 7 


de la fórmula (6.1:8) en tres sumandos: > | En ' a = | . Está claro que 


—*T —-6 6 
el primero y tercer sumandos tienden a cero cuando r—> KR, En lo que se refiere 
al segundo, ésto (aplicando el mólodo de integración por partes) se puede acotar 
del mado siguiente: 


8 ó 
o 2.ftr (72 —r2) sen a 
la )| me. 21 0d (HR —2Rr cos a |- r2y2 a 
N Ñ 8 
e $ (112— r2) ES (A2—r2) da y 
2 mm M—2Hrcosó+rt ' “Za >, H?2—2Hr cos a 4-13 a 
ns 
enero pi An o 
+ Eq Í 113 -—2Rrcoz a-p r2 ame. 


=>: 
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Como e es arbitrariamente pequeño, de la fórmula (6.1:8) sacamos te 
conclusión que 


lim (1 =/(09+4. (6.1:9) 
r=o 


que es lo que se queria demostrar. 

No queda más que observar que la función F' («) satisface a la condición 
da TLipschitz (6.1:4) en el segmento [0, 2x1] y, por consiguionte, posee derivada 
linita en casi todo este segmento *) (véase, por ejemplo, TI. P. Natansón. 
Teoría de funciones do variable real, H. TI. Haraumcon, Teopma Pyiukuná 
BOHICCTBCIEOR NEpemcunoó, 131. 2-e, mepepa6oramoe, M., 1957, ra. 1X). 

Resumiendo, quede demostrado ol siguiente tcorema de Fatou: 

una función $ (2) que es analítica y está acolada en valor absoluto en el círculo 
1z2|< R (+00), posee valores frontera radiales en casí toda la circunferencia 
lz|=R. 
En otras palabras, el conjunto de puntas do esta circunferencia en los que 
no existen valores frontera radiales se puode encerrar en el interior de un sistema 
de arcos (finito o infinito y numerable) cuya suma de longitudes es arbitraria- 
mente pequeña. 


Hagamos la notación lim f (rel% = ¿ (Re%; entonces, según la fórmu- 
r>R 
la (6.4:9), 


A="F" (0) =1 (Hte'P) — $ (0) 


un Casi todo el segmento ¡0, 211]. 
Por esta razón, para la función £ (a) (que es absolutamente continua, 
debido a (6.1:3)) obtenemos la expresión 


a 
Flaj= j (y (Rei) — / (0)] e. 
1) 


Ponlendo en la fórmula (6.1:5) o integrando por partes, hallamos" 


240 
i 1 HN? — y 
f (re %)=/ (Mts ¡ [ (Re**)— / (0)] Fire 
Ú 
: 2J mm ñ 
E io == . 
23 | A o o eos 
í 


l'or consiguiente, una función analítica f (rel) que está acotada en valor abso- 
luto, se expresa mediante sus valores frontera radiales por la integral de Poisson 
¡la inte se debe entender aquí en el sentido de integral de Lobesguu). Este 
resultado también fue señalado por P. Fatou. Posteriormente fue extendido 
(por F. Riesz) a la clase 1f,, definida como la clase de funciones anulílicas f (2) 


8) Se dice que una propiedad A se verifica en casi todo un conjunto £, 
3i A es válida para todos los elementos de £ a excepción, posiblemente, de un 
conjunto do medida nula (Nota del T.). 
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para las cuales 
2n 
25 | lee dae <+o  0<r<k 
0 


Se puedo demostrar que la claso /7, está cuntenida como una parto propia en 
la clase de todas las funciones de forma acotado. 

6.2. El teorema de Fatou se puede completar demostrando que para una 
función analitica [ (2) que está acotada en valor absuluto, no solamente existen 
los valores frontera radwales en ensi toda la circunferencia Y y: |2 | = RÁ, sino que 
también los valores frontera angulares. Más exactamente, demostraremos que 


Lz 
Rg*% 


Ly 


a) il LD) 


FIG. 34. 


Es 


31 desde un punto /te'9, en el cual la función acotado f (2) poseo el valor fron- 
tora radial Á, so trazan dos cuerdas cualesquiera de la circunferencia In, enlon- 
ces en el triángulo curvilinco A (fig. 34,4) limitado por estas cuerdas y el arco 
correspondiente de U'g, se vorifica la relación: 


lim 7(7)=A4. 


¿> Rei0o 
zcA 


Kealicemos una transformación conforme del círculo | 2 | <. A en el semipluno 
«uperior, de modo que Tf” se translorme en el eje real, que el punto RE vuya 
al origen de coordenadas y que el punto diametralmente opuesto vaya ul punto 
dol infinito. Entonces el diámetro de la circunferencia Ty que pasa por Rei% 
se transformará en el semieje imagiuario y el recinto Á, en el recinto Á represen- 
tado cn la fig. 34,0). Está claro que la proposición expuosta so deduce del siguien- 
“teorema: 


Sea $ (2) una función analitica y acotada en valor absoluto (| ] (2) | < M) 


«n el semiplano superior. Si existe lim f (1y) = A, entonces en cunlquier angulo D 
y—U 


formado por dos rayos del ysemiplano superior que partan del punto z == 0, existe 


el limite: 
lim / (2) = A. 
z=>( 


25D 


248 GAP Vi. CUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


Demostración. Sin restringir generalidad se puede suponer que 
A — Ú fos suficiente sustituir f (2) por f (2) — A). Demostremos primero el 
toorema para un caso particular, cuando el angulo D está limitado por las bisce - 
trices del primera y segundo cuadrantes coordenados. Sca € algún númere 
positivo. Tomemos 2Ó ::> 0 de modo que se cumpla la condición: |[f (iy |< + 
si Ney < 20. Para cualquier punlo interior Za — Zo + iyo del triángulo 
POQ ifig. 35) el cuadrado T, :|r—z201<SIzo!l ly —yo1l< | zo |, oviden- 
temente, pertenecerá al semiplano superior y uno de sus lados estará situado 
en el segmento OS del eje imnaginario. Esto significa que en el lado CF dul 
cuadrado |f (2) < e y en cada uno de los otros tres f (2) | será menor que M 


FIG. 35. 


Realicemos ahora una sucesión de transformaciones del plano z huriéndolo- 


a dee 
virar cada vez alrededor del punto zo el ángulo q en sontido positivo. Como resul. 


tado, f (2) se transformará sucesivamente cn las funciones f, (3), fo (2), f3 (2), 
fi (2) =1 (3), ... Todas éstas son funciones analíticas en Pz, Y Cn cada uno 
de los lados de 7,, el módulo de una do cllas será menor que «+ y los módulos 
de las demás során menores que M. Formemos el producto: 7 (2) = fr, (3) =f2 (2)x 


X f3 (2)-f, (2); coma f; (20) 7= f (20), ¡=4,2, 3, 4. según el principio del 
módulo múximo Se tieno;: | F (22) |= 11 (60) ll < Mee, os decir, |f (0) |< 
< M*1.£':3. Esta acutación se cumple uniformemente ea cada punto interior del 
triángulo POQ; por lo tanto, como f (z) os continua, la acotación se extiende 
también a todos los puntos dol contarno (a excepción, pnsiblomente, del punto O) 
Así, pues, 11 (12 < M2 4 siz € POO (2 = 0); de aquí so deduce que lim f (2) 
-= () cuando z tiendo a O manteniéndose dentro o en los lados del ángulo POO. 
En particular, lim f (2) = 0 cuando z tiende a Y sobre los rayos Q0 a PO. 
Evidentemente, el caso particular considerado pucde enunciarse de la 
forma siguiente: sí una función f (3) que os analítica y está acotada en valor 
absoluto en un ángulo con el vértice en el punto z = 0, Liende a O cuando z — Y 
manteniéndose on la hisectriz del ángulo, entonces esta función tiene el mismo 
límite 0 cuando z -—» Y manteniéndose en un ángulo de magnitud doblemente 
menor con la misma bisectriz. En efecto, translormando conformemente el ángulo 
dado en el semiplano superior (el punto z = ( se queda inmóvil en esto caso). 
se reduce este caso al que acabamos de considerar. Pero entonces, como lim f (2) — 
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= Q en los rayos 00 y OP, sicamos la conclusión que lim f (2) = O cuando 
2 — U manteniéndose dentro o en los lados del ángulo P*00” formado por las 
bisectrices de los ángulos VOX y POX”, y luego, dentro o en los lados del ánguto 
P"O0Q” formado por las bisectrices de los ángulos 0'0X y 22'0X”, etc. Con esto 
so termina la demostración del teoroma. 

6.3, Demostremos ahora el siguiente teorema de unicidad para los valores 
frontera de una función analílica acotada! 

Teorema de los hermanos Riosz. Si dos valores frontera 
radiales de una función J (3), que es analítica y es de forma acotada en Kp:|2 |< 
< R, se anulan en un conjunto Ey de puntos de la circunferencia Ty:|z |... 2, 
de medida positiva, entonces | (2) = 0. 

Demostromos cl teorema por reducción a lo absurdo. Sea f (2) = 0; supon- 


gamos adomás que f (1) =0 (sis (z) tiene un cero de orden Y en el punto z =4, 


Hi 


7 te 


conjunto de todos los puntos del segmento [0, 2n]1 que corresponden a los 
puntos Reia€ Bn; ovidentementeo, mes L£>>0 (R mos 4 — mos Ep) *). 
somo por ln hipátosis del teorema: 


entonces en lugac de / (2) se puede cousiderar ) . Designemos con 8 el 


lim  f(pe)--0, 
ue8, pr 


resulta, debido al teorema de D. F, Egórov (véase 1.1'. Natunsón, Teoria 
de [unciones de variable real, cup. cuarto, $ 3 H. ll. Marancon, Teopua 
Hyukmuit pemecTBCUIMO A MEPoMCENOH, 1. YOTREPTIA, ? 3, m31. 2-0, 1957), que 
existe un conjunto cerrado 8” — €, tambión de medida positiva, en el cual 
la familia de funciones de a: (f (pe**)) tiendo a U uniformemente cuando p — Ri 


En tal conjunto $ la familia ul + tiende uniformemente a ”o 


ía 
(per) 
Por ello EAS 


¿ 2n ' ¿4 1 4 1 
ez - iDbida=— Y Int — de 2 => | li+ ———_—— del 
Za ] In | f (pe ) | da 3 j n Y (pete) 21 ¿ E (pers) ] 


tambien tiende a o para (p — /?. Pero ya se vio en el ap. 51 que de Ja con 
dición 
21 
A | ; 
La + j In+ (1 (pei) | de < poc. 
pan Y 
Ú 
que caracteriza su lus fimciones de forma acotada, su deduce que 
2 
1 


rre e ia ; PA 
A DR Í ln tf (pe ) ¡ da o AOS 
4 


Do la contradicción obtenida se deduce que el teorema de unicidad que se demues- 
tra es Justo. 


*) mes 8 denotu la medida del epajunto 8 (Nota del 1.). 
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Esto teorema fue demostrado por primera vez por los hermanos M. y. FP. 
Kiesz en el año 1916 (publicado on el año 1918). adópendicntoniente de ellos. 
los teoremas [cuntera de unicidad más generales fueron obtenidos por N. N. Lu- 
zin y [. 1. Priválov (publicados en el año 1919). Obsérvese que sí a f (z) no se 
le impone ninguna condición, entonces de la anulación de sus valores frontera 
ruliales en un conjunto de puntos do la circunferencia de medida positiva no se 
«deduce Loduvia que la misma función es idénticamente nula. 

6.4. Los teoremas principales de este párrafo se extienden inmediata- 
mente a una claso más genoral de funciones, para la cual se conserva la denomi- 
vación de clase de funciones de forma acotada (HR. Nevanlinna). Precisando, 
a una función f (z) que es analítica en el circulo |z|< R, a excepción posiblemente 
de polos, la lamaromos función de forma acotada, si olla puede 
“xprosarse on forma de un cociente do dos funciones analíticas que están acotadas 
«n valor absoluto: 

g (2) 
Í (2) == 5 E) (6.4:1) 


Seu (b,) la sucesión de todos los polos de f (3) en el circulo Kp: lz|<R, 
donde cada polo se repite tantas veces cual sea su orden de multiplicidad. Como 
la sucesión (2, y tiene que estar contenida en la sucesión de ceros de la función 
% (2), da cual está acotuda en valor absoluto, tiene que ser 


09 
Y (R—]b4 ) <+00 (8,4:2) 
=1 


pe ap. 5.1). HMomos obtenido la primera condición necesaria a la que satis- 
ace cada función de lorma acotada. Está claro que ésta so cumple de un modo 
trivial para cada función que tiono solimente una cantidad finita de polos 
wn Kp y, en paricular, para la que no tiene ninguno. 

Ahora, de (6.4:1) obtenemos: 


ln/6)1=19/8 6) ]-+lo ar” a+ Ig ()|+lor¡ñt |, 
de donde 
27 2n 


4 po 4 
3 | lo*| (001%) | 80 <a | la+ | g (pe) | da + 
1) Y) 


Tr 


¿7 
1 S 
os j In7 | 4 (pet) | da. 
Ú 


Como g() EN y h(2)E€N, de aquí se deduce (véase 5.1) que 
2n 


MA UN + ía A 
hd 21 | In+|f (pe) | da < +00. (6.4:3) 


lEsta us la segunda condición necesaria a la que tivno que satislacer toda función 
«du forma acotada. Domostremos (que el conjunto do estas condiciones es sufl- 
ciente para que la función f (2) sea de forma acotada, es decir, admita una expre- 
sión de Ja forma (6.4:1). 

Dobido a la condición (6.4:2) se puede construir una función k, (z) (el pro- 
ductu de Blaschke) que esté acotada en valor absoluto y cuyos ceros sean todos 
hos puntos de la sucesión (b,) y solamente éstos (ap. 4.2); como | h; (2) | < 1. 
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se tieno: 
4 27 
5 | In+|h, (pe %)[da=0, — 0<p<R (8.4:4) 
y 


Hagamos ahora 
(DR (2) = 81 E). (6.4:5) 
Por la construcción, g (2) es una función analítica en el círculo Kp; adomás. 
ntigo1<10+]/ (9 [+In* [A o | 
«véase 5.1) y, por consiguiente, en virtud de (6,4:3) y (6.4:4): 


2x1 
sd > | In+]g1 (pe 9) | da «+00. (6.4:45) 
ú 


De aquí se deduce que gy (2) € N, es docir (véase 5.2) 
E (2) 
y =—— +, 0.4:7 
£1 ( ? ho (z) ( y ) 


donde 442) y ho(z) son funciones analíticas y acotadas en valor absoluto 
en Kg. Haciendo Ry (2) ho (3) =% (2), obtonemos dofinilivamente de las fórmu- 
las (6.4:5) y (6.4:7): 
1 (:) = LE 
h (2) " 


donde g (2) y k (z) son funciones analíticas y acotadas en valor absoluto en X.. 
La clase general de funciones de forma acotada, definida en este apartado, 
la designaremos cun la letra A. La claso N, examinada en el $ 5, es una parte 
propia de A: N C A. Evidentemente, N se puedo caracterizar como la subclase 
pd nba reúne a todas las funciones unalíticas quo no tienen polos en el círcr- 
culo K». 
Supongamos que f (2) € A y que f (2) s* 0: entonces 


1) =ECL 


h (2) ” 


donde g (2) y A (2) sun funciones analíticas y acotadas cn valor absoluto en 
Kay g¿(2) +0 y A (2) 5 €. Según el teorema de Fatou, g (z) y h (z2) poseen 
valoros frontera angulares en casi toda la circunferencia Tp: |z | = A. Según 
el teorema de los hermanos Riesz, estos valores son distintos de cero en casi 
toda la circunferencio. De aquí se deduco quo f (2) € A, f (2) +50, posee en ensi 
toda la circunferencia Ve valores frontera angulares distintos de cero. 


CA PIFULO 
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FUNCIONES ENTERAS 
Y MEROMORFAS 


91. CRECIMIENTO DI UNA FUNCION ENTERA. ORDEN Y TIPO 


1.1. Según Ja definición, una función que es uniforme y Mmalíbici 
en todo el plano, se llama entera. Tal función se expresa por una 
serio de polencias que es convergente cn todos los puntos: 


Hz)=00+41z3+...-Fanzith.... (1.4:1) 
donde, en virtud de ln fórmula de Cauchy-Hadamard, 


limi y Ja |=0. (1.1:2) 
31-300 
En el punto del infinito la función entera puede ser refrular, 
entonces f (2) es constante, puede tener un polo de orden k > f, 
entonces Í (z) es un polinomio de grado k, y, finalmente, puedo toner 
un punto singular esencial. ln el último caso ésta se llama función 
trascendente entera. Son ejemplos de funciones trascendentes enbe- 
ras, Ja función exponencial e?, las funciones trigonométricas sen z 
y C08Z, y Olras. 
Aquí estudiaremos principalmente las funciones trascendentes 
enteras. la caracteristica más importante de tales funciones es el 
máximo del módulo 


M (r) = max | f (2) |. 
|2|=r 


Este os una función creciente de r, que en virtud del teorema de 
Liouville satisface a la condición 
lim M (r) =00. (1.1:55) 
T> 2: 
Está claro que M(r) (para una función trascendente entera) 
eroco más rápidamente que la potencia de r con cualquior oxpo 
neulo fijo. 
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Además. se cumple Ja relación 


y Z 
lim in 7 (r) an (1.1:4) 
in» 


TY. 
En efecto, suponiendo que 
4 lr M tr 

lim "42 


-— lus 
r=300 


tendromos que, para cualquicor número finito p">p, existe una 
sucesión (1,9 que tiende hacia el infinito, tal que para cada r, se 
cumple la desigualdad 


ln M (mn) <a, O bien, M(ra)<rh. 
Por lo tanto, para dos cooficicnles de la serie (1.4:1) obtenemos 
en virtud de las desigualdades de Cauchy: 


M (rn) 
R 


| az |<, <rnT*. 


"n 


Como r, $e puedo tomar aquí lo grande que se quiera, de aquí se 
dednce que todos Jos coeficientes de la serie de Taylor para Jos 
cuales k “> y 2> pu, son iguales a cero y, por consiguiente, f (2) 
es un polinomio de grado no superior a ful ([pl es Ja parte entera 
do y). 

Do lo demostrado se deduce que la función potencial 1% no es 
inmediatamente útil para la acotación del crecimiento de una 
función trascendente entera. Por esla razón se recurre a Ja función 
más simple entre las de crecimiento rápido, precisamente, a la flun- 
ción exponencial. 

Si existe un número positivo u tal que para todos los valores 
de y suficientemente grandes se cumple la desigualdad 


M(»<e", (1.4:5) 


se dice que la función entera f (2) es de orden finito. En caso 
contrario, es decir, $i para cualquier u > O existen valores arbitraria- 
mente grandes de r para los cuales M (r) supera a er", se dice que 
la función cntera es de orden infinito. 

El ejemplo más simple de función de orden finito es e?, y de orden 
mfinito, e”. 

Examinemos las funciones de orden finito. Consideremos el 
extremo inferior de aquellos valores de p para los cuales se cumple 
la desigualdad (1.1:5) comenzando desde valoros suficientemente 
grandes de r >> (u). 

Este extremo inferior se llama orden (se supone que es el 
orden de crecimiento) de la función entera y se designa por p. 
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ASÍ, pues, 
p=infuy 20. 


Para las funciones de ordon infinito se -haco p:-=00. Debido a la 
dofinición, para cualquier ¿2>>0 tienc quo cumplirse la desigualdad 


MN <ert (1.4:6) 


para r>1i (e); por otra parto, existen valores arbitrariamente gran- 
dos de r: Fi, Y2, ..., Fns +». ., que satisfacen a la desigualdad 


pp=e 
Mty>e” . (1.1:7) 
De las desigualdados (1.1:6) y (1.1:7) se deduce que 
A para rz>R(e) 


In - 


y quo 
in In M (rn) 


In r,, 
para rn arbitrariamento grandes. Por lo tanto, 


== In ln M (r) 
= lim ————= . 1.1:8 
p=lim— (1.1:8) 
Esta expresión puede servir de definición del orden de la función 

entera, 
Si f (2) es de orden finito p y existe un número positivo XK tal que 


M (r) <ekr?, (1.4:9) 


entonces se dice que f (2) es una función de tipo finito. En 
caso contrario, es decir, si para cualquier XK >> 0 existen valores 
do r arbitrariamente grandes para los cuales M (r) es superior a ekr?, 
se dice que la función de orden p es de tipo infinito 
(o maximal). 

Detengámonos en las funciones de tipo finito. Ll extremo inferior 
de aquellos valores de K para los cuales se cumple la desigualdad 
(1.1:9) para valores suficientemente grandes de r, se llama tipo 
do la función entera y se designa por o. Así, pues, 


=iniK >0. 


Enbre Jas funciones de tipo finito se distinguen las funciones de 
01 as normal (o > 0) y las funciones de tipo minimal 
(o = 0). 
Para las funciones de tipo maximal se hace ac = oo. Debido 
a la definición, para cualquier e > 0 tiene que cumplirse la desi- 
gualdad » 
M (0 <eo ter (1.4:10) 


>p.-e 
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para r>R (e); por otra parte, existen valores arhbitrariamon!le 


grandos de r: ri, Ya, ..., Par »-., que satisfacen a la desigualdad 
e > 
M(r)>e  "n, (1.1:41) 
Do las desigualdades (1.1:10) y (1.1.11) se deduce quo 
In M (r) 


<ZOo+e para r > fe) 


pP 


y in O oe para Tr arbitrariamente grandes. Por esta razón 
Ta 
o= im L20 . (1.1:12) 
Po P 


Esta oxpresión puedo servir de definición del tipo de la función 
entera. 
Evidentemente, e”,es una función entera do orden p=4 y Lipo 


eiz_e-iz 
o=4d. Para sen 2= —=— + 30 tiene: 
[sh y |< | sen | < V sh? y +sen?z < ch y. 
Por lo tanto, 


“> 


y pr ri 
- <wshr <M (1)=1max| son z| < chr= : Su a 


2 ur 


de donde p =1 y o =1. Para cos z resultan los mismos valores 
de p y 4. 

1.2. Expresemos el orden y el tipo de una función entera mediasn- 
te los cocficientes de la scrio de polencias (1.1:1). Supongamos que 
f (z) es una función de orden finito. Enlonces, parar >2R=R(K, u), 
se ticne: 


M (rn <etr?, (1.2:1) 


donde u >> p, y para una función de orden p y lipo finito 0: p = 

y K > a. Por consiguiente, en virtud de las desigualdades de Cauchy 
para los coeficientes de la serie de potencias 

E, Min _ e 


<- 


yr l pu 


[an < 


para pp >R. 


ES Krú , 
y . € . . 
' La función —,— (como muestra un cálculo sencillo, donde hay 


que igualar a cero la"derivada logarítmica) alcanza el mínimo para 
1 A 
euKk Je 
rR 


rn yu PA y Aba 
r=(-7) ; este mínimo es igual a ( Eligiendo 
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1 
N =N(K£, u) de modo que ()]' supere a R(K, p) para 
n “> N, obtenemos: 


nr 


Ja, < (2) para n>.. (1.2:2) 


El 


Así, pues, las desigualdades (1.2:2 son consecuencia de las 
desigualdades (1.2:1). Observando que para una función entera 


n, —— o 1 
Y Ja, I>0 cuando n—> o y, por consiguiente, In un 
] y |n 
— + 00, obtenemos primero de (1.2:2) 
1 
Inn Hi epK en 
p> + —__—___—_—— (1.2:3) 
1 1 
lin—— In ——_— 
a n- 
y | 12] y |, | 
y luego: 
a in 
wz lim 7 
n-»00 In 
ñN. 
y |] 


Como se puede tomar por 1 cualquior número mayor que p, de 
aquí so deduce que 


o Tin — (1.2:4) 
u—00 ]y 
no — 
y 12, | 
ln resumen, para una función de orden finito fp, el valor 
lia ME (1.2:5) 
NIG 1 
11 => 
y [ay | 


también es finito y no es superior a p. 

Supongamos ahora que f (2) es una función de lipo finito O. 
Intonces, en la desigualdad (1.2:1) se puede hacer y = p y Se puede 
tomar por K cualguicr número mayor que O. Para estos valores de 
uy y K, obtenemos de (1.2:2): 


1 1 
Y Tan] < (epKy", 
de dondo 


jo» 


1 


Tio n? Y Tel < (epKy. 
a 


E] 
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Como en el segundo micmbro puede ponerse en lugar de XK 
cualquier húmero mayor que o, obtenimos: 


1 
(epo)” > Tim? Y [a,]. (1.2:6) 
n—>00 


En resumen, para una función de orden finito p y Lipo finito oa, 
ol valor 


A 
lim ne Y [an |=f (1.2:7) 
N -> 20 

1 

también es finito y no es superior a (epo)”. 
Ahora demostraremos que, en la realidad, en las relaciones (1.2:4) 
y (1.2:6) no se cumplen las destgualdades, de modo que siempre 

) 


a=p y fP-= (cepo). 
Sin hacer ninguna suposición respecto de la función f (2) supon- 


gamos que para algunos valorcs de y y K se cumplen las dosigual- 
dades (1.2:2). Entonces 


3 
YA | a. | < (Ez y (n> y), 


s "yr =———o y ce 
de donde so deduce que lim y d4n|=0, es decir, la Iunción f (2) es 


NnN—>25 
entora. En virtud de la misma desigualdad, para cualquior r>>0 
y n>P/0V se tione: 


1 
Vir (Ly 


n 
El segundo miombro de esta desigualdad para n>[2euKr"]=n (r) 
tiene un valor menor que q Tomando R=/4? (pu, K) >> 1 tan grande 


que para r>J1i se cumpla la desigualdad n(r)= [2"euKr"] >N = 
=N (K, 1), se puede afirmar que para todos los valores indicados 
de r y para n>n(r) se cumplen Jas dosigualdados: 

y Ta [rn Es o sea [an |< l 


Teniendo esto en cuenta, acotomos superiormente M (7). Se Liune: 


3” 00 
M (r) —= max | f (z) -= max| A 4nz" | cal da EA pro = 
2 [==1 |2,=" Y pe 


ni) ces 
=2lm "+ 2 fanir” 
mr 


171234 
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y, por consiguiente, para r>R 


n(r) n1r) 
A + y <P len trr+ 1. 
n(irH-1 0 
Pero 
n(r) 
23 [an [re SA + DA Ja, |r” <r" Flan! 
+ (n (r)—N] max | an | 7”; 
n=N+íi,..., n(r) 


puosto que max [daros max Jane, y basándose en la desi- 


+isn< n(r) 


gualdad (1. 7: 2), cierta para n>Ñ ad obtonomos: 
E E 
max  Jan|r”< max (LE) max (ALA 
V+iin<n(r) N+isn nm lsn » 
n 


a enK yu 
Fácilmente se comprueba que max (2) r” se alcanza para 
iEn 


n=pKre y os igual a er"; por consiguiente, 


max la, |r*<exkrh, 
N+1< n= n(r) 


y como 1<eXr', resulta: 


N 
M(N<r [47 |-+ [n (1) +1 —NMekr* < 
0 
N 
<rN Y ar + (2 epKr" Y 4 — Ny exo = 
0 


N 
a ¿ler (ey Kira + 1 N +rie-r PS? | q, |). 
0 


Está claro que para cualquier e > 0 la expresión que figura entre 
paréntesis es menor que e* para r suficientemente grande. Por 
lo tanto, 


M (r) <elU+o0r? para r>R' (e >R. (1.2:8) 


Queda demostrado que de las desigualdades para los coeficien- 
tes (1.2:2) se deduce como consecuencia la desigualdad (1.2:8) para 
el máximo del módulo de la función. 

Supongamos ahora que los coeficientes de la serie de poten- 
cias (1.2:1) son tales que la magnitud a (1.2:5) posce un valor finito. 
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Entonces para cualquier f >« se tiene, para n > nm (pu): 
in 


a 
ln n 
Y An | 
o bien, 
A 
1 ys 
[21 <(=)"- 


Hemos obtenido una desigualdad del tipo (1.2:2), on la cual 
euK = 4, o sea, K = L.. Por consiguiente, según lo demostrado, 


el máximo del módulo de la función f (2) satisface, para r > R”' (e), 
a la desigualdad 


muda)” 


De aquí se deduce que el orden p de la función f(z) no" es supo- 
rior a KB, y como es un número cualquiera, mayor que «, se tiene: 


p<. 


De aquí junto con la relación obtenida anteriormento p>a 
(véaso (1.2:4)) rosulta: 


p=a= lim —=—-, (1.2:9) 


Hemos obtenido la expresión del orden de una función entera median- 
te los coeficientes de la seric de potencias. En particular, se observa 
que si uno de los números a y p es finito, entonces el otro también 
lo es; de aquí se deduce que si uno de ellos es infinito, el otro también 
lo es. En otras palabras, la relación (1.2:9) es válida también para 
las funciones de orden infinito. 

Supongamos ahora que para los coeficiontes de la serie de poten- 
cias no sólo es finito a: (y, por consiguiente, f (z) es de orden finito 
p = a), sino que también la magnitud f (1.2:7). Expresando f en 


E p 
la forma (epo”)?, es decir, haciendo 0” = LS », tendremos para 
cualquier K >0” y para n > n(K): 


2 1 
n* Van] < (epK), 
o bien, 


»Is 


K 
[an] < (22). 


174 
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Esta es una desigualdad del tipo (1.2:2) para =p; según lo 
demostrado, de aquí se deduce para M (r) una dosigualdad du la 
forma (1.2:8): 


M()<eltor?. > (e). 


Como cl orden de la función f(z) os p, de la última desigualdad 
se deduce que el tipo a de la función f(z) es finito y satisínce 
a la desigualdad 


o<K, 
o bien, obsorvando que X cs cualguier númoro mayor que o”: 
0O<0 =E ' 
es decir, 
A 
(aep)? <P. 


9 
Más arriba (fórmula (1.2:6)) se demostró que (cep)” >f. por consi- 
guionto, 
1 1 


(aep)" =P = Tan” V [an]. (1.2:10) 


Hemos obtenido la expresión del tipo de una función entera 
mediante los cocficicntes de la serie de potencias (y mediante su 
orden p, el cual, a su vez, se expresa mediante los coeficientes). 

De lo expuesto anteriormente se deduce que la fórmula (1.2:10) 
es válida también para las funciones de orden finito, pero de tipo 
infinito (maximal). 

Obsérvoso que si para una función entera f (z) se supone sola- 
mente que cs finita la magnitud 


í 
lim ne Vlan[-=P, (1.2:11) 
00 


donde p es un número positivo, respeclo del cual no se supone que 
es cl orden de la función, del mismo modo que no se supone 
que f(z) es una función de orden finito, entonces de aqui se 
A 

deduce que / (2) es una función de orden y y tipo E o bien f (2) 
es una lunción de orden inferior a y. 

En efecto, de la hipótesis hecha se deduce que para cualquier 
$" >>f, para n>N”, se cumplo la desigualdad 


3 o. 
ny ja [<P 
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y sea, 


Pla 


[en |< ( de E 


Esta es una daosignaldad del tipo (1.2:2) para eupK =(*; de clla se 
deduco para M (») una desigualdad del tipo (1.2:8) 


M (r) <cxp (E e) ra | 


y, por consiguiente, el orden p de la función f (z) no es Superior a y. 
Si éste es igual a u, entonces de la relación (1.2:11) se deduce, como 
pu 
na . 

Entre las funciones trascendentes enteras las más simples son 
lay de tipo exponencial. Así se llaman las funciones de 
primer orden y tipo finito, y también las funciones de orden inferior 
al primero. De la observación que acabamos de hacor se deduce que 
las funciones de tipo exponencial se determinan completamente 
por una relación de la forma 


ya se demostró anteriormente, que el tipo a de la función f (2) es 


limn Y [an] =P <oo. 


NI 
Precisando, las funciones respectivas serán de primer orden y de tipo 
o = E , O bien de orden interior al primero. 


Aplicando las fórmulas (1.2:9) y (1.2:10) es fácil mostrar un 
ejemplo de función entera de un orden arbilrario p y tipo o. Así, 
n 
pues, haciendo a, = (E) A (rn >41), donde p>0 y 0-0, 
obtenemos el siguiento ejemplo de función entera de orden p 
y tipo O: 
00 ida 
epo y» 
[(2)= > (E) z”. 
1 
Como se deduce de las fórmulas (1.2:9), parta una función de 
orden nulo tieno que cumplirse la condición: 


lirxa E =0. 
Yi—>$00 in = 
y | 27] 


De aquí se deduce que es suficionto tomar 


|a, |= 


pr En , 
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dondo e, es una sucesión arbitraria de números positivos, conver- 
gonte hacia coro. Por ejemplo, cualquier función de la forma 

00 

qn 
(=> mu (0>0) 

Mur 1 

es una función de orden nulo. 
Finalmonte, para obtener un ejemplo de función do orden infi- 

nito, es suficiente someter Jos números |a,| a la condición 


] In » 
lim 
n-—09 ln 


= 00, 


n 
V [an 
os decir, tomar 
1 


| an | = nn . 


donde «%, es una sucesión de números positivos convergente hacia 
cero, pero no muy rápidamente (de modo que se cumpla la condi- 
ción necesaria 


lim Y | 2n] = lim sa =0, 
N->00 noo » 
os decir, que sea lima, ln n= 00). Por ojemplo, se puede suponer 
que n= aa (0<0< 1). Entonces obtenemos la función 
n 


gr 


16) E 2 oxp [a (In su : 


1.3. La función M (r), determinando el crocimiento de la función 
f (z) en todo el plano, no proporciona datos algunos sobre el comporta- 
miento de la función en tal u cual recinto no acotado y, en particular, 
en algún ángulo con el vértice en el origen de coordenadas. 

Examinemos, por ejemplo, la función exponencial e* (p = Í. 
o =1). Como Je | =e* =e"*0%0%, on cada ángulo de la forma 


— > +e<0< > — e (e > 0) el módulo de la función satisface 
a la condición e” >> | e* | >> e"*en£ y, por consiguiente, tiende al 
infinito cuando r > oo. En los ángulos de la forma > +e<< 


< e — e (e > 0) se tione: | e” |] <e-"*%n8, y por consiguiente, 
e” tiende a cero cuando r > 00. Así, pues, en este ejemplo existen 
dos ángulos, cada uno de ellos de magnitud x (los semiplanos de la 
derecha y de la izquierda), tales que en Jos: ángulos situados junto 
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con sus lados en el interior de uno de ellos, la función tiende a oo, 
mientras que en el interior del otro tiende a 0. 
La función f (z) = eP(?, donde P (2) es un polinomio de grado »: 


P(2=a)+0a2+... 4 4p2” (a, +0, n>1) 


ropresonta un ejemplo similar do caráctor más goneral. Haciendo 
4 =0pc k y z=re0, obtenomos: 


n n 
= Ha la Lp — = 
Acs] | exp [2 Oprke oh ] | eXp [2 Opr* cos (us + ko | 


= Xp ( on" [ cos (An + n0) + S dcotar t27 j A 
6 


gp raok 


n—1 

La suma > On cos (o + 40) tiende a cero cuando r—>00; por 
- Op 7% 

consiguiente, la magnitud que figura entre corchetes para cualquier 

e>0 y para valores suficientemente grandes de r (7 > 2? (8)), será 


menor que 1-+e. Por ello, |f (2) <ett+oonr” si r> R (e). 
Por otra parte, haciendo $ = — = obtenemos cos (a, +10) = 


= 1 y, por consiguiente, para los mismos valores de r la magnitud 
que figura entre corchetes será mayor que 1 — e. Por Jo tanto, 


_¡9n 
|f (re 7) |>eti-aen”, si r>R(e). 
Confrontando estas desigualdades sacamos la conclusión que 
ia” < M (1) < eli+elcnr”, 


sir >R (e), por lo cual f (z) es una función de orden entero n 
y tipo 0». 
Dividamos el plano en 2n ángulos iguales: go, £1, - - +» E2n-1 


con el vértice común en el origen de coordenadas, tomando por 
gy el ángulo — 4 (4) EF<0< — TA ADA 
=0, 1, ..., 2r — 1), y tomemos en el interior de g, el ángulo y, 
de menor magnuitud: 
a . T g An T 8 
He 1) a 1) A 


d 


dondo dO<e<z- Entoncos, para los puntos del ángulo y,, tendre- 
mos: 


jn— GF +e< 0 +90 < jn+ Te 


2 
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y, por consiguiente, 
| cos (A, + n1) | > son e; 


además, si j es par rósulta Cos (0, +0) >sene, y si j es impar, 
Ss tiene: 


Cos (Un + nt) <— sen e. 


Expresemos |/ (2) | para 2€g, en Ja forma 


|f(2)| =exp (on cos (an —00)r* [1 + E ml! , 


€05S (Un + 140) ruok 


»n-l 


e 2 puede 


gon e 5) re=t 


É Ca cos (0, +40) 
La magnitud | 3 da 005 4%, + 80) ento 


hacerse menor Us e para r >> RH (e). Por consiguiente, para j par 
y r2> Hi (e) tendremos: 


|F (2) [> exp [0, sen er” (1 — e)], 


es decir, f(2) tiende a oo dentro de los ángulos y, de Índice par. 
Para j impar y 7 > (e) se tiene: 


|f (2) | < exp [— ur son er” (1 — 6), 


o sen, f (z) tiende a O dentro de los ángulos y; de índice impar. 
Vemos, pues, ue para la función eP(? existen 2n ángulos iguales 


g, de maguitud H 7 cada uno de ellos (4 = 0,1, ..., 2n —1) con 


el vértice común en el origen de coordonadas. tales que en los ángulos 
que están situados junto con sus lados en el interior de g, la función 
bieude a oo si j os par, y a 0 si j es impar. 

El teorema de Phragmén-Lindelof (ap. 3.3, cap. VI) proporciona 
dalos capitales sobre el comportamiento de una [unción entera de 
orden finito en el interior de nn ángulo si se conoce su comporta- 
miento en los lados del mismo, En do que se refiere a las funciones 
enteras, del teorema se deduce la proposición siguiente: 

Si j (2) es una función entera de orden no superior a p, la cual 
está acotada en valor absoluto en los lados de un ángulo g de magnitud. 
na con el vértice en el origen de coordenadas: 


|[fF)|.. Con los ludos del ángulo g, 


y si o «<< 1?p, entonces el módulo | f (2) | está acotado también en el 
interior del ángulo por la misma constante €. 

Del Leorema 1 del ap. 3.3 del cap. VI se deduce que para una fun- 
ción de orden p y tipo minimal la proposición formulada también 
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4 . 4 . sy 
es válida cuando a = ri En efocto, la condición 


F-»u0 E 
r 


) 


1 : 1 
que expresa que el orden de f (2) es menor que q 0 8s igual a ER 


pero enlonces el tipo de f (z) es igual a cero (véase la fórmula (1.4:12)), 
es un caso particular de la condición 2) del teorema 1 del ap. 3.3 
del cap. VJ. 

Del teorema de Phragmén-Lindelóf se deduce que si desde el 
origen do coordenadas so ha trazado un sistema de rayos que divido 


, 1 1 y 
al plano en ángulos no mayores que EN cada uno E > 7) , entonces 


al menos en uno de estos rayos la función trascendente entera f (2) 
de orden inferior a p no tiene que estar acotada en valor absoluto. 
Suponiendo lo contrario hallariamos, según lo demostrado, que la 
función está acotada en cada uno de los ángulos comprendidos entre 
rayos conliguos y, por consiguiente, está acotada en valor absoluto 
en todo el plano, lo cual es imposible, si f (2) e const. 

Como ejemplo, consideremos Ja función e" (2%, donde P (2) cs 
un polinomio de grado n. Aquí p = n, y si brazamos un sistema de 


ha 


rayos que divida al plano en ángulos de magnitud menor que —= , 


entonces al menos uno de Jos rayos de esle sistema caerá dentro de 
cada uno de los ángulos g, de indice par, en los cuales e 2 tiende 
aj infinito cuando z —> 00. 


Para una función f (2) e const de orden p< o de orden 


p = > y de Lipo minima) sacamos la conclusión, según lo anterior, 
que olla tiene que ser no acotada cn cada rayo que parta del origen 
de coordenadas. Para las funciones de orden > y lipo O 2: (0 ya 
no vale esta afirmación, como muestra el ejemplo de la función 
fm — EA la cual tiende a cero cuando z tiende al infinito 


sobre la parte positiva del eje real. 
En general, el teorema de Phragmén-Lindelóf deja de ser cierto 


. Tr . . . 
para los ángulos de magnitud — si se consideran funciones de orden p 


(pero no de tipo minimal). Así, en el caso f (2) = sen z, donde p = 1, 
la función está acotada en todo el eje real, el cual se puedo considerar 


- A Jl 
como los lados de cada uno de los dos ángulos de magnitud re 
de los semiplanos superior € inferior. No obstante. el módulo | sen z | 
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no está acotado en el semiplano superior ni tampoco en el semiplano 
inferior. 

1.4. Para estudiar más detalladamente el comportamiento de las 
funciones enteras se introduce la característica de su crecimiento 
sobre cada uno de los rayos que parten del origen de coordenadas. 
Sea f (2) una función entera de orden finito p >> O y de tipo finito o. 
Jóntonces, para cada rayo que forme un ángulo 8 con la parte positiva 
del eje real, se considera la magnitud 


ES 10 
h (0) = Tim 2LLEGEDL. (1.4:1) 
r-=00 P 


Esta función es uniforme y poriódica, de período 21. Se llama 
indicatriz de crecimiento de la función f(a). 
Debido a la relación 


lim 2240 _o<oo 
T-+00 po 
se tiene: 


h (0) <0, 
es decir, h(0) está acotada superiormente. 
Teorema. Si 0, y 0, satisfacen a las condiciones 


0<0—0,<min (2, 2) 


y a y b son unos números finitos tales que h(0,) <a y h(0,)<b, 
entonces en todo el intervalo (0,, 0,) se cumple la desigualdad 


Rh (0) < A cos Op + B sen Op, (1.4:2) 


donde A y B se determinan por el sistema de ecuaciones 


A cosB8.p + B sen 0,p=a, ] 
(1.4:3) 
Á cos 0.0 + B sen 03p =b. 
Además, para cualquier 2 >Ú se tiene: 
In | f (retB) | < (A cos Op + B sen Op + 8) re (1.4:4) 


para 

0,<0<0, y r>R(e). 

Demostración. Sea y un número positivo arbitrario. Defi- 

namos a=a (n) y B=P(n) mediante las ecuaciones 
a cos 8,p 4-Psen Op =4 +9, | 


4:03 
a cos Bop — f sen Bxp =b+ 1. (1.4:3") 
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Esto es posible, ya que el determinante del sistema sen (9, — 0,)p=0. 
Evidentemente, 


lima (n)=A y limf(n) =8. 
n—>0 n>0 


Introduzcamos la función auxiliar 
Fn(2)=1 (2) exp 1 — (a— if) 24). 


Esta es uniforme (si se hace 2? = (re*0)? = rf (cos Op + ¿sen Bp) y ana- 
lítica en el recinto angular g: OÓ<r<oo, 06,<0<0», y satisface 
en este recinto, para r>>R,(n), a la desigualdad 


|F, (ret9) |=| 7 (2) | exp [— (u.cos0p + Ben 8p) re] < 
< exp [to + 1)r?— (a cos Op + f sen Op) rf] < exp (KrP),  (4.4:5) 
donde K=KXK (n). Además, 
| E, (ret%) | < exp [(a + 1) 7?— (a.cos8,p + f sen 0,p) r?] =1, 
| Ey (ret82) | < exp [(b + n) re — (a cos 0)p + fi sen 02p) rr] = 1 


para r> Raz (m), es decir, el módulo |, (z)] está acotado en los 
lados del ángulo g: 


[Fn (rey |<C, |F, (re) | <C (0<r<oo),  (1.5:6) 


donde C=C (n). 
Do (1.4:5) y (1.4:6) se deduce que a la función P,(z) en el 


recinto g, el cual representa un ángulo de magnitud 00, <=, 
se le puede aplicar el teorema de Phragmén-Lindclóf. Obtenemos: 
Pr (121<Cn, 2E 8, 
de donde 
In|f (rei8) |] < la Cp +(acos 8p +Psen Op) re,  reBbEg. (1.4:7) 
Para un £>0 dado, fijemos un número y = 7 (8) >0 tan pequeño 
que se cumplan las desigualdados 
|Ja(m—Al<z y IBlmM—BlI<z, 


y hallemos después un valor R (e) tal, que para r>>kR (e) se cumpla 

la desigualdad 

in Cn 
¡0 


Entonces para 0,<0<0, y r>RM (e) tendremos según la desigual- 
dad (1.4:7): 


e 
3: 


In | f (re) | < (A cos Op + B sen Op + €) re, 
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o sea, la relación (1.4:4). De esta se deduce luego que 
EA 10 
h (0) = lim sa pre 2 < Acos 0p + Bsen0p-. e 
Tx P 
y como e os arbitrariamento pequoño, resulta: 


h (0) < A cos Op + B sen Op (0, < 0 <; 0,). 


En teorema queda demostrado. 
Determinando A y B de las ccuaciones (1.4:3) y sustituyendo 
los valores hallados en la desigualdad (1.4:2), obtenomos: 


son ([(0:.—6)pl , , sen1(0—0p) p] (0,0. <03). (1.4:8) 


h. (0) ». a sn 0,—0)p4] * - sen[(0¿—0p p] 


Fu particular, cu la bisectriz del ángulo g 


0,—0=0—0, > 2% 
se biene: 
01+8,)y 1 ab aa 
A ay + (1.4:85) 
9 70 


Demostromos que la indicatriz h(0) tiene un valor finito paru 
cualquier 0: 
h (9) >— oo (1.4:9) 
Supongamos lo contrario y sca h(0)= —oo. Fijemos algímn 
número natural m>p y apliquemos la desigualdad (1.4:8”) a la 
biscetriz del ángulo: << UL. Rosulta: 
a+L 


a 
eds an 


h (00437) < 


donde a y b son unos números finitos cualesquiera que salisfucen 
a las condiciones: 


azh(0)=—0 y bzh(8,). 


lijando b, pasemos al límite en la desigualdad hallada para a —— oo. 
y 1 A ] , 
Obtenemos: % [ 0, : 37) = —o0. Ruilerando este mismo razonamiento 
hallaremos que, cn general, 


h (0, 1-7) =—o00, k=0,41, ..., 4au—1. 
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En virtud de la definición de la indicalriz h (0), la función f (2) 
tione que estar acotada en cada rayo Ú = 0, + le —(k =0, 1, ... 
., 4m — 1), do donde se deduce que está completamente acotada, 
es decir, f (2) = const (dos rayos contiguos forman un ángulo A 


<t+) . Esto contradice a que Ja función f (z) es entera de orden 


p>0. Así, pues, la relación (1.4:9) queda demostrada. De ésta 
se deduce que en cl teorema principal de este apartado siempre se 
puede hacer: 

a=h (8), b= h(0)). 


Entonces la desigualdad (1.4:8) adquiore la forma siguiente: 


ay - en ((02—0) p] sen [(0—BY rl y 246 
O 16000 e 00 + en 090126) (14:10) 
De ésta sc deduce cl corolario imporlante: 
La indicatriz de crecimiento de una función de orden finilo es 
una función continua en todos los puntos. 

Jin efecto, fijando arbitrariamente Ga, hagamos en Ja relación 
(1.4:10) 0, = 0, y pasemos a límites para 0 —> 07. Obtonemos. 
lim (0) <A (8). 

9-00, 8 90 
Haciendo on (1.4:10) 02-- 09 y pasando a límites para 0—0p, 
hallamos: 
lim  (0)=<,A(0,). 
a (0) <, A (05) 
Ási, puos, 


lim (0) < » (Bp)- (1.4:11) 
0-+81) 


Hagomos ahora cn (1.4:10) 08), y pasemos a límitos una voz 
para 9,-—> 07 y otra vez para 0, —0p. Oblendremos: — * 
R(09Y< lim (09; (Je lim  2A(0), 


8100, 91< 80 8280, 02.0 


O sea, 
lim 2 (6) > (00). (1.4:12) 
00 
Conironiando (1.4:11) y (1.4:12), hallamos: 
lim » (0) = lim h (0) = k (0,), 
9-80 0>00 
como se quería domostrar., 
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Demostremos ahora que si p.>+. entonces no pueden existir dos 
valores 0" y 0” tales que 


a—o=%, 
p 
h(8)<0 y h(0)<0. 


Supongamos que existen tales valores. Entonces, haciendo 
en (1.4:8): 


0U,=0'-+8, 0,=0"—e, a=h(0' +8), b= hare (0<e<izS) 


tendremos: 


ALTE h (0 +€) +1 (0"—8) _ h (0 ++ (0"—=e 


Py MEP EA Y 238n (ep) 


Cuando z > 0 el segundo miembro, en virtud de las hipótesis 
hechas y de la continuidad demostrada de » (0), tiene que tender 
a —oo, lo cual es imposible. De aquí se deduce lo que se afirmaba. 


ln particular, para p = 5 no existe ningún valor de 0 para el cual 
sea h (0) < 0. 
Obsérvese que para 0 <p <> tampoco puede existir ningún 


valor de € para el cual 4 (8) < 0. En efecto, a lo largo del rayo 
correspondicnte la función f (z) Liene que estar acotada, lo cual para 


las funciones de orden menor que >, no idénticamente constantes, 
es imposible (véase el apartado anterior). Así, pues, para una función 
de orden no superior a Ñ la indicatriz de crecimiento es no negativa: 
h (0) > 0. 

Supongamos ahora que p >> 5 y que 0), es el valor de 9 para el 


cual h (0,) < 0. Como para algunos valores de 0 tiene que ser: 
h (0) >> 0, existe un intervalo (6”, 8”) que contiene a 0, en el cual 
kh (0) < 0 y en cuyos extremos A (0') =h (0%) = 0. Está claro que 


00 —0 <E; en efecto, suponiendo que 0 — 0orn>= se 
podrían señalar tales valores 0, y 9, del intervalo (8,, 92) para los 
cuales 03 — 0, = 5 . Pero h (8,1) <0 y % (02) < 0, y por lo tanto, 


resulta una contradicción con la propiedad establecida anteriormente 
de la indicatriz de crecimiento. 
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Supongamos, para precisar, que 0” es el extremo del intervalo 
(0, 0% más próximo a 0n; entonces 0<B0,—0' =5 < 5 
Apliquemos la fórmula (1.4:10), sustituyendo en ella 0, por 0” — 6 + 
+e y 0 por 0+6-—e=8,-— e, siendo 0O<e<ó. (sta 
fórmula es aplicable al caso dado, ya que 

(0 +8 —e) —(0—04 e) =26—2e < E a) 
Obtenemos: 
E 1 R(0'—0+e6€)+h(0"+06-—e) 
h (0) =0< cos (Se) pp... A? 
de donde 


h(0—6+e)> —h(0' --6—e). 


Comu esta relación cs válida para cualquier 2>>0Ú y h(0) es 
continua, resulta que también es válida on el límite, cuando e—-0. 
Por lo tanto 


2 (9 —8)> —h (0 +8) = —h(0)). 


Pero h(0'— 6) <o, donde a es el tipo do la función f(z); por 

consiguiente, 

h (07) 2 —0. 
Así, pues, para p>> se tiene: 

o>h(0) > —0. (1.4:13) 
Como ya so vio, para p<5 esta desigualdad se sustituye por otra 
más fuerte: 

o>(0)>0. (1.4:13) 


Obsérvese que para las funciones do tipo minimal, de una y otra 
desigualdad resulta 


h (0) =0. 
Demostremos, finalmente, que cn todos los casos 
max h (0) =0. (1.4:14) 
En efecto, si se supone que max k (0) = 0, < 6, ontonces en 
el teorema principal de este apartado se puede hacer a =b=0,, 


después de lo cual la desigualdad (1.4:4), en la que sustituimos A 
y B por sus valores de las ecuaciones (1.4:3), toma la forma 


cos [ (He 4% 
In] f(re%) < SO 0c++) ro 
cos (27% p) 
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para 0,-.0<%0, y r>4/(e). Flagamos Ens =0. y == 0, 


entonces en el segmento [0¿—ó, 0, + Ó) nds: 
cos (07, —0) 
In] / (ret) | < oe 5 Lo + e] ro 


para rc> A (e). 

La expresión comprendida entre corchetes tiende al límite «a, 
para 6 > 0 y e > 0 (uniformemente respecto de 0, y 0) y, por con- 
siguiente, para valores suficientemente pequeños de $ = Ó, y € = ta 
puede hacerse menor que 6 siendo 0, < 07 < O. En resumen, 


ln] /(re9)| <ogr? para 0—07..0<0, +6, y r>Ro— Ro (00). 
(1.4:15) 


Ividonteomento, $, se puede tomar igual a donde m os un 


TU 
¿m ? 
número natura, suficientemente grande. Entonces un todos los ángulos 


EL: dE (% 0, ...,nm—Í1) 
m 


m “ 


so cumple la desigualdad (1.4:15) para valores de r suficienteamente 
grandes, de donde so deduce (que 


ln|/ (re) | <ogr? para r>R 


= Jim 


r>cc0 


In] f (re a 
Le” o, 
rr 
lo cual es imposible. 
La gráfica de la indicatriz de crecimiento do una función entera 
en coordenadas polares r y 9: 


r—=h (0) 


sa Mama indicatriz de esta función. 
I) lector puedo convencerse fácilmente de que las indicatricos 
de crecimiento % (0) para las funciones 


1) e**, donde a= wet, 2) semz, 3) cosz, 4) e2” (n es nabural) son: 
1) acos(904-q). 2) y 3) |sen8|, 4) cosn0. 


Las curvas correspondiontes (1) es una circunferencia doblemente 


recorrida, construida sobre el segmento, que une los puntos O y a. 
como diámetro; 2) y 3) son dos circunferencias tangenles en el origen 
de courdenadas, con centros en ol eje imaginario y diámelros iguales 
a 4; 4) es una rosa de 2n hojasl están representadas en la fig. 36. 

1.5. Como un ejemplo de las leyes que se pueden demostrar para 
Jas funciones enteras partiendo del estudio de su crecimiento, expon- 
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gamos unas cuantas proposiciones elementales que, para cl caso de 
las funciones de orden finito, establecen el llamado teorema pequeño 


de Picard. 
Teorema 1. Si una función entera f (2) no toma cierto valor Á 
(+00) en ningún punto del plano, entonces f (2) tiene la forma 


f (2) = AH e80), (1.5:1) 
donde g(z) es una función entera. 


1) 2,3) 


FIG. 36. 
l)omostración. Como f(2)-—A no se anula, la función 
n= A pS 7 =:h (2) es analítica en todo el plano, es decir, es una función 


enlera. Pero 
Fl d 
Toa =D As 


por consiguiente, 
2 
¡Lu If (2) —AM= | » (2) dz 
tí 
de donde 


f (2) —A=exp [ h (2) dz+1n1f (0) — 411) = e8(2) 


tr DA 


siendo también 
g (2) = | h(2) da+ In1/(0)—4) 
U 


una función entera. 
181284 
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Demostremos ahora unos lemas que de por sí mismo tienen un 
valor capital. 


Lema 1. Si la parte real u (r, 9) de una función f (2) = Da,z”, 
6 


que es analítica en un entorno | 2 | <R <=: oo del origen de coordenadas, 
satisface para todos los valores p, O<p <R, a una desigualdad de 
la forma 


u(p, Y <U (1.5:2) 


(aquí no se toma u (p, 0) en valor abzoluto, de modo que, en particu- 
lar, YU puede ser un número negativo), entonces los coeficientes de la 
serie de potencias satisfacen a las desigualdades: 
2 (E — ap) á € 
[ta LGA, md 2 (1.5:3) 
donde 


Cp -- Ro (49) = >> | u (r, Y) dí. 


Demostración. Sea f (2) =u (r, $) — iv (r, 0); entonces 
para la función E —f (2) = YU — u (7, 0) — iv (r, 1) el desarrollo 


de Taylor tiene la forma Y — 4, — > Appz”. Por consiguiente, los 
5 


NÚMCrOSs — 4 = Cm + if), para m>>4 pueden expresarse en la 
forma siguiente (véase (1.2:6) y (1.2:7) cap. sexto, en las cuales 
se debe sustituir u (p, a) por U — u (p, a)): 
Ñ 2n 
i 
de donde 
2x1 ) en 
[tral — a ] ¡U —u (p, %)] de = a =p | u (p, au) da. 
Y 
Poro 
24 (0) Zap. 


pr e pa , 


u (p, a) da = 


A 
=> Dd 


Cra Xx 


20 mm1,2,...) 


para cualquier p < R. Pasando aquí a límites para p => R, obtenemos 
las desigualdades (1.5:3). 
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Lema 2. Si la parte real u (r, d) de una función entera f (2) 
satisface para todos los valores de r, comenzando desde cierto ry, a una 
desigualdad de la forma 


u (r, 9). rB (r> ro), (1.5:4) 


donde y > 0, entonces f (3) es un polinomio de grado no superior a [p). 

Demostración. En virtud del principio del módulo máxi- 
mo para Jas funciones armónicas, para todos p < r se tiene: u (p, 0)< 
< rx; por ello, según el lema 4 


q PE—a 
[tm |< 2- 
Si ma[p]+4 y r crece indefinidamente, resulla 


Ares = Ou => +... 0 
y, por consiguiente, 


(3) =dq Oz o... — 300, 
como se quería demostrar. 


Teorema 2. Si una función entera j (2), que no toma cierto 
valor A(H< 00) en ningún punto del plano, es de orden. finito p. entonces p 
necesariamente es un número entero y f (2) posee la forma 


f (2) = 420, 
donde P (2) es un polinomio de grado p. 
Domostración. Debido al teorema 1 f(3) puede expresarse 


en la forma 
f (2) = Á =P ef (2. 


donde g(z) es una función entera. Pero, para cualquier £7>0 
y r>RA (e), se cumple la dosigualdad 


no] 


p+> 
(H()|<e" , 

do donde 
e 


pe 
Jero l<lafre ?, 


Lligiendo 13” (e) > £l (e) de modo que para r> FR” (e) sea 
o+ 
|A|-+er 2 <eote 
y observando quo | e£(t)| =eRet£(2J, obtenemos: 


Rel < er tt para r>R (e). 
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Por consiguiento. para estos mismos valores de r 
Re [g (2)] < re*e, 


de donde, según el lema 2, g (2) es un polinomio 7” (z) de grado no 
superior a lp + e). 

Por otra parte, está claro que si f (z) es una función de orden p, 
entonces f (7) — 4 = eP(2) también es una función del mismo orden, 
y como el orden de la función eP(2) es igual al grado » dol polinomio 
P (z) (cosa que se vio al comienzo del ap. 1.3), resulta que p =n 
es un número entero y P (2) es un polinomio de grado p. Con esto se 
termina la demostración. 


Teorema 3. Si una función entera f (2) toma un valor A (++ 00) 
en un número finito de puntos Z,, 22, . . ., 2m cun los órdenes de multi- 
plicidad ki, kz, ..., Km, entonces f (2) es de la forma 


2) =4+ (229%... (22) est, 


donde g (2) es una función entera. 
lin efecto, on virtud de Jas condiciones del teorema la función 


| E (2) A 7 €s entera y no se anula en ningún punto del 
3 a sl 
(221)? ¿.. (32m) 


plano. De aquí que. según el teorema 1, ésta es de la forma eé(2), 
donde (2) es una función enteca. 

Por lo tanto, 

1) (z) — A =e (2). 
E A RS 
de dondo 
f (2) —_ Á + (2— 2 e... (2— 3)" esta, 
Teorom a 4. Si respecto de una función entera ] (2) que satisface 


a la condición del teorema precedente, se sabe que es de orden finito p, 
entonces p Liene que ser un número entero y la función f (2) es de la forma 


f(2) =A=+ (—2,)" Eds (2— Am)" ePlo, 
donde P (2) es un polinomio de grado p. 
En efecto, según el teorema 3, f (2) tiene la forma 
f(2) =4A- (2— ¿ya ive (—2Zm)"" esta), 
donde g(z) es una función entera. Como 


21 | — pRo[eiz)) 2 VMlHlalo 2 Al, 
| es | e Sa NA | 
si |z=2|>1, .... |2—2m1>1 y además para todos los valores 
de r suficientemente grandes: |/ (2) +14] <e"***, rosulta 


Relg (2)] <re+e, 
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de dondo, del lema 2 se deduce que g (z) es un polinomio P (2) de 
grado no superior a p. 
Por otra parte, es evidente que si f (2) es una función de orden p, 
entonces 
f(2)-A 


— e 


es una función del mismo orden. Lin efocto, ya se ha observado que 
pe. id]= je 0] <rete para r>ii(e), 


y, por consiguicnto, el orden do e*'% no es superior a p. Pero ésle 
no puede scr inferior a p, pues en caso contrario tendríamos para 
algún a positivo que 
[20 |<er% para r>R'(a) 
y, por lo tanto, 
VWI<IA 4er E (rap... (1+]2m))"" 

para r > (8). 

Es evidente que la razón de la magnitud que figura en el segundo 
miembro de la desigualdad a e7P”% tiendo a cero cuando r-—>oo. 
Por ello, para r> 4" (a) >A' (a) tendremos: 


1f (3) |< pro. 


Jo cual es incompatiblo con la hipótesis del teorema según la cual 
el orden de la función f (z) es p. 

Así, pues, el orden de Ja función eM*) también es igual a p y. 
por consiguiente, p es un número entero que coincide con el grado 
del polinomio P (z). Jl teorema 4 queda demostrado. 


Tcorema 5%. Para una función trascendente entera f (2) de 
orden finito p, el conjunto de sus A-puntos es infinito pura cualquier A. 
Es excepcional solamente el causo en que p es un número entero positivo 
y la función f(z) es de la forma 


Í (2) = 40 1 p(2) ePC», (1.5:5) 


donde p (2) y P (2) son polinomios. En este caso, para A = Aa y sólo 
para este valor único, resulta un conjunto finito de A-puntos (que 
coinciden con los ceros del polinomio p (2)). 


En otras palabras: para una función entera de orden finito no puede 
extsttr más de un valor excepcional A = Ay para el cual el conjunto 
de A-puntos de la junción sea finito. 

Obsérvese que la condición do que el orden p sea finito cn este 
teorema está dictada solamente por el método clemental elegido 
de demostración. En la realidad, el tevrema 5, conocido por el nombre 


278 CAT. VEL. FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORPAS 


de teorema pegueño de Picard, es válido para las funciones enteras 
de cualquier orden, finito o infinito. 

Empezando la «demostración, señalemos que si Ja función f (2) 
tiene para cierto A = Ap (5400) solamente un conjunto finito de 
A-puntos: Zy. ..., Zm, con los órdenes de multiplicidad k,, ... 
- «y Km, entonces según el teorema 4, p tiene que ser un número 
entero y f (2) es de la forma 


[()=4 + (22 g 0... (22m) "eP0, (1.5:6) 


Ñ 
donde el grado del polinomio P (2) es igual a p >0. Por lo tanto, 
si p no es un número entero positivo, el conjunto de A-puntos de 
la función entera es infinito para cualquier A (+00). 

No queda más que demostrar que cuando p es ua número entero 
positivo y f (z) tiene la forma especial (1.5:6), no cxiste un número B, 
distinto de 4. (Bo + 00), para el cual el conjunto de A-puntos sea 
tembién finito. 

Demostrando el teorema por reducción a lo absurdo, supongamos 
que el conjunto de A-puntos de la función Í (2) es también finilo para 
cierto Bj, * Ay. Entonces, según el teorema 4, Y (z) tiene que ser de 
la forma 

Fa) =- Bor lat)... (¿EJ "edo, (1.5:7 


donde Q (2) también es un polinornio de grado p. De (1.5:6) y (1.5:7) 
resulía la identidad 


dondo 


pl)=(2= 20%... (22m) ", q() =(2—59%... (2—5n)" 


p (2) PD —q (2) 00.=C, (1.5:8) 


C=B,— Ap 30. 


Al principio del ap. 1.3 so estableció que para la función e? 2 todo 
- e Ed . , Y 4 e 
el plano se divide en 29 ángulos iguales de magnitud — con el vérlico 


común en el punto z += Ú: y, . . «. 825-1. y tales que dentro de los 
ángulos de índice par la función eP( tiende a oo, y dentro de Jos 
ángulos de índice impar liende a U. Para la función e2 6? existen 


Lá . . . e pS . Lá e 
ángulos similares de la misma magnitud — y con cl mismo vértice 


) 

z=0Ut fo. ..., fop-1- Cualquicra que sea la posición relativa de los 
ángulos gy, y f,, siempre se puedo afirmar que el ángulo g,, por 
ejemplo, tiene puntos interiores comunes con alguno de los ángulos f; 
de índice par, o sino coincido tatalmente con un ángulo f; de índice 
impar. 

ln el primer caso, es decir, cuando g, tiene puntos interiores comu- 
nes con cierto ángulo f,,, existe un ángulo y con el vértice en el origen 
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de coordenadas, que junto con sus lados está situado on el interior 
de £, y en el interior de f»,. Pero entonces, para cierto e, 0 < e < > 
en los puntos del ángulo y se verifican las desigualdades siguientes 
(véase la pág. 264): 
[e | < oxp [ —0p sen 8-7? (1 — e)) 
(g, es el módulo del cocticiente de zP en el polinomio +” (z)), 
| e02>] > exp [tp son e -r* (1 — e)] 


(7, es el módulo del coeficiente de z* en el polinomio Q (z)). 
Por lo tanto, en los puntos del ángulo y el módulo del primer 
miembro de la ignaldad (1.5:8) satisface an la desigualdad 


[Lp (2) e.) —q (2) 0 > (r—|E pt... 
cc (r—| Emi)” exp [ro sen er? (1—e)] —(r+|2 4%... 
co. (0) ] 20 1)" exp [—o0, sen er? (4 — 8)] 


y como el minuendo del segundo miembro tiende a co cuando r —> oo 
y el suslraendo tiende a cero, todo el primer miembro de la igualdad 
(1.5:8) Liene que tender a oo en los puutos del ángulo y, lo cual repre- 
senta una contradicción evidente, pues esta magnitud es constante 
(=C). 

No queda más que examinar el caso en que g, coincide con algún 
ángulo fas, de índice impar. Ahora, en el ángulo y con el vértice 
en él origen de coordenadas, situado junto con sus lados dentro 
de £, = f»,.,, debido a las desigualdades establocidas en la pág. 267, 


tendremos para cierto e, U<e< 5 ] 
¡eP2]| < exp [ —0, sen er? (1—8)], [e | <eoxpj —Tp sen er? (1 —e)). 


Por consiguiente, para el módulo del primer miembro de (1.5:8) 
obtenemos la acotación siguiente: 


[po (2) e. —q (0 < (rt 2 po. 
o. (Zim 1)” esp [—opsene-r? (18) 4 (113%... 
co. (+5, "exp [—> son 8-71 (1 —8)). 


Aquí el segundo miembro tiende a U cuando r > oo; por Ju tanto, 
el primer miembro tiene quo tender a O cuando r— oo, lo cual 


es imposible, puesto que esta magnitud es constante y diferente 
de cero. 
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De la conbradicción obtenida se deduce que el teorema 5 es cierto?*). 

Como ilustración del último teorema, calculemos la cantidad 
de raíces de la ecuación sen z — Az =Ú para cualquier A >£ oo. 

Si A = 0 resulta la ecuación sen z = 0, la cual posee un conjunto 
infinito de raices: z= kx (k=0, +1, +2,.. ..). 

Observamos que para cualquier número complejo A +0 el 
conjunto de raíces de la ccuación considerada coincide con el conjunto 


de A-puntos de la función entera g (z) == =41 — 57 


24 . o .? 
+ ar +... Bien se ve que ésta es una función entera de orden 


pp = 1; como el orden es un número entero, no está descartado que 
para cierto A = An + 0 el conjunto de A-puntos de la función g (2) y, 
por consiguiente, el conjunto de raices do la ecuación sen z — 4z =0 
sea finito. 

Para aclarar esta cuestión hasta el fin, introduzcamos la función 
enlera 


h MESAS AN 
(2) Vi arar? 
cuyo orden es igual a a (lo cual se comprueba fácilmente, expresando 


sen V í mediante la función exponencial, o bien aplicando la fórmula 


€) D. A. Raikov me indicó otra demostración sencilla de que una relación 
de la forma (1.5:8) 
p(z3expP (22-40) expQ06)=C=3=0 
es imposible cuando al menos uno de los polinomios P (z) y Q (2) no es idénti- 
camente constante. Suponiendo cierta esta idontidad, derivando hallamos: 


Ip (0 +p()P"texp Pl)—[g (2) +09 (2) 0 (2)JexpQO()=0. (2) 
Si se supone que 
q” (2) q (2) 0" (2) =0 (y P (+2 ()P"() =0), 
de aquí salo que q a as const (p (2) = consl), pues en casu contrario el poli- 
q” (2) 
q (z 
imposible; por esta razón, Q (2) ez const (P (2) = const). Pero esto contradico 


a las hipótesis hechas respecto de P (2) y O (2). 
Volviendo a la relación (*) deducimos que 


Pp (D+p()P" (3) 

cx y —P (a) = Á———_—— 

ROA 
y, por consiguiente, la función racional que figura en el segundo miembro no 
tiene polos ní ceros en el plano finito, es decir, us cunstante. Par cllo Q (2) — 
— P (2) = const, y de la relación (1.5:8) resulta: 

p(2)—C"y (5) = Cexp[—P (2)), 

de donde P (2) es const, y de nuevo resulta una contradicción con las hipóto- 
sis hechas respecto de P (3) y Q (2). 


nomio Q” (2) =— tondría polos en todos los ceros de q (2), lo cual es 
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que expresa el orden p de una función entera mediante los cooficientes 
de la serie de potencias). 

Haciendo z = VE, escribamos la ecuación senz— Az =0 
en la forma 


son VE 
AI A 
Vi 


listá claro que a cada raíz ¿ + 0 de esta ccuación le van a corres- 
ponder dos raices «distintas de la primera ecuación. Por lo tanto, 
el conjunto de raíces de la primera ecuación será infinito si es infinito 
el conjunto de raíces de la segunda. Pero las raíces de la segunda 


ecuación son los A-puntos de la función ontera e de orden 
fraccionario p = 5: En virtud del teorema demostrado, el conjunto 


de tales puntos es infinito. 
Definitivamente, obtenemos que la ecuación 


senz—Az=0 


posee un conjunto infinito de raices para cualquier A (> o00). 


$ 2. DESARROLLO EN PRODUCTO INFINITO. RELACIÓN ENTRE 
FL CRECIMIENTO DE UNA FUNCION ENTERA Y SUS CEROS 


2.1. Una función trascendente entera f (2) puede no tener ningún 
cero, o tener solamente una cantidad finita de ellos, o finalmente, 
poseer un conjunto infinito de ceros. En el primer caso la función 
se expresa en la forma 


(2) =ee10, 
en el segundo caso, cn la forma 
Ho) =(—2 0... (22) "80, 


donde y (z) también es una función entera, Zi, . . ., Z,, Son los ceros, 
distintos entre sí, de la función f (2) y Ki, .. ., X, son los órdenes 
respectivos de estos ceros, 

Consideremos una función entera f (2) que posea un conjunto 
infinito de ceros. Sea z = U un cero A-múltiple de la función; si 
f (0) 40 se supondrá que A =0. Como f (2) tiene solamente una 
cantidad finita de ceros en cada círculo |z | <R < oo, éstos pueden 
numerarse en el orden no decreciente de sus módulos. Tsto se hará 
repitiendo cada cero tantas veces como indique su orden de multi- 
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plicidad. Resulta una sucesión de números 


Di UI ds (2.1:1) 
Nana? 
?. 


dondo |an|<| a+] y lima, | oo. 
N=>00 


Demostremos el teorema siguiente: 


CTeorema de Weierstrass. Cualquiera que sea la 
sucesión, de números complejos (2.1:1), no decrecientes en valor absoluto, 
que converja hacia el infinito, siempre existe una función entera f (2) 
cuyos ceros coinciden con los números de esta. sucesión. 

Demostración. Construyamos la sucesión de funciones 
onteras 


e) ]] (ye, 2.112) 
11 


dondo 7, (2) son unos polinomios, y demostremos que medianle una 
elección adecuada de los polinomios 2, (z), la sucesión converge 
uniformemente en todo circulo |z | < 11 de radio finito hacia una 
función f (z) quo salisface a todas las condiciones del teorema. 
Obsérvese que la elección misma de las funciones g, (2) es complota- 
monto natural. Está claro que los ceros de la función g, (3) son: 


0, A o ...y An, 


es decir, son log primeros términos de la sucesión (2.1:1). Además, 
cada uno de los números indicados se toma tantas veces cuantas 
el mismo aparece en Ja sucesión dada. Por consiguiente, g, (z) posee 
generalmente ceros múltiples de los órdenes dados. ln lo que se 
refiere a Jos factores de la forma eP*%, éstos, sin agregar nuevos 
ceros, sirven para garantizar la convergencia unifoune de la suce- 
sión (2.1:2). 

Comenzando a construir los polinomios P, (2), fijemos arbilraria- 
mente un círculo |z|<<R y supongamos que Y (2?) + 1 denoba 
el índice, comenzando desde el cual todos los puntos x,, están situados 
fuera de un círculo de doble radio: 


| dt | > 2R para an >N (R). (2.1:3) 
Representemos £n (2) en la forma 


n 
En (2) = ENn(H; (z) 1 (1 la =) en tz) a 
NcTm-PS 


= Ex qu (2) exp ( s [ Lo (1 -%) + Ps (231) ; 


Ma | 
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Si |z|<¿Ht, ontonces, en virtud de (2.1:3), El<z para k>X (2). 
t 


Por consiguiente, Ln (1H) se puede desarrollar en serie de 
h 
potencias 


Ln (1-2)=15 (1) + 2mu = 


2 2? ¿e 


Como Ln (1 =¿) figura bajo el signo de la función exponencial, 


se puede hacer aquí m = 0, es decir, tomar los valores principales 
de los logaritmos, siu que cambie por esto el resultado. 

El polinomio £, (2) lo elegirernos de tal iodo que difiera sólo 
en el signo de la suma de los primeros k términos de la serie de poten- 


cias de la función Ln (1 =4.) , €s decir, haremos 
Pala) = rt =—h (=1Z2 3/00) 
Entonces Lendrenios: 
il 2 z+1 
In (1) +2, (2) = Tan a 
do donde 


+1 
| + 


Re 
> 


1 z [142 
Hell 
ñ 1 1 4 


d+ Co yea ! CC * “sh 


Así, pues, habiondo elegido los polinomios Pa (2) del modo indicado, 
la serio 


XK: 


ed ) 
Y [m(1-2)+*(0)] 
Nuy+1 
converge uniformemente en el círculo |2 |<: R y, por consiguiente, 


representa en cl mismo una función analítica qa (z). Por ello, la 
sucesión 


nh 
: E 
En (z) = £NR) (2) exp / > [ In (1 _— =) an P, (]) 
NuUt0+1 
también converge uniformemente en el interior del círculo | 2 | < R 
(aquí se tione en cuenta que la función exponencial es continua) 
y, por consiguiente, representa en cl mismo una función analítica 
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1 (2) = E xr) (2) exp lpn (2)]. Como en este razonamiento el radio 2? 

del círculo era arbitrario, resulta que la sucesión (g, (z)), con la 

elección indicada de los polinomios (P, (2)), cs uniformemente 

convergente en el interior de cualquier círculo con el centro en 

el origen de coordenadas y, por consiguiente, f (2) — lim g, (2) 
n—00 


os analítica en todo el plano, es decir, es una función entera. Esta 
en cada círculo | z | < Riiene la forma f (2) = E yn) (2)-cxp [pp (2)1 
y como cxp [q a (2)] no se anula en este círculo, resulta que f (z) 
tiene los ceros comunes con £gyqp) (2). 

Pero los ceros del polinomio £y:(a) (2) son todos aquellos puntos 
de la sucesión (2.1:1) que están situados en el círculo |z | < 2/1. 
Por consiguiente, en el interior del círculo |z | < R son ceros de 
F (z) todos los puntos de la sucesión (2.1:1) que están situados en 
el mismo y sólo ellos. 

De lo dicho se deduce que la función construida f (z) satisface 
a todas las condiciones del teorema. El teorema queda demostrado. 

La función obtenida en la demostración del teorema de Weicrs- 
trass tieno la forma del límite del producto 


as 
py dt 


1()=tim + ]] (1- E) OXp (F+--+ 7) : 
1 


Ordinariamente, para escribir esta última expresión se omite la 


Or 


notación del límite, empleando el símbolo del producto infinito []: 
09 , ; 

f (2) z% -tlepl[ 4 2ñn 
F(2)= 2 116 a) lt dr 


2.2. Kmpleando el leorema de Weoierstrass, fácilmente so de- 
muestra la siguiente proposición: 
Teorema. Toda función entera [ (2) con los ceros 


, ..<<04 O, As, Co, ...> Hrs ...o 
se puede expresar en la forma 
20 
Mo 
Ig) -= en IzA =Andern[í pe 94 
(2) -=e 146 Jo (++ rar) (2.2:1) 


donde g (3) es una función entera. 
lin efecto, formemos según el teorema de Weierstrass la [unción 
entera 


0 (hor h+.. +2). 
1 
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cuyos ceros son los de f (2) y sólo ellos. Entonces el cociente 


representará una función entera sin ceros. Según el teorema 4 dol 
ap. 1.5, ésta tendrá quo toner la forma 


nl =egM, 


aro g (2) es una función entera, de donde se deduce la fórmu- 
a (2.2:1). 

La fócmula (2.2:1) se simplifica considerablemente para las 
funciones enteras de orden finito. Para esto, estudiemos primero 
la relación existente entre los ceros y el crecimiento de la función 
entera en el caso de funciones trascendentes enteras cualesquiera. 
Esta rolación se deduce de la desigualdad de Jentzsch (ap. 4.1, 
cap. 6). 

Escribámosla en la forma: 


R 
a (r) dr M (2) 
| a 21 7 


(véase la fórmula (4.1:9”), cap. 6). Aquí n (7) denota Ja cantidad 
de ceros de la función f (z) (excluyendo el punto z = 0) situados en 
el círculo cerrado | z | < 7. Tomando arbitrariamente 9,0 <8< 4, 
obtenemos: 
e R 
$ n ses >| m0) dr > n(0R) 
0 R 
Por lo tanto, 


ñ 1 

P 

j — =I17 n(0R). 
gr 


1 MIR) 
rn (UR) <— Mm ——— 
) ln + [A/A A 
Escribamos esta desigualdad en la forma 
2(0r 4 lll O y Re 
U 
in M4 > 04) la y ln la M (8) 


lo cual es legítimo para todos los valores de Ai suficientemente 
grandes. Aumentando Zi indefinidamente y observando que 


ln A 0 
pro NnMuO 
(véase (1.1:4)), obtenemos: 
. n (9R) 1 ó 
nus ME $ ió 


286 GAP. VIT. FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


Resumiendo, Ja cantidad » (0R) de ceros de una función trascen- 
dente entera en un círculo cerrado |3 | <¿ 0R, donde 0 < 09 < 1, 
no supera asintólicamente (es decir, en el límite) a una parte fraccio- 
naria determinada de ln 17 (12), que depende solamente de €. 

Supongantos, en particular, que f (2) os una función de orden 
finito. Jóntonces existen unos números positivos K' y p, tales que 


InM(R)<KR 


para todos los valores suficientemente grandes de R; por esta razón, 
de la desigualdad (2.2:2) sacamos la conclusión que 


lim caidas <, En , 
Kt-+00 KAY in 1 
8 
o bien, suslitayendo 0/ por ¿ 
n(R) K 


Aquí () es un número arbitrario del intervalo (0, 1); sirvámonos 
de esto para hacer que el segundo miembro de la desigualdad tome 
el valor mínimo. Este se alcauza para U =e * y es igual a Ken, 
por lo cunl 


lim 14 < Kep. (2.2:2*) 


Si ol ordon de la función es igual a (», entonces se puedo hacer 
aquí p. pe y K-=:Í para cualquier e > 0; resulta: 


zz a(h . 
eo 


Suponiendo que p > 0 y que la función f (2) es además de tipo 6, 
hagamos en la relación (2,2:2) uy —= p y K = 0 + e; entonces ten- 
dremos: 


m4, <= (o-Lejepo, osea lim de ED sep. 
Kms rn" j Roo Re 
Supongamos que la [unción f (z) tiene un conjunto infinito de 
ceros (sólo este caso Liene interés; en caso contrario las desigualdades 
oblenidas son triviales). Hagamos a, | = Zi, ontonces tendremos: 
n < an (1) y, por consiguiente, las desigualdades en cuestión sólo 
se hacen más estrictas si se sustituyen en ellas n (1?) por rn y R por 
a, |. En resumen, para una función de orden finito se verifican 
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las siguientos desigualdades: 


lim =n O < Kep 
NI n 
y luego 
lim —— <e(p-l 8 »20), Tim —— < 0€e 
n-»co | y ¡pre fe 15) 0 ) n>uw | A, 2 ds 
(p >0, 9:30), (2.2:2”) 


donde e es un número positivo cualquiera. 
De la primera de las desigualdades (2.2:2%) se deduce que 


1 e (pp +2€e) 
¡An ¡pre < 7 


o bien 
1 p+2s 4 
Tan PRES < le (p -+ 28)] P+e E 
n P+E 


para todos los valores de n suficientemente grandes. 
Por lo tanto, la serie 


ee 


y 
AE (2.2:3) 
¡ | %p | 

es convergente si A >p +2e 0 sea, (como e es arbitrariamente 

pegueño), es convesgento si A >p. 

Sen, en goneral, (£, ) una sucesión arbitraria de númoros complejos 
distintos de cero, no decreciente en valor absoluto, que converja 
hacia el infinito. Examinemos la serie 

La y] 
1 4 
> — (2.2: 1) 
, 15n) 
donde A es un número no negativo. 

Siesta serie es convergente para cierto 2¿ >> 0, entonces, evidenle- 
mento, será convergente también para todos los valores mayores 
de A (puesto que los números TEnT 

vr 
comenzando desde uno de ellos en adelante) . Consideremos el extre- 


son menores que la unidad, 


mo inferior de aquellos valores de 2 para los cuales la serie es convor- 
gonte. Este extremo inferior es un númoro no nogativo y se llama 
exponente de convergencia de la sucesión 


(in) designándose con t: 
Y0 


T=inÍA (> p<) A 


1 y 
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Si la serie (2.2:4) es divergente para cualquier 4 > 0, entonces 
se snpono que t = oo y se dice que el exponente de convergencia 
de la sucesión (Z,) es infinito. 

Fácilmente se comprueba que para la sucesión le”) el exponente 


de convergencia cs igual a cero, para la sucesión (m*) éste liene 
ol valor de t, y para la sucesión (In (n + 1)] es infinito. 

Demostremos que en todos los casos el exponente de convergencia 
puedo calcularse por la fórmula 


——  1n 
+= Tm +7: (2.2:5) 
NT 1 | bss 


=— Inn 
Supongamos que lim ml =*% 00; entonces 
P g q ES In ES ] 3 


Inn 


TT <>? +g8 para n >nf(e), 


1 las) 
1 re] send ; 
de donde ——-<n"*tt y, por consiguiente. la serie A . 
| ón | e 


es convergente para 2 7>a + e. Como e es arbitrariamente pequeño, 

ésta es convergente para cualquier 47>«, por lo cual 7 < a. 

En particular, si a es finito, resulta que y también lo es. Suponga- 

mos ahora que t es finito y demostremos que entonces a también 
on 


lo es y no es superior a v. En efecto, la serie > 

1 
ser convergente para cualquier e > 0. Coino sus términos no crecen, 
de aquí se deduce que 


1 ; 
1 tiene que 


SJ mn 


lim —— -0*. 
no [En [UE 
0 
*) En efecto, supongamos que la serie Y Yn, donde y, 2> Yn41 >0 
1 
(n=14, 2, ...) es convergente, Entonces, para cualquicr e >0 tiene que 
cxistic un N (e) tal que para m>> N (s) y cualquier p natural se cumplo la 
desigualdad 


o de 
Ymes E + .- + Ym+p Ey . 


Haciendo aquí p=wm y observando que Ya+i — +... + Yam 2 Mimo 
obtenemos que 2mY2— < € para m > N (€); exactaniente igual, para p = m + 1 
1 


tallaremos que: Pmyi Ho» --< Yamra 72 On + 1) Yam+1) > (m -|. 7) Vam+to 
de donde (2m -L- 1) Yamy1 < e para mo> NY (6). Por consiguiente, 


lim 2p =0. 


Ne O 
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Por lo tanto, para todos los valores de n suficientemente grandes 
tendremos: 


Jn» 
— TAE 
Inf] S +€, 


de donde, para R—>00, hallamos: 


—— Inn | 
a = lim m7 é T+E. 
NILO n | En se 


Como aquí e es arbitrariamente pegueño, se tiene: a1-< 1. Compa- 
rando con Ja desigualdad hallada anteriormente, resulta: 


=— In» 
T= U = lim 


n>% In | Gn | j 
como se quería demostrar. 

Ya se vio que las magnitudes rt y a son finilas simultáneamente y, 
por consiguiente, son infinitas a Ja vez. Por ello, la relación estable- 
cida es válida también para valoros infinitos de t y «. 

Volvamos a examinar los ceros de una función entera. Se domos- 
tró que la serie (2.2:3) es convergente para todos los valores 4 > p. 
De aquí se deduce que el exponente de convergencia Y de la sucesión 
de los ceros de una función entera de orden p es finito y no es superior a p: 


T< Po (2.2:6) 


Este resultado pertenece a Hadamard. Designemos con zx el mayor 
número entero para el cual la seric (2.2:3) es divergente. Como t 
es el exponente de convergencia de la sucesión (a,), resulta que 
Xx < T y, por consiguiente, *< 111 < lp]. En virtud de la defini- 
ción del número x, la serie (2.2:3) tiene que ser convergente para 


A=x>+4: 


y ser divergente para ¿= 


a 


%: 
on 

4 
2. 
; | a | 


Definamus los polinomios pa (2), suponiendo que son idénticamente 
nulos cuando <= y son iguales a 


z 22 qn 
Pr O= i++ .. PP 


190—1235 
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cuando 4 24, y demostremos que el producto 


ON 


2-1] (1 —)e 2.2] 11+0, (2) 


1 


representa una función entera cuyos ceros coinciden con los de la 
función f (2). Con este fin, tomemos un círculo arbitrario |3|<< R, 


y sea |ap|>21 para k>N (A). Entonces tendremos El<z y 
2 


¡ln (1 0, (011=|1n (1) + pato || Y zn +y = 
1 1 


no NA 

ol 1 
=| _ ¿A+ y ¿a |< ME (ñ N s y p+1 
a pal pap A Pp | ay pr 


09 


Pero la serie 27 7 es convergente; por esta razón la serie 


A 
Ea 
SY  |ln[t +, (2) | cs absoluta y uniformemente convergente 
N(R)+ 
en el ciento Izl < R. Esto signilica (véase el t. T, ap. 4.3, cap. ter- 


cero) que el producio infinito 1 (1 + va (z)] es absoluiamente 
ME)F1 


convergente on el círculo indicado y representa en cl mismo una 
función analítica q » (2) quo no se anula. Definitivamente, obtenemos 


20 
que el producto z+ 11 (1-2) era? es absolutamente convergente 


en el círculo | 2] < "R y representa en el mismo una función ana- 
lílica 


p (2) = 24 1] (1 -h) eme, 
' 


que se anula en aquéllos, y sólo en aquellos puntos de este círculo, 
cn los cuales se anula la función f (2) (los ceros de ambas funciones 
poseen los mismos órdenes de multiplicidada, respectivamente). 
Como « (2) posee las propiedades señaladas en cualquier círculo 
Iz] < Hi, resulta que q (2) es una función entera cuyos ceros coinci- 
den con los de la [unción f (2). 
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Formando el cociente Li La y observando que éste representa 
una función enlera que éñteno e de ceros, sacamos la conclusión que 


TW gin 
q, (2) id 


donde g(z) cs una función entera, o bien, definitivamente, 


z 2” 


a SS A 
$ (2) = esto y T (1-Z)+. j a (2.2:7) 


Esta fórmula es válida para cualquier función entera de orden 
finito p. La ventaja de ella ante la fórmula genocral (2.2:1) se debo 
a que los grados de Jos polinomios que figuran en el exponente de 

cada factor no a indefinidamente junto con k, sino que conservan 

un mismo valor x < [rl < Ipl. da el caso particular * = 0 (esto 

ocurre cuando p <Í, o cuando p >14 pero T< A, o finalmente, 
a] 


: 1 
cuaudo t = Í y la serie 21701 es convergente), se puede suponer 
1 


que Jos polinomios p, (2) son nulos. Entonces Ja fórmula (2.2:7) 
toma una forma muy sencilla: 


f (2) =eem 2 y (1-E). (2.2:8) 


2.3. En este apartado nos ocuparemos del estudio ulterior de Jas 
funciones de orden finito. El objetivo fundamental es demostrar 
la siguiente proposición: 


Teorema de Hadamard. Si las fórmulas (2.2:7) 
y (2.2:8) representan una función entera de orden finito p, entonces 
la función g (z) que figura en ellas es un polinomio de grado no 
superior a |p!. 
A 
Demostración. Hagamos pa(2)= ==... + —, 
Lx AC; 
six >1y pa (2) =Usi x =0, y para AP > 1 arbitrario escribamos 
las fórmulas (2.2:7) y (2.2:8) en la forma siguiente: 
y EH Ay 
- 2) ios 1] e que ] 
1 is 7) le al a) j 


v(RI+ 


donde vy (7) denota el subíndice mayor de los números a, cuyos 
módulos no son superiores a R, de modo que |<; | < Rsik < v (1) 


y9r 
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y | aun)+i 1 2>2?. Para abreviar, designemos con £p (2) la expresión 
comprendida entre corchetes. Entonces, para | 2 | = 2? tendremos: 


v(1t) 5 
MR >11(91> (028? 1] (5-1) len (91>18n (2) 
1 


de donde 
max |gn(2) |< M (2R). 
f2|=2R 
Como gr(z) es una función analítica (entera), en el círculo 
(2|<R, debido al principio del módulo máximo, tendremos: 
| £n (2) | < M (2R). (2.3:1) 


La función gn (2) puede representarse en el círculo [2] <<? cn 
la forma 


En (2) sy ra 


donde cs 
hn (2) =8 (2) - Y) prtz) + y») [In (1-2) + pa (2) | 
1 vR)4+1 


cs una función analítica en este cfeculo, 
2.2) 


()bsérvese que la scrie > [lo (1 — ¿) + Ps (a) | es uni- 
v(Ry+1 : 
formomente convergente en el círculo [2 |<: RP, puesto que para 
valores suficientemente grandes de rn > N (R) los módulos de sus 
términos no superan a los términos de la serie convergente 


20 


«+1 
> pet (véase la pág. 289). 
1 


De la desigualdad (2.3:1) se deduce que 

Ro [Aa (23) <1n M(2R) para |zij<A, 
y, por consiguiente, en virtud del lema 1, ap. 1.5, los coeficientes 
de 'laylor de la función hp (z) satisfacen a las desigualdades 


RR) ¿ina A) 
[cn EA e MA ta O 


donde 
oo = Re cy = Re [Jen (0). 


Pero pueden obtenerse los números c, sumando los coeficientes 
de 2" en Jos desarrollos de Taylor de los sumandos separados que 
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forman A y (z) (véase el 1. I, ap. 7.1, cap. tercero). Tomando n >> p > 
> T17>x y observando que p, (z) son polinomios de grado x, obte- 
nemos: 


AX 
ge” (0) 1 
Cn —_ AA ==> y DEA . 


: dd 
hk=vW.F0+1 


Por consiguiente, para nR>p se tiene: 


on a 
ED 0]. 1 . 2|InM(2R)—aol . 1 
EC 
k=v()+1 MR) 41 


Cuando R tiende aquí a oo (paca rm fijado), hallaremos que el 
segundo miembro de la desigualdad tionde a cero. En efecto, para 
p+e<n y para valores suficientemente grandes de /i se tiene: 


11 (2R) <eere+s, 


es decir, ln M(2R)<(2R)%* y, por consiguiente, 


lim : 
R=ow ri 
E 1 
Además, la serie Y es convergente (puesto que » es mayor 
E 
q A 
que el exponente de convergencia 1) y, por consiguiente, 
y 1 e my ] 
lim SY - =0. Definitivamente, obtenemos que EN - O si 


Eo impar ER 


n => p, de donde se deduce que g (z) es un polinomio de grado no 
superior a [pl. El teorema de FHadamard queda demostrado. 

Como aplicación de este teorema, deduzcamos de nuevo el desa- 
rrollo de sen z en un producto infinito. Ya sabemos que todos los 
ceros de sen 2 son simples. Ordenándolos por módulos no decrecientes, 
tendremos: 


D, —3%, dt, —27, 2, ..., —kx, kx,... 
Evidentemente, el exponente de convergencia de la sucesión 
de estos ceros es t = Í, y la serie Zi A en + E + 
es divergente, mientras que la serie +5 +... +az+ 


1 a A : 
+m T -.- es convergente. Por esta razón, x« es igual aquí 
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a 1 y el desarrollo de sen z en un producto infinito es de la forma 


ses TT ([( (1-Z 7 [14 2) 7 7])- 
eso] ( —) 


Como el orden de sen z es igual a 4, según el teorema de 
Hadamard g(z) es un polinomio de grado no superior al primero: 


g (2) =- Ap— AjZ. 
Para determinar los coeficienles A, y 4A,, lo más fácil cs observar 
que est) — sen 2 


[o de 
22 
a fl (1- hi2 ) 
1 
== ¿A0-412, de donde e241% == 1 y, por consiguiente, Ay = 0, Pasando 


ahora al límite para z > 0, obtenemos: e = 4 (o sea. Ap =0, O, 


en general, Ay = 2mai, doude m os un número entero). En resumen, 
eti0=1 y 


es una función par. Por ello, e40+41z == 


El] (1 — +) ] 
1 


Este es el resultado pedido. 

2.4. Antes se estableció que, para toda función entera f (2) 
de orden finito p, el exponente de convergencia T de la sucesión 
de $us ceros no es superior a p y que si x es el mayor número entero 

009 


para el cual la 


ivergente, entonces f (3) puede 


expresarse en la forma 
00 
— M2) y. ( E a (2) 
F (2) - ez II 1 re ii 
1 


donde p(z) es un polinomio de grado no superior a [p] y px (2) son 
polinomios de grado x; precisamente, 


2 an 5 .. . 7 A ACA 
pad = q + a ¿si x241, y Pp» (2) =U si x=0, 


Ahora demostraremos una proposición que, hasta cierlo punto, 
es inversa respecto de la anlerior. 
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Teoremade Borel. Supongamos que la función entera [ (2) 
admite el desarrollo 


F(z) =eP0 zu TI ( E =) PSN (2.4:4) 
1 


donde el exponente de convergencia de la sucesión de los ceros (fm, ) 
es un número finito T, pa (2) son los polinomios definidos igual que 
antes y, finalmente, p (2) es un polinomio de grado n. En estas condicio- 
nes, Í (z) es una función de orden finito p, coincidiendo este orden con 
el mayor de los números T y N: 


p -- max (tr, n). 


Además, siv<n, o si la serie > 
1 


E es convergente. f (z) 


es una función de tipo finito. 
Demostración. El teorema de Borel permite acolar supe- 


riormente el módulo de la función entera (2.4:1). Para obtener el 
resultado pedido, acotemos primero el módulo de cada término del 


: z z l 
producto. TFlaciendo "0 £, representemos (1 - E) Pi en la 
t 
forma 


9) =(1—Dex (14 4 e). 


Para RS se biene: 
(2 0)1<|exp [In 1—0+5+...4 5]|- 


ca Eo . 
=|exp[ — o += .-+]|< 
< exp [ere (1 +++ a )] = ener e az, 


donde A” es un número arbitrario, no superior a x+4. Si |£| >> 
se tiene: 


20] < (+18) exp(lEl+... 15815 «. 

; x 1 4 
<(14-15)) 0xp | 151 (++ +5)]= 
perl 

<exp1 12410 (1+]8))1 exp 10,12% 
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dondo A” es un número positivo, no menor que % y Cp=CpA" > 1. 
De aquí que, para cada £ y cualquier 4> 0, tal que x<A=<»%-+ 1, 
se tiene: 


qe 
a 19h DJ 
Mi—5e * I<expICI5I", (2.4:2) 
donde € = 24€, (A). 
Islíjamos A do tal modo que la serie y, ar sea convergenle. 
Si la serie 2 _ es convergente, entonces x<ZIT<' 4 +1 


y hacemos A = de si esta serie es divergente, entoncesx XT Xx +1 
y % se puede hacer igual a 7+ €, donde 0 < eg e +1-2r_v, 


Sustituyendo en la desigualdad (2.4:2) £ por — , obtenemos 
para este valor A y para io z y lla siguiente desigualdad: 


(1) A 


Obsérvese también que si a s.o“FAnZ”, entonces para 
cualquier e >0 


| zuen | <]zPPexp(lA0|+...+14n] 121") <expK(] 40] -+e) 1215 
para |2|>r (e). 


Por consiguiente, 


1£()]<exp[ (141 +e)13"2C Y 
1 


mn |=1*] para |z|>r(e). 
(2.4:3) 
De aquí se deduce que f (z) es una función de orden finito, siendo 
p < max (n, A). 
Pero 2 o es igual a Tr, o puede tomarse arbitrariamente próximo 


a T. Por ello 
p < max (n, 1). 


Por otra parte, para una función de orden finito tiene que ser 
(según el teorema de Fladamard) 
T<p y AZ ]pl <P; 
por lo tanto, 
p= max (a, 1). 
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Obsérvese, finalmente, que cuando R > T y, por consiguiente, 
p =Hn, so puede tomar T<A<m y según la desigualdad (2.4:3) 
tendremos para todos los valores suficientemente grandes de |z |]: 
|/(2) |< exp(C,|z |), 
de donde se deduce que el tipo de la función f (z) es finito. 
1 


¡t 


Sin < T, pero la serie y es convergente, entonces se puedo 


hacer en la desigualdad (2.4:3) A = 71, y de nuevo tendremos: 


|f (2) | < exp (C2|2 1). 
Por lo tanto, el tipo de f (2) será Finito lambién en el caso en que 


a á 1 
n siT y la seric Y — cs convergente. 
3 | 0) 


De los teoremas de Hadamard y Borel se deduce que la existencia 
de un desarrollo de la forma 


donde p (23) es un polinomio de grado n y x es el mayor número entero 
0 
1 


ES 


, a z z q” 
f (2) =er 11 (1-<) exp (+ O Pm 


para el cual la serie Y es divergente, es una característica propia 
y: 
1 
de las funciones enteras de orden finito. 
Está claro que si una misma función f (z) admite un desarrollo 


más de la iwmisma forma 


v 


160) =e0ows]] (1 =$.) ep (pr. + - ). 


IN 


0 
donde v es el mayor número entero para el cual la serie y em 
h 

es divergente, entonces los números Pz tienen que coincidir con los 
números correspondientes %; (con un cambio adecuado del orden 
de numeración de los ceros que poseen módulos iguales), v tiene que 
coincidir con x y, finalmente, el polinomio q (z) tienc que diferir 
de p (z) solamente en un sumando de la forma 2mxi (m es un número 
entero). 

En algunas investigaciones sobre la teoría de las funciones enteras 
desempeña un papel notablo el mayor de los dos números enteros: 
n y «. Este número se denota con la letra p y se llama género 
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de la función entera 
p=max (n, y). 
Como p=max (22, 1) y 12%, resulta que p>p. Pero 7x1 
y, por consiguiente, p < max (na, x) —1=p-+1. Por lo tanto, 
p<p<p=1 
pur lo cual, se cumple una de las dos relaciones: 
p=|lpe] o bien p=[9]—1. 
El lector demostrará fácilmente que se cumple la última relación 


cuando, y sólo cuando, n < 7, T es un número entero y la serie 
00 


í 
SY — es convergente, 
y 1%] 
Como ejemplo, señalemos dos funciones: 


ES 22 da e 
ms] y 1()=11 Mw): 


Para la primera de ellas n=0, t=x»=1 y, por consiguiente, 
p=max(n,T)=1d y p=max(r, 4) =1=p. 


Para la segunda n =0, T=41, x =0 y, por lo tanto, p = 1 
y p=0. 

En resumen, las funciones pueden tener un mismo orden (p = 1) 
y distinto género (aquí p =1 y p =0). 

Obsérvese que las funciones de género Ú se caracterizan completa- 
mente por la existencia de un desarrollo de la forma 


on 


[ (a) =C2 Y (1 ==) 


Dl: 
' 1 
donde la serie ra cs convergente. 


1 
De los teoremas de Fladamard y Borel se deduce una ley importan- 
le respecto de los A-puntos de una función entera. 
Sea f (z) una función de orden finito p, donde p no es un número 
entero. Entonces, para cualquier número complejo 4, la función 
[ (2) — A también es de orden p. Por consiguiente, son válidos los 
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desarroJlos de la forma 


¡(9.009 | (1-0 p(h+. +5). 


f(2) —A 4 ens JJ (1 7 o (++ —). 


donde 
Ó, . . 49 O, Ay» As, . o. 
Nasa, om 


A 
son los ceros de la función f (2) y 


A 
Qu a? 


y 


son los ceros de Ja función f (z) — A. 

Sean n y mlos grados de los polinomios g (z) y y (2) y supongamos 
que T y ta son los exponenles de convergencia de las sucesiones 
(ar) y 101): Como los órdenos de las funciones f (2) y f (2) — A 
son iguales, según el teorema de Borel tiene que ser: 


p = max (a, 1) = max (mm, Ta). 


Pero en el caso considerado p no es un número entero, por lo cual 
pen y p3EmM y. por consiguiente, 


J2n resumen, para una función entera f (2) de orden fraccionario, 
los exponentes de convergencia de las sucesiones de A-puntos de esla 
función no dependen de A y coinciden con el orden p de la función. 

Esta proposición representa un complemento esencial del teorema 
pequeño de Picard (véase el ap. 1.5 del presente capítulo). En efecto, 
de este último solamente se deduce que la ecuación 


posce nn conjunto infinito de raíces para cualquier A; en otras pala- 
bras, los exponentes de convergencia para la sucesión de las raices son 
positivos para cualquier A. Ahora se puede afirmar que estos exponen- 
tes tienen un mismo valor y son iguales a p. 


. , > sen V 2 
Consideremos como ejemplo los A-puntos de la función EE 
z 
¿ 1 : 
cuyo orden es jgual a 7 Por lo demostrado, se puede afirmar que 
para cualquier A el exponente de convergencia do la sucesión de sus 
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A-puntos también es igual a a Supongamos, en particular, que 


A =0. Entonces los A-puntos serán las raíces de la ecuación e == 
= 0, es decir, los términos de la sucesión x?, (21)?, (3ny, ... 
Evidentemente, el exponente de convergencia es 5: 

Para las funciones de orden entero puede existir un valor excep- 
cional 4 = A, para el cual el exponente de cunvergencia do la suce- 
sión de los A-puntos es menor que p. Tal valor excepcional (denomi- 
nado houreliano) eos, por ejemplo, el valor 4, que toma la fun- 
ción solamente en un conjunto finito de puntos (valor excep- 
cional de Picard), puesto que para los A¿-puntos 
correspondientes se dehe considerar que ta, = Ú. Puede servir 
de ejemplo la función e*, la cual no toma el valor 0, o la función 
p (2) eP?, (donde p (z) y £ (2) son polinomios), la cual toma el valor Ó 
on un conjunto finito de puntos, que es igual al grado del polinomio 
p (2). Pero el valor excepcional boreliano puede no ser de Picard, 
es decir, puede tomar la función tal valor en un conjunto infinito 
de puntos. Puede servir do ejemplo la función de segundo orden 
e? sen z, cuyos ceros coinciden con los de sen z y, por consiguiente, 
poseen un exponente de convergencia que es igual a la unidad. Aquí 0 
es un valor excepcional boreliano, sin ser un valor excepcional de 
Picard. Se puede demostrar que no pueden existir dos valores excep- 
cionales borclianos, de modo que para las funciones de orden entero 
también se cumple siempre la igualdad 71, = p, a excepción, posible- 
mente, de un valor A = Ap, para el cual se cumple la desigualdad 
Ta Á< P. 


$ 3. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES MEROMORFAS 
EN FRACCIONES SIMPLES 


3.1. Las funciones meromorías so definieron anteriormente corno 


aquellas que se expresan en forma de un cociente de dos funciones 
enteras: 


Hz) = mo (h (2) 0). (3.1:1) 


Do aquí se deduce que en los puntos finitos del plano una función 
meromoría no puede tener otras singularidades más que polos. 
En electo, f (z) puede tener singularidades solamenle on aquellos 
puntos en los que A (z) se anula. Si en tal punto g (3) no se anula, 
obtenemos un polo de f (z). Si g (2) Lambién se anula, entonces se 
deben comparar los órdenes de multiplicidad de este punto como 
cero de las funciones A (3) y g (2). Supongamos que z = £ es un cero 
de orden y de Ak (z) y es un cero de orden Ó de g (z). Entonces, para 
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f (z) tendremos: 


go ga » 
hi A. po Eee. 
2) -= - yr (21 Ñ py » ? 
Py na + 


donde gl% (£) 20 y hr (o) +0, de lo que se ve que z = £ es un 
punto regular para f te) si 9 > y y es un polo de orden y —ó sió< y. 

Como los ceros del denominador A (z) no pueden tener un punto 
de acumulación en ningún punto finito del plano, los polos de la 
función f (2), comprendidos entre los ceros del denominador A (2), 
no pueden tener iampoco ningún punto de acumulación en un punto 
finito del plano. 

Consideremos una función uniforme arbitraria F (2) que no tenga 
otros puntos singulares en los puntos finitos del plano más que polos. 
Si no tiene polos, entonces F (2) es una función entera y. por const- 
guiente, pertenece a la clase de las funciones meromorfas. Si existe 
al menos un polo. pero cl número de polos es finito: Ej. .... <p, 
y sus Órdenes son: Y . . «. Pm,» entonces formamos el polinomio 
Pla =(2-— ¿4 ... (2 — So) el cual tiene un cero de orden y, 
en el polo ¿, del mismo orden. Está claro que el ON F (2) P (2) 


es una función entera G (2), de donde F (2) = = 52 30 Y de nuevo nos 


convencemos que F (z) es una función meoromorífa. 

Supongamos, finalmente, que F (7) posee un conjunto infínilo 
de polos. Obsérvese que en cada círculo cerrado XK: |2|Z R <Z 0 
sólo puede haher una cantidad finita de ellos. Jín efecto, en caso 
contrario cxistiría en X un punto de acumulación de polos, el cual, 
siendo un punto singular no aislado de la función F' (z), no puede 
ser polo. Pero la existencia de tal punto singular contradice a la 
definición de la función FF (z). Como en cada círculo de radio finito 
existe solamente una cantidad finita de polos de la función F (2), 
éstos puedon ordenarse por módulos no decrecientes. Sea €1, Ez, . . - 

=, nv + - - Ja sucesión de todos los polos de FF (z), distintos entre 
SÍ, y SOM Ya, Y2 «+» Pm, - - - Sus Órdones. Está claro que lim £, = 
= 00; por consiguiento, según el teorema de Wejierstrass do las functo- 
nes enteras, se puede construir una función entera / (2) cuyos ceros 
sean solamente Jos puntos £y y cada uno de éstos sea de orden y). 
respeclivamente. Entonces el producto F (2) H (2) será una función 
entera CG (2) que no se anula en ninguno de los puntos ¿;. Resulta 
que en este caso FP (z) representa también el cociente de dos funciones 
enteras: 

1D + 


es decir, es una función meromorfa. 
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Las proposiciones establecidas permiten sustituir la definición 
admitida de función meromoría por otra que es equivalente: 

Una función uniforme f (z) se llama meromorfa, si no tiene otros 
pa singulares en los puntos finitos del plano más que, posiblemente, 
polos. 

Si el conjunto de polos de una función meromorfa es infinilo, 
entonces, como ya se vio, éste no puede tener un punto de acumula- 
ción finito y, por consiguiente, tiene un punto único de acumulación 
en el infinito. Así, pues, en este caso, el punto del infinito es un 
punto singular no aislado de la función f (2); precisamente es un punto 
de acumulación de polos. 

Supongamos ahora que f (2) posee solamente una cantidad finita 
de polos. Entonces el punto del infinito puede ser un punto regular 
de f (z) o un punto singular aislado de carácter uniforme, es decir, 
un polo o un punto singular esencial. 

Demosremos que cuando z = oo es un punto regular o un polo 
de In función meromoría f (2), esta función es racional. 

En efecto, sean €£;, ..., ¿n los polos de la función f (2) (tiene 
que haber solamente una cantidad finita de ellos, puesto que si 
hubiese un conjunto infinito de éstos, el punto oo sería un punto 
de acumulación de polos y, por consiguiente, no podría ser ni punto 
regular ni polo) y sean g, (2), . . ., gn (3) sus partes principales co- 
rrespondientes de Jos desarrollos de Laurent de la función f (2): 


Á 
a de, Ay 
A ... Pi 


donde 4-,7€ 0, de modo que y, es el orden del polo E). 

Designemos además con £p (z) el polinomio que representa la 
parte principal del desarrollo de Laurent de la función f (2) en el 
entorno del punto del infinito (suponiendo que gn (2) == ( cuando 
oo es un purto regular de la función f (2)), y sea 


p()=1(1- 2811). 


En un entorno del punto z;(¿=1, 2, ..., 1) se puede representar q (2) 
en la forma 
p()=1()—85()— 
—lE0() E (+)... Fgjal(2)+ Ej (2)... +8n(2)) 


y comio el desarrollo de Laurent de la diferencia f (2) — 8, (2) según 
las potencias de 2 — £y no contiene términos con potencias negativas 
de z — E; y cada una de las funciones comprendidas entre corchetes 
os regular en z = 3;, la función q (z) también es regular en el punto 
z=2%(=141,2, ..., n). Do aquí se deduce que q (z) es una función 
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analítica en lodos los punlos del plano, es decir, es una función 
entera. Pero en un entorno del punto del infinito q (z) se puede 
representar en la forma: 


p (2) =/ (2) —£0(2) —[£1(2)+.. - + £n (3)), 


y cono el desarrollo de Laurent de la diferencia f (2) — £, (2) según 
las potencias de z no contiene potencias positivas de z y cada una 
de las funciones comprendidas eutre corchetes es regular en el punto 
z= 00, la función «q (z) es regular en el punto z = 00, 

Pero una función entera que tiene un punto regular cn el punto 
del infinito, es idénticamente constante. 

Así, pues. 


F(2)= 2 8j(2) = const—e, 
de donde 


1)=c+ Pela, (3.1:2) 


es decir, f (z) es la suma de una cantidad finita de funciones raciona- 
les y, por consiguiente, ella misma es una función racional. 

Es obvio que también es válida la proposición inversa a la demos- 
trada, puesto que una función racional o es regular en el punto del 
infinito, o tiene en el mismo un polo. 

Por lo tanto, hemos descubierto una propiedad característica 
de la función racional: una función meromorfa es racional cuando, 
y sólo cuando, el punto del infinito es para la misma o un punto regular 
o un polo. 

La fórmula (3.1:2) obtenida proporciona la expresión do una 
función racional arbitraria f (z) en forma de una suma de funciones 
racionales, tales que cada una de ellas tiene un solo polo en el plano 
ampliado (oo para go (z) y 2; para gy (2)). Jóstas funciones son las partes 
principales de los desarrollos de Laurent de f (2) en los entornos de 
sus polos. Cada una de éslas se expresa en forma de una suma 


, 1 ; 
de potencias (de 3 0 de ==) denominadas fracciones 


simples; el desarrollo hallado so llama desarrollo de 
la función racional onfíracciones simples. 
Ya veremos a continuación que se pueden obtener desarrollos 
similares según las partes principales para cualquier función mero- 
morfa. 
3.2. En un entorno de un polo ¿ de orden y la función / (z) 
admite un desarrollo 


A. A_ Á_ al 
Í (2) = ay raid ... +7 +0 +A (E) + ... 
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donde la función racional tr +...+ E representa la 
q E 


parte principal do f(z) en el punto fÉ. 

Demostremos que, tanto los polos de una función meromocía 
como las partes principales referentes a los mismos pueden darse 
a priori, de modo que siempre existen funciones meromorfas que 


poseen unos polos y unas partes principales en los mismos, previa- 
mente asignados. 


Teorema de Mittag-Leffler. Sea [£, ) una sucesión 
de números complejos, distintos entre sí, que no decrecen en valor absa- 
luto, convergente hacia el infinito, y sea (G,, (2)) una sucesión de funcio- 
nes racionales, cada una de las cuales es de la forma 


a 
Ca (2) = —E= + + 


«17 
(¿—£n) ” 


(1) 
AT 


ni > 
se aii 


de modo que el punto £, es un polo de la función G, (2) de orden yn 
y ésta no posee más polos. Entonces existe una función meromorfa f (2) 
que tiene polos en los puntos [,, y sólo en estos puntos, y cuyas partes 
principales en los puntos €, coinciden con las funciones dadas G, (2). 


Demostración. La función buscada f (z) la obtendremos 
en forma de la suma de una gecie 


f (2) = 2 [Ga (2) — Pa (2)l, (3.2:1) 


donde P, (z) son ciertos polinomios. Jividentemente, cualquiera 
que sea el polinomio P, (z), la sama Ga (2) + Pa (2) es una función 
racional con un polo en el punto £, y cuya parte principal coincide 
con G, (2). En los puntos finitos del plano esta función no tiene otros 
polos. 

Demostremos quo se pueden elegir los polinomios P, (z) de tal 
modo, que en cualquier circulo | z | < R sea uniformemente conver- 


gente la serie 0 [G, (2) + 2, (5), que resulta de la serie (3.2:1) 
W(1t) 


[na] 
al excluir unos cuantos términos primeros. Supongamos que )) €s 
í 


es naa serie convergente de términos positivos. Si €, = O, entonces 
suponemos que el polinomio correspondiente 2, (z) es igual a cero. 
Supongamos ahora que ¿¿ »e 0 (k > 1). Como G, (2) es una función 
analítica en el círculo [z |< | ¿x |, su desarrollo de Taylor 
Grl2) = AP AP 2 APA 


) vc... 
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es convergente en cl interior del círculo indicado y es uniformemen- 
te convergente en el círculo |z | < >| La |) Elijamos n = ny de 
ta] modo que en el último círculo se cumpla la desigualdad 

|[Gr(2) AP +... + Ano 24) |< ez, 
y hagamos: 

Pa(2)=—AP?—... —An,z». 

Entonces 

[Ga (2) + Pa(2)|<es, si 121212). (3.2:2) 

Sea |z| < R un circulo arbitrario con el centro en el origen 

de coordenadas y sea N (R) + 41 el índice, comenzando desde el 


cual todos los puntos £, están situados fuera de un circulo de radio 
doblemente mayor: 


[Er] >2R para k>N (A). (3.2:3) 
Consideremos la serio 
Y [61 (2) +P4(0)); (3.2:4) 
NiO0+1 
todos los polos £, de sus términos satisfacen a Ja condición (3.2:3), 


por lo cual y | En | es superior a A? y, por consiguiente, el círculo 


iz] <R está contenido en cada uno de los círculos | z | < 5 Ia 1. 
Por esto, en virtud de (3.2:2), se puede afirmar que 


(G.(2) +Pr(2)|<es si [z[l<R y k>N(A). 


De aquí se deduce que la seric (3.2:4) es absoluta y uniformemente 
convergente en el circulo |z | < R y, por consiguiente, representa 
en este círculo una función analítica qa (2). Por lo tanto, para la 
elección hecha de los polinomios P, (2), la suma de la serie (3.2:1) 
también será analítica en el circulo | 2 | < R. Esta puede escribirse 
en la forma 
NR) 
(2) = 2 16x(2)+Pa(2)1+ 0n (2), 

de donde se deduce que los polos de la función f (z) en cl círculo 
[2] < RR coinciden con Jos términos de la sucesión (fx) que están 
situados en el círculo; además, Jas partes principales de la función 
f (z) en los puntos £, coinciden con G, (2). 

Como esta conclusión es válida para cualquier círculo |z| < R, 
de aquí se deduce que la suma de Ja serie (3.2:1) es una función 


20—1234 
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meromorífa que satisface a todas las condiciones propuestas en el 
teorema. El teorema de Mittag — Leffler queda demostrado. 
De éste, como consecuencia, se deduce la siguiente proposición: 


Teorema. Una función meromorfa arbitraria j (z) que posee 
la sucesión de polos fía) y la sucesión de las partes principales co- 
rrespondientes (Gr (2)), se puede expresar en forma de una serie 


(7) =£(2) + > [Ga (2) -1- Pa (2)). (3.2:5) 


donde g (2) es una función entera y P, (2) son ciertos polinomios. 
Para demostrarlo, construyamos, según el teorema de Mittag — 

Leffler, una función meromorfa q (z) que tenga los mismos polos 

y las mismas partes principales que la función f (2); obtendremos 


9()= 3 1Ca (2) +22 (2) 


Es obvio que la diferencia f(2)—q (2) representa una función 
£(z) que es analítica en todos los puntos finitos del plano, es decir. 
una función entora. De aquí «ue 


10) =E (+ 0 ()=8 (2)+ BIG (2)+Pa (2) 


Obsérvese que, como se deduce de la demostración del tgorema de 


Mittag—Letfler, on cada círculo | z | < R la serie 2 [G, (3) + 
N(R)+1 


+ P, (2)1 es uniformemente convergente. (Para hablar de la con- 
vergoncia y, on particular, de la convergencia uniforme de la serie 
(3.2:5), se deben separar de ella una cantidad finita de los términos 
primeros que tengan polos en el círculo considerado). 

Como una ilustración sencilla del teorema de Mittag — Lcffler. 
rosolvamos medianto el mismo el probloma siguiente: 

Sea (£1) una sucesión de números complejos distintos, no decre- 
ciontes cn valor absoluto, que convergo hacia el infinito, y sea 
(A,) una sucesión arbitraria de números complejos; se pide cons- 
truir una función ontera q (2) que tome los valores A, en los puntos 
Ca (k=1, Sr 

Para la resolución, construyamos primero, aplicando el teorema 
de Weierstrass, una función entera A (z) que tenga polos simples 
en los puntos £, y sólo en estos puntos; 


rm) m(L+.. +2): 
1 
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y calculemos los valores de su derivada h' (2) en los puntos £x. Obto- 
nemos una sucesión de números (%' (f,)) distintos de cero. Por 
otra parte, basándose en el teorema de Mittag— Leffler, hallamos una 
función meromoría q (2) que tenga polos simples en los puntos (€), 
Ar 
y sólo en ellos, con Jas partes principales correspondientes E 
Tendremos: 


en | _4r_ 
003 | E 4 puto. 
í 


donde P, (2) son unos polinomios elegidos adecuadamente. 
Está claro que el producto % (2) qp (2) representa entonces una 
función entora f (2) que satisface a las condiciones del problema: 


» om im [AER (Ea) A" (Lx) A 
_— A po AA mo = 5 Ry AR HH . 
1] (La) ha | (2) P (2)] PL [ 2—ÉEr q (2) (z 5] h* (Ca) ul Ax 


(k=4,2,...). 


3.3. En algunos casos particulares los desarrollos de las funciones 
meromorfas que se obtienen según el teorema do Mittag — Lefíler 
pueden sustituirse por otros más sencillos. Anles, en las aplicaciones 
de la teoría de los residuos (ap. 4.2, cap. TV), ya vimos unos cuantos 
ejemplos. Consideremos aquí algunas aplicaciones de la fórmula 
de Weierstrass a las funcioncs enteras. Supongamos, por ejemplo, 
que se necesita construir una función meromoría f (2) que tenga 
polos simples en los puntos «de una sucesión (£,) (€, + 0), con 


las partes principales correspondientes Pp 
— 6 


Construyamos según el teorema de Weierstrass una función ente- 
ra q (3) que tenga ceros simples en los puntos (y: 


co 


e()=T1 (1) expr. (al, 
1 


z qa : 

donde P;, (2) = Ex +... + iS En el caso particular en que la 
R 

sucesión (€,) posee un exponente de convergencia finito T y, por 

consecuencia, existe el mayor número entero x para el cual la serie 

00 


> As divergente, en lugar de P, (z) se pueden tomar polino- 


t 
209 
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mios P, (2) de un inismo grado »: 


Pala) =+.. + 


Entonces, en cada círculo fijado |2|< R, donde la serie 


3 [n(1¿) +00] 


NA0+1 
es absoluta y uniformemente convergente, se tiene: 
N(R) 


Ln [p (2)] = 2 [ Ln (1 =+) +Pa (2)] AE 


+ s [In(1-2)+6)], 


NR 
de donde 
fa) -= ES 3 ET Ar] 3 5 =+ Pale) ]= 
«¿pone 
1 


Está claro que f (2) = Es es una función meromorfa con polos 


simples en los puntos ¿, y con las partes principales correspondientes 
— . Los polinomios que garantizan la convergencia de la serie 


Z o 
tienen aquí una forma e simple 


h-1 
Palo) =E+ qt + 


4 


y en el caso particular en que ás el número entero mayor x para 


el cual es «divergente la serio St y, por consiguiente, es con- 


sol 


vergente la serie y o paT) , se puede tomar: 
1 
; 4 z q*-1 
Pr (2) = Es > 2 +... + E 
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La función £ (2) más general que resuelve el problema planteado 
se puede expresar en la forma 


sd 1 1 z gan! A 
Pu, + 3 [rt + 5 |. 631) 
donde g (z) os una función entera y VÍ = 52% O VÍ = k, según que 
la sucesión (Z,) posea un exponente de convergencia finito o no. 
Construyamos también una función meromoría que tenga polos 
de segundo orden en los puntos £j con las partes principales co- 


e 1 s . 1d a L4 . 
rrespondientes E: Con este fin, derivemos término a término 


la serie obtenida anteriormente (la cual, como se deduce del método 
de su obtención, es uniformemente convergente en cualquier círcu- 
lo | z|<R, si nose tienen en cuenta una cantidad finita de términos 
de la serie que tienen polos en el interior del círculo). Resulta: 


00 Ñ . Y 2 
F" (2) = yg Y A A A A a) CO ; 
(z) 8 (2) | (2—Ea)? * 1? 9 pt A ] 
Está claro que la función UD (z) = —FF' (2) satisface a las con- 


diciones del problema. Designando la función entera g' (z) mediante 
h (2), tendremos: 


$7 dd y, —2 
1 1 2 (1m—09:2* 
D (2) =A (2) 4- A A A A AAA KZ | 
2 ar E ! 


10.8] 
. » . 4 
Examinemos, en particular, el caso en que la serie >) TDS 
1 


convorgente. Entonces sc puede hacer v, = 2 ( independientemente 


de que la serie > 1 a Sea divergente o convergente), y tendremos. 
1 
e 1 t 
D (2) ==h (2) +2 La - 71 (3.3:2) 


Naturalmente, para la obtención de las fórmulas indicadas no 
había necesidad de aplicar la fórmula de Weierstrass. Se podría 
habcr buscado inmediatamente la función en Ja forma 


om 


e(2= 3 (¿5 + ?a(2)) 
2 
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(en el primer problema) o en la forma 
ap 1 
h (2) +») Men +Pa (2)) 
1 


(en el segundo problema) eligiendo después los polinomios P, (z) 
de modo que quede garantizada la convergencia de lag series. 

3.4. Consideremos un recinto G del plano ampliado, (para pre- 
cisar, que no contenga en su interior al punto z = oo), y en el mismo, 
una sucesión de puntos distintos (£,) cuyos puntos de acumulación 
todos pertenezcan a la frontera del recinto G. Supongamos, además, 
que se ha dado una sucesión de funciones racionales (g, (2)), cada 
una de las cuales tiene en el plano ampliado un polo único en el 
punto É£, de orden y,: 


2, Al) 


RE = 
¿—tr 


Demostremos que existe una función f (2), uniforme y analítica 
en el recinto G, a excepción de los puntos [¿n), tal que en cada uno de 
los puntos E, tiene un polo de orden y, con la parte principal g, (2) 
lista proposición, perteneciente también a Mittag — Lefíler, repre- 
senta, evidentemente, una generalización del teorema del ap. 3.2, 
que corresponde al caso en que el recinto ( es todo el plano finito, 
de modo que la frontera de G se reduce a un punto: al del infinito. 

Sea p, la distancia desdo ¿, hasta la frontera T' del recinto G. 
Si G no coincide con el plano finito (lo cual se va a suponer), enton- 
ces 0D p, < +00. Sin restringir generalidad se puede exigir que 
se cumpla la condición lim p, = 0. Para ella es suficiente cambiar 
adecuadamente la numeración de los puntos (tn). Primero hay 
que numerar de nuevo aquellos que distan de T no menos que 1, 
después todos los restantes para los cuales esta distancia no es me- 
nor que 1/2, luego aquellos pari+ los cuulos la distancia hasta J 
no es menor que 1/3, etc. 

Designemos con a, cl punto de TP más próximo a £, (si hay unos 
cuantos, se toma uno de ellos). Entonces | ¿, —a, | =P y en 
el recinto | ¿ — a, | > p, la función g, (z), la cual se anula en el 
po 2 = 00, se puede desarrollar en una serie de Laurent de la 
orma: 


go cm 3 4 
a Ea (3.4:1) 
Fijernos una sucesión de números positivos (f2,) 1.1 que la serie 


[o] 
Y e, sea convergente. Como la serie (3.4:1) es uniformemente con- 
7 
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vorgente para |z— a, | > 2p,, existen unos números m, tales que 


Yin pa 


len (2) — 2 PARE ó y 
3=1 


Formemos la serie 


<Een para |z2—an|>2p..  (3.4:2) 


00 mn cy , 
2 Len a=2 (3—a,)! ) ” (3.4:3) 


Sea FP un subconjunto cerrado acotado arbitrario del recinto G y 
sea p Ja distancia entre F y TP. Entonces, para n > N (p) tendremos 


Pp £ y, por consiguiente, todos los puntos de F' pertenecen al 


recinto | z — 4 | > 20; 4, E TP. Por ello, para rn >> N (p) so cum- 
plen las desigualdades (3.4:2) en todos los puntos de F. Por lo tanto 
la serie (3.4:3) es uniformemente convergente en cada F T— 6 y ro- 
presenta en el recinto G una función uniforme y analítica f (2) con 
los polos en los puntos £, y con las partes principales correspondien- 
tes En (2). El teorema queda demostrado. 

De éste se puede deducir una generalización del teorema de 
Weierstrass respecto de la existencia de una función entera con Jos 
ceros asignados. Precisamento, se verifica el siguiente teorema: 

Para toda sucesión de puntos [¿n) perteneciente al recinto G y que 
no tenga puntos de acumulación en el interior de G, y para cada sucesión 
de números naturales (hp), existe una función h (z) uniforme y¿ana- 
lítica. en el recinto G, cuyos ceros coinciden con los puntos ([fn) y" cada 
cero [, es de orden A. 

Conservando las notaciones del teorema precedente, construyamos 
una función f (2) que tenga los polos en los puntos £,, con las partes 
principales correspondientes g, = > E . En este caso, el desarrollo 

— En 
(3,4:1) se reduce a la progresión geométrica 


En (2) =An Y eo. 


Jm01 —A n)? 


Eligiendo los números correspondientes mn, obtenemos: 


pa. 5 1 Sy SN finan)” 1 
1()= 3 Mm [7-3 ar A 
Nam yu 
09 ma-— 1 


=32 (l5-2)-3 45%] 


n=1 $=1 
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Si el punto EG es distinto de los puntos (f,), entonces, inte- 
grando desdo zy¿ hasta z en el recinto G, resulta: 


p()= | +()d1= 
21) 
a 2 
Za Yan [tn ( >» E En 2) + Ro (3) — Ra (20) ] + 21 (2), 
mn—i , 
donde RR, (2) = S; + (S20) y v(2) es un número entero. Hagamos 


j==] 
finalmente: 


h (2) =exp q (2) = T [ (1) xp (An (2)— Ro pa 
(3.4:4) 


La función kh (z) satisface a todas las condiciones del teorema. En 
cfecto, del método de su construcción se deduce que el producto 
infinito es uniformemente convergente en el interior del recinto G, 
y son ceros del mismo solamente los puntos [,, teniendo cada uno 
de éstos el orden asignado 4... 

A una función F (2) que puede expresarse en el recinto CG cn 
forma del cociente de dos funciones uniformes y analíticas en este 
recinto, G (2) y IT (2), la llamaremos meromoría en este 
recinto. Está claro que las funciones que hasta ahora las lamá- 
hamos meromorfas son funciones meromorfas en todo el plano (finito). 

Si F (2) es meromoría en G, entonces no puede tener aquí otros 
puntos singulares más" que polos. Como estos polos Henen quO estar 
conlenidos entre los ceros de la función H (2) (7 (2) = H “3 , éstos 
no tienen ningún punto de acumulación en ol recinto G. De aquí 
se deduce que los polos de Ja función F forman un conjunto finito 
o numerable de puntos del recinto G. Para convencerse de esto 
último es suficiente numerar primero todos los polos que distan 
de la frontera l' no menos que 1, después los restantes que distan de 
U no menos que 1/2, etc. 

Demostremos que cualquier función f (2) que no tenga en el re- 
cinto G otros puntos singulares más que polos, es meromorfa cn 
esto recinto. Obsérvese primero que el conjunto de polos no puede 
toner ningún punto de acumulación en el interior de G, puesto que 
tal punto de acumulación tendría que ser un punto singular no 
aíslado de la función f (2), en contra de la suposición de que f (z) 
tiene solamente puntos singulares aislados en el interior del recin- 
to G. Si el conjunto de polos os finito y consta de los puntos £;, ... 
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.., En de Órdenes %i, ..., Gn, entonces, furmando el polinomio 
p (2) = (2 — E). .., (2 — Ep) y multiplicándole por f(z), re- 
sulta una función g (2) = f (2) p (2) que es analítica en todos los 
puntos del recinto G. Por lo tanto, f (z) = qe es una función mcro- 
moría en el recinto G. Si el conjunto de polos de la función f (2) 
es infinito, entonces, según lo observado anteriormente, éste es 
un conjunto numerable (¿,) que no tiene puntos de acumulación 
en el interior del recinto G. Sean ys, Y2» + + - Yns + - - los órdenes 
de Jos polos. Formemos entonces una función A (z), analítica en el 
recinto G, que tenga en cada punto £, un cero de orden y, y que no 
tenga ningún cero distinto de los puntos £,. Entonces el producto 
f (z) h (2) será una función g (z) analítica en el recinto G, y de nuevo 
tendremos que f (2) = Ss es una función meromorfa en el recin- 
to G. 

De lo demostrado se deduce que la función meromorfa en un 
recinto dado se puede definir también como una función que no tiene 
en este recinto otros puntos singulares más que polos, posiblemente 
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44. La lunción Gamma T (z) es la más simple e 1m- 
portante entre el conjunto infinito de funciones meromorfas, median- 
te las cuales se extiende el concepto do factorial nl al caso de números 
complejos arbitrarios z. Por ciertas causas históricas esta función, 
introducida en la ciencia por Euler, se define de tal modo que el 
valor nl resulta para z =n -F1, o sea, T (n + 1) = n!. Por con- 
siguiente, la relación característica para el factorial 


n-(n—4)l|=n! 
se escribe para la función Gamma así: 
nT (1) =T (n+ 1). 
Además, para P' (1) debe ser: 
P (1) =0! = 1. 


Construyamos esta función, exigiendo ante todo que salisfaga a la 
relación 


al (2) =T (+1) 


para lodos los valores complejos de z. Así, pues, en la definición. 
de la función Gamma partiremos de la ecuación funcional 


2f (2) =f(2+41), 1(1)=1. (4.1:1) 
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No obstante, esta condición todavía no es suficiente para definir 
completamente la función. En efecto, si f(z) es alguna función 
meromorJa para la cual 


2f0 (2) =1f0(2+1), fo(1)=1, 
entonces para la razón q (2) = . E obtenemos: 
p(2) =p (2 1-1) p(11)=1 
es decir, q (z) es una función meromoría de período 1 que toma el 
valor 4 para z=1. 
Tomando tal función arbitrariamenle, representamos cualquiera 
de las funciones f(z) que satisiacon (4.1:1) en la forma: 


Í (2) = q (2) fo (2). 


Apliquemos la relación (4.1:1) a los valores z, 2 +1,...,2+n-—1 
(n es un número natural) y multipliquemos las igualdades obtenidas; 


hallaremos: 
2(24+1)... (21n—1)/(2) =7/(2+nm). (4.1:2) 
Do aquí, para z=4 obtenemos: 
f(n+1)=n!, (4.1:3) 


es decir, en los puntos 3 =2,3, ...,n +4,... los valores de 
f (z) coinciden con los valores de los factoriales: 11, 21, ..., nl, .. 
(esto es cierto también para z = 1, puesto que f (1) = 1 = 0!) 


Si en la relación (4.1:2 z tiende a — (n — 1) = —m (m = 
=0, 1,2, ...), resulta: 
ln (m0 ra (4.1:4) 


Por lo tanto, f (2) tiene que tener polos simples en todos los 


puntos z = —m (m = 0,1, 2,.. .) con los residuos iguales a ES 
Sometamos f (z) a la condición complementaria 
f(z) no tiene polos distintos de ¿= —m 
(m=0, 1, 2, ...), y no tiene ceros. (4.1:5) 


Si alguna iunción f, (2) satisface a Jas dos condiciones (4.1:1) 
y (4.1:5), entonces la función Eaabn, (2), por ejemplo, satisface 


ER 
a (4.1:1), pero no satisface a (4.1:5), puesto que ésta ticne un con- 
junto infinito de ceros y polos imaginarios. Sin embargo, junto 
con fo (2) satisface a las mismas condiciones (4.1:1) y (4.1:5) Loda 


$ 4. PTUNCIÓN GAMMA 315 


tunción de la furma q (z) fo (2), donde «p (z) es una función entera 
de período 1, que toma el valor 1 en el punto z = 1 y careco do ceros. 

Así, pues, a pesar de haber introducido la condición (4.1:5), 
todavía queda cierta arbitrariedad en la construcción de la función 
Gamma. No obstante, aplicando esta condición se puede afirmar 
que la función 


4 
es entera y tiene ceros simples en los puntos z= —m(m=0,1,2,. .), 
no teniendo otros ceros más que los indicados. 

Por ello, ésta puede expresarse en la forma siguiente: 

$ 2 
F (2) =ese13 [| (1 +2) a Y, (4.1:7) 
1 


2 
donde g (z) es una función entera (al elegir losfactores e ” que 
garantizan la convergencia del producto so ha tenido en cuenta 

00 
. 4 . . .. 
que la serie Y) 7 05 convergente). Por consiguiente, toda función 


1 
meromoría f (2) que salisface a las condiciones (4.1:1) y (4.1:5) 
tione que tener la forma: 


fa=era Y (4.1:8) 


2] (145). ” 


Evidentemente, ésta satisface a la condición (4.1:5), independien- 
temente de como se elija la función entera g (2). Para estudiar 
la condición (4.1:1), expresemos la fórmula ES en la forma: 


n 
nexp| —e (+3 7] 
== lim : 


n-+00 ka Ae e 2(2+1)... (24+n) 
2 Mi (+5) e 


Haciendo para abreviar 


n 
atexp | —6 6 +> 7) 


1 : , 
— rn en ¿a e) 


(4.1:0) 
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obtenemos: 
zf (z) 24, (2) 
ES 


= lim (24144) exp | —8 (0) +8 (24 1-37] > 


1 


= lim (14) ) exp | — cl+e(2+0-(Y L—101)] 


1 
=exp (—8 (2) + 8 (2+1)-—C) 
Aquí € denota la constante conocida de Euler 
n 
C= lim (S)--—lnn) =0,5772.... 
1 
En resumen, si se exige que la función entera g (2) cumpla 
la condición 
g(2+1)—g (2) =C +4 2kxi (kk es un número entero), 


quedará satisfecha la ecuación funcional (4.1:1). 
Además, de la condición f (1) =-1 se deduce que 


exp| —e (10+ y ——In n| 


ds 


rn 


1 = lim fa (1) = lim =6xp (— g (1) + C). 
de donde 
E (1) =C 4 2lxi (1 es un número entero). 


F£ntre las funciones enteras que satisfacon a las condiciones 
halladas, la más simple es la función lineal entera 


80 (2) =Cz. 


Efectuando precisamente esta sencillísima elección de la fun- 
ción g(z), quedará definida completamente la función Gamma. 
Designando esta última medianto T (2), según la fórmula (4.1:8) 
tendremos: 


P (2) = 4 —_ ÉL —, (4.1:9) 
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Para la función entera resulta: 


1 
l” (2) 


1 mn. 2 + 
a : (4.1:10) 


Como aqui el exponente de convergencia t de la sucesión de ceros 
es igual a 1 y el grado del polinomio Cz también es igual a 1, Lendre- 
mos que, según el teorema del ap. 2.4, el orden de esta función es 
igual a 4. 


Los relieves de las funciones 1 (2) y Fa , representados en las 


tiguras 37 y 38 *), dan una idea visible del comportamiento de 
estas funciones. 

De la fórmula (4.1:10) se deduce una relación importante que 
liga T' (2) y sen nz: 


zl 


ramo 11 0=7)= 


[0 
z 12,2 z SON Ta oa 
1 
o bien 
1 sen TZ 
P (2) [—l' (—3)] n 


Pero, según la fórmula (4.1:1), —2P (—2) =P (1—3), por lo cual 


1 __ Son 73 


Ti)Ti=)  » * 


tí sea, 
r ()T(1-)= (4.1:11') 
De aquí, en particular, resulta: 
143172 
[1 (5). 
y como en la fórmula (4.1:9”) r (>) > (0, se tione: 
T (7) =V2. (4.1:12) 


OS dibujos se han adaptado do las « Tablas de funcionos » de Jalimke 
y Einde. 
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La fórmula (4.1:9) para g(z)=Cz proporciona la siguiente 
expresión para la función Gamma: 


n 
ni0xp (3 -c) z 


ANA e 
2(21)...(4+1n) 


rl 09 [(Y-L—1m9—0)+1n5] 2 
e — 
Ti—00 2(24+1)...(2+n) 


P (2) = lim 


y Como 


n 
lim (S 5—Inn—C) =0 y oxp(lnn)=n*, resulta: 


nin? £ 
k = li . 1:13 
LU (2) Ma (ao) 

Esta fórmula fue obtenida por primera vez por Euler y por ollo 
debe llevar su nombre (en los libros de estudio, ordinariamente, 
figura con el nombre de Gauss). 

4.2. En este apartado se expondrán las expresiones integrales 
más importantes de la función Gamma. Demostremos ante todo 
que para Re z7>0 so verifica la fórmula 

00 
T()= | cta de, (4.2:1) 
% 
donde la integración se efectúa a lo largo de Ja parte positiva del 
eje real. Esta fórmula también pertenece a Jiuler (integral 
culeriana de segunda especio). 
Consideremos la integral 


09 
F()=)| ear, (4.2:2) 
0 
donde £””1 denota exp [(2 —1) 1n £]. Como 
| et. aan e! . pe ; 
esta integral es absolutamente convergente para cada z pertenecien- 
te al recinto D: r =Rez>>0. Además, la función pete di 


0 
está uniformemente acotada en cl interior del recinto D, es decir, 
en cada conjunto acotado y cerrado de puntos de este recinto. De 
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aquí y como e7té=1 es una función entera de z para cada LU <t< 
< 00, sacamos Ja conclusión, según el ap. 1.2, cap. cuarto, L. 1, 
que £ (2) es una función analítica en el semiplano D. Antes de de- 
Eo la igualdad (4.2:4), demostremos la relación auxiliar: 
n 


l (2) =lim | (1 iS yl E de. (4.2:3) 


Y +00 
8" 


Efectuando la susbitución de la variable de integración (nt 
n 


en la integral 7, (2) -- | (1-7) 3 dt, obtenemos: 
ñ 


1 
Fa(z=n»* | (1 dr 
1) 
o bien, después de rn integraciones por parles: 
1 


A _ nin? ZA A A tdo 
O ra—a |" NE ET 


Pero de aquí se deduce que la fórmula (4.2:3) coincide con la 
fórmula (4.4:13) (para Roz>>0U) y, por consiguiente, es justa. 
Ahora no queda más que demostrar que 

F (2) =lim F, (2), 2€D 
ir: 


o bien que 
Tn 


lim j [e — (1-7) "]rrar o, zeD (4.2:4) 
N—> 25 
Ú 
7). 
(puesto que 7 (2) — lim j epa dt) ; 
21» 90 
Observando que para |t|<n: 


obtenemos: 


por consiguiente, 


0 £o—(1-4)"= e 1 —el (1-)"]. : er [1 (1-35) ]= 


A 


n 


2321-1234 
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Por Jo tanto, 


rn 


[eran joracsjera 


de donde se deduce (4.2:4). Así pues, la relación (4.2:1) queda 
demostrada. 
Reprosentermos la fórmula (4.2:1) en la forma siguiente: 
1 20 
P (2) = ) BA dl | etridt, Rez>0. (4.2:5) 
1 
Sustituyendo en la primera de las integrales del segundo miembro 
la función e' por su desarrollo en serie de potencias e integrando 
término a término, obtenemos: 


1 ja] 


0 1 
=[f)Z- El (1) n+z- (—1)" : 
ple ii E => +7 * (4.2:6) 
Ú ] 


Ú 0 


Jfcinos establecido esta fórmula para Rez->0. Peto la serie 
obtenida es absoluta y uniformemente convergente en cada recinto 
acotado, dol que se han excluido los puntos 0, —1, —2, ... Por 
to tanto, ésta representa una función «q (2) uniforme y analítica 
en todo el plano finito, a excepción de los puntos 0, —1, —2, ..., 
en los cuales tiene polos simples. Por consiguiento, q (z) es una 
función meromorfa, Está claro que el residuo de q (2) respecto del 
polo —m es igual a EY , €s docir, coincide con el residuo de T' (2) 

me 
respecto del mismo polo. Por consigúiente, la diferencia Y (2) — 
— (2) es una función entera. Pero de la fórmula (4.2:5) se deduce 
gue en el recinto D esta diferencia se expresa por la integra) 


fenrsl di, Mas esta integral, como fácilmente se observa. es 


1 
absolutamente convergente para cualquier z y representa una fuución 
entera en todo el plano finito. Así, pues, para cualquier z se tiene: 


[5.0] 09 
— 47 
T(2)= Y e + j eds, (4.2:7) 
0 1 

El paso de la fórmula (4.2:5) a la fórmula (4.2:7) se funda en la 
sustitución de la expresión integral de la función meromorta « (z), 
que es convergente solamente en el semiplano D, por su desarrollo 
en fracciones simples, el cual es convergente en todo el plano. Evi- 
dentemente, la fórmula (4.2:7) representa el desarrollo en fracciones 

simples de la función UP (2). 
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Deduzcamos otra expresión integral más para T (z). Designemos 
con G el recinto cuya frontera es la parte negativa del eje real (in- 
cluyendo el punto z = 0), y consideremos la integral 


Pr. (2) = j et? de, (4.2:8) 
E 


donde el contorno y, consta del segmento del semioje negativo 
=n<t<—e (e > 0), de la circunferencia |z | = e, recorrida 
en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, y, 
finalmente, del mismo segmento del eje negativo, recorrido en 
dirección del punto ¿= —e hacia el punto t = —n. Aquí sa 
distingue el segmento —n << —e, recorrido por primera vez, 
del mismo segmento recorrido por segunda vez, considerándole 
alternativamente como el borde inferior o superior de un corte 
efectuado a lo largo del semicje negativo. Definiendo la función 
iT* en el recinto G según la fórmula t*=exp(—2zln 0), 
suponemos que en los puntas del borde inferior del corte t* = 
= exp (— 2In|t]+ inz) y en los puntos del borde superior 
tE? =exp (— z1n |£|-— ¿nz). 

Jín estas condiciones, la fórmula (4.2:8) delermíina una función 
uniformo y analítica en todo el plano finito, es decir, una función 
entera, Es obvio que la sucesión (y, (2)) es uniformemente con- 
vergente en cada recinto acotado del plano, puesto que para) 2 | < R 
so tiene: 

=ñ 
rs (2) — Ya (2)1<<| j exp (1—21n|t|-+ inz) di — 
—(1 7) 
—y 


— j oxp (¿—2In| ¿| —izz) de 


—(n ¿ 11) 


e 
<y 


—t 


5, La ¡ exp ((—xIn|t| 45 y|) dt = 


— 139 
na+p n+p 
a) ¡ etpeudvl dt < 2enr j cd 
na n 


de donde se deduce la convergencia uniforme de esta sucesión. 
Por esta razón lim, (2) =p (2) es una función entera que 


a ES a) 
se expresa por la integral impropia 
v()= | eta, (5.2: 
y!8) 


yA 
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donde y(% cunsta de la semirrecla —o << —e, de la circun- 
lerencia | z | = € y otra vez más de la misma semirrecta recorrida 
en sentido contrario. 

Demostremos que + (2) no depende de e; en efecto, la diferencia 
de dos integrales (4,2:9), tomadas a lo largo de y(8) y y(W (e > y >0). 


se expresa por la integral | el1* di tomada a lo largo del circuito 


cerrado «que consta de dos circunferencias |z|=e8 y |z|= yv 
y del segmento —8<X1< —y que una estos puntos, doblemente 
recorrido. En virtud del teorema integral de Cauchy, esta integral 
es igual a cero (os suficiente representar la integral en forma de la 
suina de dos integrales, tomadas a lo largo de los semianillos en 
que el circuito considerado se divido por la parle positiva del eje 
real, y aplicar después el teorema a cada semianillo por separado). 
De aquí que la integral (4.2:9) no depende de e. 

Supongamos ahora que r < 1 y | t | = ee**, donde e < 1, y que 


Z 1 
e Liendo a cero. Jintoncos, como | eét7* | — exp (e COS P+Z in+ + 


Ly) < e ei+a lv! se Liene: 


' e'idz | < 218 "el Hill —>ÚOsig — (. 
pz =8 
Porc consiguiente, y (2) para Rez<41 puede expresarse en la 
forma 
» (2) = | etrtde, 
y 


donde y” es da parte nogativa del eje real recorrida dos veces 
on sentidos opuestos. Precisando, 


0 0 
Y (2) =- ' exp ((£—2In|1|4 231) dl — | exp (¿—21n || —2ni) dt — 


) í ] 


— pam ¡ e? ql — ein ' eu? dt — (enn — ¿—:a) ] e 0-01 


Como, paraTRez<d1, se tiene: Re (1 — 2) >0, resulta según 
ey 


la fórmula (4.2:1) que la integral ¡ e A-3 di es igual a T (1 — 2). 
Ú 
y (2) = 21 sen nzl' (1—2); 


según la fórmula (4.1:11”), esta relación puede escribirse en la 
forma 


Por consiguiente, 


L OA 


— 


P (2) ¿ni 
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Esta última fórmula se ha laa solamente para Re z< 1; 


pero, como ambas funciones == Ta Y yO son enteras, esta igualdad 
tiene que subsistir en todo el m5 finito. Reemplazando 1 (2) por 


la expresión integral (4.2:9), la cual es válida para todos los valores 
de z, hallamos: 


A eii j et de. (4.2:40) 


Sustituyendo aquí z por 1—z y aplicando la fórmula (4.1:11'), 
obtenemos: 
1 (¿2-1 . 
es | cas. (4.2:13) 
y! 8) 
Obsérvese que para cualquier a, 5 <a<a, el circuito yt? 
se puede cambiar por el circuito y" (u«) que consta de) rayo rectilíneo 


FIG. 39. 


argt==—a, |t| > e, del arco de la circunferencia | 2 | = e que 
se define por la condición | arg t |] < a, y del rayo rectilíneo arg l = 
=G, |t| > e, que es simétrico al primero respecto del eje real. 

Comprobemos esto para la fórmula (4.2:10) La integral 


5] e't“dt, tomada a lo largo de cada uno de los circuitos ce- 


2 
rrados Tx y [fp que tionen la forma de rectángulos curvilíneos 
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(fig. 39), es igual a cero. Por otra parte, las integrales an ¡ ett" de, 


tomadas a lo largo de cada uno de los dos arcos Cr y Ch de la cir- 
cunferencia | t | = R, que forman parte de Pa y Tí, tienden a cero 
cuando Zi + 00, puesto que en estos arcos se tiene: 


| ett? |-= exp (R cos8—x In R-)- y0) < 
<exp[—ZEecos(1n—a) —z lu R+2x|y]). 


Pasando al límite para R—=00 en las relaciones 
¿E | et ?dt=0 3 ett? =0 
¿mi | Y 2 RS: 


TR Uh 
obtenemos que la integral a í e't-? dt, tomada a la largo del 
camino formado por el borde inferior del corte — vo. <i<X-— e 
y el arco de la circunferencia | ¿ | = € detorminado por la desigual- 
dad — 1 < arg :< — a, es igual a la inlecral de la misma función 
tomada a lo largo del rayo arg i= —a, |t|>8. Resulta una 
circunstancia similar para el camino que cunsta del borde superior 
del corte — vw <t< e y del arco de la circunferencia |t|= 8, 
n>argtza y del rayo argí=a0, |t]> e. 
De aquí que 
1 pl 2 0 1 ly 
pie) ya) 


para todos los z, es decir, 


ro=2w | el? de. (42:10) 
va) 
Análogamente 
Mos l ecnal (42:44) 
"a 


4.3. Estudiemos aquí el comportamiento asintótico de la fun- 
ción Gamma. Previamente nos hará falta una relación elemental 
existente entre las sumas e integrales, que representa un caso par- 
ticular de la fórmula de sumación de Euler. 

Sea f (£) una función, definida y continua para t > 0 junto con 
su derivada primera. Entonces, para cualquier número natural k, 
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se tiene: 
k 


h 
fe) — A (de) — Í 10d (14 7) = 


h—1 
E 
=$ (4) - LAU y F (0) (t—+43) es 


Sea [£] la parte entera de ¿ y sea £ — [£] = (2) la parto fraceronaria 
de £; entonces, para k >t>k-—4, so tiene: k =|l] + 41 y 


4 1 ' 1 
t=k+y=(t) — y. Evidentemente, (t¿ — yes una fun- 


ción periódica de período 1, la cual es continua para todos los valores 
de t que no son iguales a números enteros y satisface a la desigualdad 


Ada 4 4 
33 Ef 


Sustituyendo bajo el signo de la integral (: —k + 3) por (£) — > 


(los valores de cestas dos funciones son distintos solamento para 
t=k, lo cual no influye en el valor de la integral), obtenemos: 


j (4) — 1 (9 ar LOTE S ro[o-3]e. 


h—1 
Sumando las igualdades obtonidas para Ea 2, ..., n, resulta: 


[100 [3] e, 
1 0 ñ 


o bien 


100] 10 dt= COTA ro[o Jar. (4.3:1) 
0 0 0 


Esta cs la igualdad quo necesitábamos. 
Apliquemos ahora la fórmula de Eulor (4.1:13) 
nin* 
A 
donde n* =exp (z In n); resulta: 


In Te = lim [ Y) (In (+) —In (1 + )— (2-1) Inn + 20m | , 
has0 


donde m, son números enteros 
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Suponiendo que el punto z está fijo y que no está situado en el 
semieje negativo (incluyendo también en el mismo el origen de coor- 
denadas), apliquemos la fórmula (4.3:1) a la función ln (z + £); 
obtendremos: 


cl 1 
bs 14 => 
E mp+o— [a+ 0d A ¡paez 
b) 4 


o bien (observa ndo gire | ln (2-;- €) dt =(24+n) In (24 1n)—2lnz — n) 


» In (2 +4) = (s +8 +y) In (2 4-1) — 
0 
1 
e U—=s 
= (2-3) Inz—=a-+ | e d£. 
0 


Hagamos aquí z=4 y restemos término a término la igualdad 
obtenida de la igualdad dada; obtendremos: 


y (In (2 4-4) —1n (1 + k)) = (2+2+23) In (z + n) — 
0 


— (1 : 5) In (1. n)— (23) In 2 +. M7 dt — í a 
2 2 2+t ) 1+1£ 


f 


Por A 


In == Tu o =- lim (z + n-+ 3) in (2— 1) — (». +5) In(1+n) — 


$009 
== (2-3) ln —(2— 1) 10 1-1 £, (2) —4n (1) — Zim, | , (4.3:21 
dondo 72 
i 1 
» (q—= 
2 
ln(a=| tt. 
0 


Escribamos en la forma que sigue el conjunto do términos entre 
corchetes que contienen logaritinos dependientes do a: 


(z—1) |In(2+n)—In 2] + (» +3) (ln (z |-2) —1n (1 -+ n)) -. 


z4n 2+n 2 ; 3 
coo rt) Teo Pr [PEE 
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donde la integración se puede extender, por ejemplo, a lo largo de 
segmentos rectilíneos. De aquí que todo este conjunto de términos 
tiende a (z — 1) cuando rn =- oo. 
'PTransformemos ahora la expresión de 1, (2). 
Obsérvese con este fin que 
k 


((t) —3) a=) (14 ¡7)dt=0, 


Y. por a 


005 (1-¿) a = | ((1) E) de = 


(19 
e] (1-3) di= > (0 40 4). 


Por ullo, p(t) es una función continua y periódica, de perío- 
do 41, la cual toma valores reales que satisfacen a la desigualdad: 


1 


n t —— 
Empleando a la integral | E 7 dt cl método de integración por 
0 
partes, ohtenemos: 
Ñ (09 dt q (2) di 
En (2) = == eS VE 7 


de donde se deduce que 


(Ea 
o) | (ceja * 


Teniendo en cuenta lo dicho, se puede escribir la fórmula (4.3:2) 
en la forma 


ny === (=-3) Inz-=+ 
0D d 00 ] 
- ] e Venere 2x1im (2), (4.3:31 


donde m (z) es un número entero, 
Cerciorémonos primero que si g5: 1 < 6, |y] <Ó6 es una semi- 
franja fijada de anchura 20 que contieno a la parto negativa del 
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tj¡e real, entonces. para todos los puntos z no pertenecientes a ga, se 
tiene; 
Tod 
0d GE , 
| A < C" (6) Zoo. (4.3:4) 
y 


En efecto, 


Ñ LS dt Pa de 
SER 


Si r<00 E entonces la última integral, que es igual 
1 sn z ! a a . 
í a+ — arctg — yr) *8 Menor que 5 si z >0, entonces 


> ak» 


7] dt | di lt .-2 


CNN EA ar E 
Ú Ú 


Así, pues, auedn demostrada la relación considerada y, además, 
para C* (0=+$ . De aquí se deduce que 


In —mo7= Re po Fa] =i—!1i— («—3) Injz|+yargz+C (2), 
(4.3:3') 


donde IC 1 <p + si ZE go. 
En particular, esta fórmula se puede utilizar a lo largo de cual- 


quier rayo fijado arg z = «a, donde 0<|a|<ax (para | z | sufi- 
cientemento grandes). Por esta razón, a lo largo do tal rayo se tiene: 


rr 
P (2)! 
lim 21 = —(08 A, 
aa mb ajaj — 


£És decir, 


oxp [(—c08 0 +e2)/2|1n|2|) >= =>+ _——T > exp [(—cosa—e)|2]1n|z|) 


pr E 
para todos los valores de |z | suficientemente grandes. De aquí 
se deduce que la función entera — Ta) uyo orden es igual a 1, es 


de tipo maximal (a == co), es decir, para ésta no existen tales cons- 
tantes positivas C y X£ de ae que se cumpla la desigualdad 


E pz) 
75 <cte 


para todos dos valores de z. 
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Deduzcamos una cotá para el múdulo de que sea válida para todos 


po 
IU (2) 
los valores de z de módule suficientemento grande. Fijando un número Ó -> € 


hallaromos por la fórmula (4.3:3') que en cualquier punto z = peta situado 
fuera de la semifranja gg: 
===, (m9+t Inp-+C (pen —1, (4.3: 
| E (pete) a 
donde 
Fp (a) = —p (ln p— 1) eos a + pa sen a. 
Acotemos max (, (a); so supondrá que p es suficiontemente grande (en todo 


—£H, +11) 
caso, p > e*). Observando que Pp («) es una función par, examinemos su com- 
portamicnto en el segmento |0, «1]. Se tieno: Po (a) = p (In p sen a + a cos a 


Y Pp (1) = — Ep (0) = 0 (ln p — 4); como q, (1) < 0, se alcanza e max Po (1) = 
= max q, (2) en un punto %¿ £ (0, a. Fácilmonte se observa que a, es ln 
únlea raíz de la ecuación 

Inpsena,+ 4,0084 ¿=0, 0 tga,=—— 


en el intervalo (0, 11). 
Hagamos ay =:x1—fp, entonces 


1—bB 
tg B,= sd 


np 


ni 

de donde 0 < fi, < sm , es decir, Pp = ATA, donde 0 < 9,<1. Do la ecun- 

ción para (f), se deduce que lim In p tg P, = 1; por ello, lim la p PB, = 
Pozo 

es decir, lim 9, = 1. Por consíguiento, para cualquier 8 >> so so tiono 20, 


p>00 
>2—e si p es suficientemente grande. Obsérvese también que 
1 


14 57m mb, 
CTO TOS 


Por ln tanto, 
epa y +» (2)= pp (1—Bp)= 


[-x, 
[rl 


q? AA 1 
PB [3 ANIOS .] ll 
n2 2n20, 
(In pj? (In Mi E ] A 
3,2 2 (20, —1) 


ad mp ES 


<pInp [1 e e ni n3 (1 —e) 


2 p '2(Inf2 2 (np) 
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ara todos tos valores de p suficientemente grandes, Por consiguiente, 
Í p , ap =p (1—eg) 
In [peña y <pln e ' 2 lnp 2(Inp)y ? 


o sed, 
1 0 A ep _ Ep (1 —ep) dB 
Pp] o ds da E TINTE ii 


donde ep == 2e, z E ga y p es suficientemente grande. 

Supongamos wura que s = pet € £g siendo A =p cosa << —0; enloncos 
pjsna|<óy —3= pee E gy. Enpleemos la fórmula (4.1:14) de ésta 
se deduco que 


i 1 
3) ——_—___— 
| P (pet) | 


o hieu, sustituyendo ln 


1 i 1 
=)ln —-F1n p+1n | sen (ape) ]— la —— 
R | P(pertezm, 


IET por la fórmula: (4.3:0): 
iS 
| E (peo) ] 
Del análisis efectuado anterjormente queda claro que 
min p.(a)=—p(inp—1), ostra, —Gpla- 2). p (In p—4). 
[—x1, 11] 


l =|n —+> la p-21n | sen (pe) |— q, (a + 1) — C(petieidy y 4. 


Observando también que en ol caso dado 


[sen (pe) |. ch (1p | senx |) <¿ch 70, 
ob tu nomos: 


1 1 E 
A In p+C2 (0) 


pura zE gg y todos los vulores pz] suliciontomente grandes. En otras 
pulabras, en la semifranja gy es válida la cota: 


1 p ye 
rata RO Vel. 

De aquí se deduce que la acotación (4.3:6) es aplicablo también en el recinto ga, 

es decir, so puedo aplicar la desigualdad (4.3:8) en todos los puntos del plane 

sin restricción ulguna, si |z/]|=09 es suficientemente grande. 


Volvamos a examinar la fórmula (4.3:3). Sea e un número positi- 
vo menor que y; designemos con D, el recinto |argz | <x — e: 
en esto recinto 


29 


A (E) dl a 
lim Vi =0). 4.3:7) 
a í) (24- 1)3 pe És 

lín efecto, para Á > 0 arbitrariamente grande se puede indicar 
un /? (A, e) tal que el punto z perteneciente a D, y situado fuera 
del círculo |2| < R (A, €) estará también situado fuera de la 
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semifranja ga (esto es consecuencia inmediata de que la parte ga 
situada en D, representa un conjunto acotado). De aquí se deduce. 
según lo anterior, que 


Ñ y (1) dl | O 
] + = 3 ' 


si 2€D¿ y |z2 | >RÍ(A, e); por consiguiente, la relación (4.3:7) 
os cierta. 


da 


Finalmente, calculemos la constante j 


= (Cp. Con esle 


0 
fin, obsérvese que según la fórmula (4.1:11) 


1 _ ZSONAZ 
EC (2 PZA a ' 


de donda, para z - iy, resulta: 


t _y Sh ny 
TaunTi=in T 


Pero Y (— iy) = Y (iy) (debido a que T (z) toma valores renles 
para valores reales de z, como esto se deduce, por ejemplo, de la 
fórmula (4.1:9")); por osta razón, la relación oblenida se escribe así: 


1 _ yshay 
Tay A 


Haciendo en Ja fórmula (4.3:3) z=iy, y>U,. y separando 
en la misma las partes realos, obtenemos: 


1 1 | y sh ay 
Mirar =zn] E )= 


y 4 
= 145 Iny 4 y + Rel] Co» 
1] 


4% sea 


SY mi 
3 Ln ——_— 


e! e e p (£) dl j 
= —1+-3 In 21 + Re [S a] Sn 
D 


Pasando al límite para y—>0oo y observando «que, según 
lo demostrado anteriormente, 


lim Bo [| 7753) =0. 
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hallamos que 
co=> In 2n— 1. 
Definitivamente, la fórmula (4.3:3) toma la forma 


Ñ q (t) de 
e “+ ty 


rr A e ee, a. e A + - AO rm y , 


a = + 2x.im (2). (4.3:8) 


Esta se llama fórmula de Stirling, y puede escribirse 
on la forma 


pe a | 
)=2 EV 2nexp| 2 [20% 3:8 
T(=z “y exp | z ] ] (4.3:8) 


Como cn todo recinto de la loma D, la integral que figura entre 
corchetes tiende a cero, se tiene: 
lim A í. zED., 


1 
Z>0 2 


. 2 Y 21-07? 
o bien, empleando la notación de la igualdad esintótica: 


1 
Da —V2az “ez, ZED,. (4.3:3”) 


Ordinariamente, cuando se habla de la fórmula de Slirling, se 
supone que se trata precisamento de esta última fórinula. Su impo»- 
lancia consiste en que ella proporciona una expresión asintótica 
do T' (2) mediante una combinación finita de funciones elementales. 
En particular, para 2 = n + 1 (x es natural) resulta £ (n + 1) = n! 
y, por consiguiente, 

1 


ES n+5 
n—V2nin+d) Fent, 
1 
n +5 1 ya 1 


n+ ; cias E 
erí  *, obtenemos la expresión asintótica para el factorial 


ni Y 2nn (5) l (4.3:87) 


AS 
9 ]|mo 


de donde, observando que (» 44) * 


$ 5. FUNCIONES PJIRIODICAS 


5.1. Las funcionos periódicas florman una clase especial muy 
amplia de funciones meromorías. Se dice que una función meromoría 
f(z) es periódica si existe un número (w, distinto de cero, 
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tal que 
f (2-1 0) =/(2) (5.1:1) 


para cualquier 2 (cn particular, si la función tieno un polo en el 
punto z, entonces tiene que tener también un polo en el punto 
z + 0). El número w que posee la propiedad (5.1:1), se llama pe - 
riodo de la función f (z). 

Sustituyendo z por z— w, de la fórmula (5.1:1) obtenemos: 


(2) =/(¿—0) 


para cualquier z. Así, pues, si v es un período de la función f (2), 
entonces —«w también es un período de esta función. 

Sean w, y 02 dos períodos de la función f (z) (iguales o distintos 
entre si). Entonces tendremos: 


Í(2+01--02) =f (24 01) =f (2), 


de doude se deduce que wm, + 0, lLambién es un período do la lun- 
ción f (2). Ln particular, si 0, = — y, se tiene que considerar que 0 
también es un período de la función f (2). Por inducción obtenemos 
que la suma 0; 1- ... + 0, de cualquicr número de períodos de la 
Junción f (2) también es un periodo de esta función. De «aquí se 
deduce que oO +... +0=R0 Y —0... -0= —ho lam- 
bién son períodos de la función f (z). En otras palabras, si vw es un 
periodo de f (2), entonces cualquier entero múltiplo de () también 
es un período de f (z). El resultado general que sintetiza lodas estas 
observaciones particulares consiste en lo siguiente: Si 01, ..., 0, 
sor pertudos de la función f (2) y My, ..., My Son Unos nameros 
enteros, entonces m0, +... + M0, también es un periodo de 
Í (2). 

Demostremos que si f(z) =* const, entonces, el conjuntu de 
todos los números complejos que son periodos de f (z) no puere 
tener ningún punto de acumulación finito. Suponiendo lo contrario. 
sea (4, un punto de acumulación del conjunto de períodos. Esto 
significa que existe una succsión de períodos (uo, ), distintus entre 
sí, que converge hacia wo, por lo cual tendremos: 


1(0)=1(0)=/(0)=...=/(0)=+... 


es decir, f (2) toma valores iguales entre sí en un conjunto de puntos 
que tiene un punto de acumulación finito wo, lo cual es imposible 
si f (2) ss const. 

Supongamos ahora que 0” e 0 es algún período de una función 
f (z) ss const. [íntonces, también serán períodos todos los números 
de la forma mu' (m =0, +4, +2, .. .), los cuales están situados 
en una recta £L que pasa por el origon de coordenadas y por el punto wm” 
(Sig. 40). En virtud de todo lo expuesto, el segmento [—w”, w') 
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de esta cecta contiene solamente una cantidad finita de períodos 
de la función /,(z). Por lo tanto, tiene que haber en éste unos períodos 
0 Y —0,, distintos de cero, que están más próximos al origon de 
courdenadas que los demás, los cuales, en particular, pueden coin- 
cidir con w' y —o'. Así, pues, en recta L tenemos un segmento 
|—ou,, 01), dentro del cual no existe ningún período de f (z) distinto 
de ccro. Demostremos que cualquier período de la función f(z) 
situado en esta misma recta es de la forma 20,4, donde n es un núme- 
to entero. Supongamos lo contrario, y sea Q un período que se repre- 
senta por un punto de la recta considerada y que está situado entro 


FIG. 40. 


los puntos rw, y (1 + 1) oy. Entonces OZ |Q —nwo, |< | 0, |, 
es decir, 2 — now, es un período de la función f (2) que se representa 
por un punto interior del segmento [—w,, 04) y es distinto de cero. 
Ha resultado una contradicción con la propiedad del último segmen- 
to, de donde se deduce que € = no). 

Si todos los puntos de la función f (2) se agotan con los números 
no. entonces f (z) se Jlama «nonoperiódica»o «simlpe- 
mente periódica» y el número w, (o también —w1), que 
posee la propiedad de que cualquier período de la función se expresa 
en forma de un entero múltiplo del mismo, se llama período 
fundamental *) de esta función. 

La función exponencial e” puede servir de ejemplo elemental de 
función monoperiódica. Su período fundamental es 2x1i (o —2xi). 

Supongamos ahora quo f (2) posee períodos que no están situados 
en la recta L. Sea 0; uno de ellos. Fxaminemos el triángulo D” 
con los vértices 0, uy, y wa (fig. 41). Ya sabemos que el segmento 
lO, w,) no contiene otros períodos más que sus extremos ( y 0;. 
Si en el triángulo D” (en el interior o en sus lados) existen períodos 


*) También se Nami periodo primitivo. (Nota del T) 
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distintos de los vértices de D”, entonces éstos no pertenecen al seg- 
mento [O, w,¡1 y hay solamente una cantidad finita de ellos. Por 
consiguiente, entre los mencionados habrá al menos un punto «» 
cuya distancia hasta la recta será minima. De aquí se doduce que 
el triángulo D con los vértices 0, w0y4 y wz ya no contiene ningún 
periodo distinto de sus vértices: O, w, y wa. Si lo completamos hasta 
un paralelogramo Á con Jos vértices Ó, 04, (4 + 02 y 02, enloneos 
en este paralelogramo tampoco habrá ningún período distinto de 
los vértices del paralelogramo. En efecto, suponiendo que «w es 
un período situado on Á (dentro o en los lados) y distinto de 0, w,, 
vi + 02 Y 02, construimos un paralelogramo con Jos vértices ,. 


FIG. 41, 


. 02 y 04 + 02 —60. Ll segmento lo,, ws) es una de sus diago- 
nales y, por consiguiente, uno de sus vértices (m, 1 -l- ws — 6 (cada 
uno de éstos es un periodo) enerá en uno y otro en el otro de los dos 
triángulos en que esta diagonn] divide A. Ha resultado que en el 
triángulo D hay un período (w 0 01, + we — au) distinto de los vér- 
ticos de este triángulo, lo cual contradice a la constricción de PD, 

Así, pues, en el caso estudiado cxiste un paralelogramo que 
contiene períodos solamente en los vértices: O, 1, 03 y (01 + (09. 
Demostremos que en este caso cualquier período de la función f (2) 
puede expresarse en la forma m0, + Maz, donde m, y me son 
números enteros. Con este fin, dividamos todo ql plano en parale- 
logramos congruentes a Á que no tengan puntos interiores comunes 
dos a dos y que no dejen sin cubrir ningún punto del plano (re tf - 
culo de paralelogramos). Cada uno de los paralelogra- 
mos construidós A,,,,, tendrá vérticos de Ja forma m0, + m202 
(«el ángulo inferior de la izquierda» del paralelogramo Á,,,,,,), 
(M1 + D 01 + Mmz02. Mo +] (m4 1)0s y (m+tio > 
+ (ma + 1) w2 («ol ángulo superior de la derecha» del paralelogra- 
221234 
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mo Am,m.); además, cada punto de la forma 4,01 + 1202 (My Y Me 
son números enteros) será un vértice común de cuatro paralelogra- 
mos del retículo. Si se supone que existo un período (2 distinto de 
cada uno de Jos vértices del retículo, entonces tiene que haber un 
paralelogramo A»,,ms al cual pertenece Q (fig. 42). Como Q no coin- 
cide con ninguno de los vértices del paralelogramo Animo. resulta 


e 
e 


y 


L mty * Mw! 


FIG. 42 


que € — (1,01 -E m209) es un período de la función f (z) que per- 
tenece al paralelogramo Á y es distinto de sus vértices, De la con- 
tradicción vbtenida se deduce que 4 coincido con uno do los vértices 
del retículo de paralologramos: 


Q= MIDA de MoaDo. 


Por lo tanto, en el caso considerado existen dos períodos tales, 
quo cualquice período de la función f (2) so expresa en forma de una 
combinación lineal entera de estos dos períodos w, y (Wa. La función 


$ 5 FUNCIONES VTERIODICAS 339 


meromoría correspondiente f (z) se llama doblemente po- 
riódica o eclíptica, los períodos wm, y 02 se llaman pe- 
ríodos fundamentales y el paralelogramo construido 
A se llama paralelogramo fundamental de pe- 
ríodos. 

Fácilmente se obscerva que para una misma función doblemente 
periódica existe un conjunto infinito de pares de períodos funda- 
mentales distintos entre sí, lo cual corresponde a un conjunto in- 
finito de paralelogramos fundamentoles distintos entre sí. 

En efecto, supongamos que w” y w” son dos períodos de la forma 


Y” =M 0, + M,09, 0” =M 01 +M,02, 


y que la expresión Mmm, — mim, €s igual a +1. 
" Entonces, de estas igualdades tendremos: 


>< (mo —mo0”), m=>(—mo'+ mo”), 


y, por consiguiente, cualquier período Q = m,0, + m2z02 puede 
expresarse en forma de una combinación lineal de los períodos «' 
y a” de coeficientes enteros: 


2 == (mm, —mon,) 0" +(— mm, + mam.) 01]. 


Por lo tanto. «w' y w” también representan un par de períodos 
fundamentales de la función f (z). Está claro que existe un conjunto 
infinito de tales pares, puesto que existe un conjunto infinito de 
cuaternas de números enteros que satisfacen a la condición mm; — 
— mim, = +1. 

In este apartado nos hemos convencido que las funciones pertó- 
dicas meromorfas pueden ser o simple periódicas o doblemente perió- 
dicas (elípticas); otras clases más de funciones periódicas meromorfas 
no existen. 

9.2. Expongamos unas cuantas proposiciones que son válidas 
para cualquier función periódica meromoría (simplemente o doble- 
monte periódica). 

Sca w > 0 un período de la función f (z); a saber, el período 
fundamental si f (2) es simplemente periódica, o uno de Jos períodos 
fundamentales si f (2) es doblemente periódica. 


Haciendo la sustitución de la variable = Es resulta una 


función meromoría F' (¿) = ai £) de periodo 25. Por lo tanto, 


mediante una simple transformación, que se reduce a una rotación 
y una dilatación del plano 2 respecto del origen de coordenadas, 
el caso de una función de período arbitrario « se reduce al caso de 
una función de período 27. 


2256 
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Consideremos la función multiforme 6=35 Ln £, definida en 


ol recinto G que se obtiene del plano £ al excluir los puntos £ = 0 
y l= 00. En cada punto tE G esta función posce un conjunto infi- 
nito numerable de valores que difieron dog a dos en enteros múlti- 


plos de 21. le aquí que 7 (+ Ln 1) es una función uniforme de £, 
definida en el recinto GC. Hagamos 


P (+ Ln 1) =F*(1) (5.2:1) 


y cerciorémonos de que F* (£) es analítica en todo cl recinto (, a 
excepción de algunos puntos, correspondientes a los polos de la 
función F (£), en Jos cuales F* (£) Lambién tiene polos y, además, 
del mismo orden que PF (í). 


, to, 
Sea £) uno de los valores de En £o. Jin un entorno E del punto 


E . Me 1 . . e 
t,, contenido en el recinto €, la función 7 kn t lieneuna rama uni- 


forme y analítica q (1) que se caracteriza completamente por el 
valor Za que toma cn el punto £,. lista rama transforma U biunivo- 
camente en cierto recinto (q (U) del plano € que contiene en su 
interior ad punlo £,. Si el punto ¿y es regular para F ($), entonces 
el entorno U se puede tomar tan pequeño que todos Jos puntos del 
entorno Qu (0) (el cual se contrae hacia £p cuando U se contrae 
hacia £,) sean tembién regulares para F (£). Obtendremos que 
F* (0) = Flga (t)] sorá analítica en Y, como [unción analítica do 
una función analítica. Si E, es un polo de la función FP (2). el entor- 
no E se puede Lomar tan pequeño que el punto £, sea el único polo 
de Ff (%) en el recinto qu (17). Por consiguiento, F* (1) = £ [qa (e)] 
será una función uniforme y analítica en Lodos los puntos del entor- 
no Y, a excepción de l = tp. Poro lim £% (£) <= lim £' (€) = oo; 


tota — 
por lo tanto, €, es un polo de la función F* (2). No queda más que 
observar que si £q es un polo de orden 4 para F (£). de modo que 
lim (£ — Ey)* F (E) = 4 (20, 00), entonces 


; ko A PIAR IRA 650 147 — 
lim (¿92 ()= lim [E PO: e) 


a h 
=1im [Gto F (2): [LEE] 431 ()1* (540, 00) 
Io ty 0 
, 1 4 
De aquí se deduce que el punto £y es un polo de la [unción F* (() 


del mismo orden k. Por lo tanto, hemos demostrado que F*? (1) 
es una fuorión meromoría on el recinto G. 


4 


t=kt 
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La fórmula (5.2:1) pone en correspondencia a cada función F' (¿) 
que es meromorfa en el plano y posee período 271, una función F* (1) 
meromoría en el recinto G. 

Reociprocamente, dada arbitrariamente una función D* (£), mero- 
moría en el recinto G, podemos ponerle en correspondencia medianto 
la transformación 1 = et (recíproca respecto de la lransformación 


L = 2 Ln £) la función UD (2) = D* (eb), la cual es meromorfa 


en el plano ¿ y posee el periodo 2x. 

A cada franja y limitada por rectas paralelas al eje imaginario 
y de anchura 27, la llamaremos franja de períodos de 
la función F (£). Como se sabe. la función ¿ = e transforma biuní- 
voca y conformemente tal franja en el recinto T del plano £ que se 
ubliene del plano excluyendo de éste un rayo rectilíneo A que une 
los puntos Ú y oo (véase cl ap. 3.5, cap. II). Este rayo es la imagen 
de cada una de las dos rectas que limitan la franja. 

Adjuntando al recinto Y el rayo A, resulta todo el recinto €. 
De aquí se deduce que los valores que toma la función F* (2) en 
el recinto G coinciden con los valores que toma la función F (£) en 
cualquiera de las franjas de períodos g, a la cual hay que adjuntar 
además una de Jas reclas £ que la limitan. ln particular, el conjunto 
de polos de la función F? (£) coincidirá con el conjunto de las imá- 
genes de los pulos de la función F' (£) que pertenecen solamente a una 
de las franjas de períodos g (a la cual se la han adjuntado los puntos 
do la recta £). Por lo tanto, F* (£) tendrá en todo el recinto G un 
conjunto finito 0 infinito de polos, según que sea [inito o infinito 
el conjunto de polos de F (£) en la franja gUl!. 

Supongamos que 4 (2) ticne vna cantidad finita de polos en cada 
franja gUZl Entonces F* (£) Cienc una cantidad finita de polos 
en el recinto G y, por consiguiente, (O y oo no serán puntos de acumu- 
lación de polos para F* (£). Por ello, éstos pueden ser solamente 
puntos regulares o singulares aislados de la función P* (£). De Ja 
relación £ = el se deduce que |t | =e1, es decir, € tiende a 0 
cuando n tiende a oo (el extremo superior de la franja 
de SORDO LO: y t tiende acocuando y tiende a—oo (el extremo infe- 
rior de la franja de períodos). Por consiguiente, para averiguar el 
carácter del punto O (a 00) para la función P* (f), es suficiente esbu- 
diar el comportamiento de la función F (€) cuando el punto £, man- 
teniéndose en una de las franjas de períodos, tiende a su extremo 
superior (respectivamente, a su extremo inferior). 

Son posibles los casos siguientes: 

a) F (£) se mantiene acotada en vaJor absoluto cuando £ tiende 
al extremo superior (inferior) de la franja. Enionces F* (2) queda 
acolada en valor absoluto cuando £ tiende a O (respectivamente a 00), 
y, por consigniente, el punto ¿ =Ú (o 00) es regular para F* (7, 
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de modo que F* (t) es desarrollable en seric F* (t) = y Cat? en 


o) 
un entorno (t | < r del punto 0 (respectivamente, F* (1) = > pt" 
Ú 


en un entorno | £ | :> AE del punto oo). Por lo tanto, F' (2) es desa- 
a 1 
rrollable en serie ) a, et on el semiplano y >> In + (respectiva- 


0 
om 


mente, en serie y PBajeRó on el semiplano n <: In 7) 


0 
1) F (€) tiende a oo cuando ¿£ tiende a) extremo superior (inferion 
de la franja. Entonces F* (t) también tiende a oo cuando i£-—»( 
(1 —- 00), y, por consiguiente, el punto : =Ú (í = 00) es un polo 
para F* (£), de modo que F* (t) es desarrollable en serie * (t) = 


= ea * en un entorno |t|<<r dol punto O (respectivamente 
—N 


F* (1) = y Brie * en un entorno [2 | > R del punto co). Por ello, 
(0) 
F' (£) es desarrollable on serie Y ajeRt on el semiplano yn 


— 5 
00 


(respectivamente, en serie y B -re7** cn el semiplano n<ln + 
—m 

ec) F (£) no tiendo hacia un límite finito o infinito cuando Y 

tiende al extremo superior (inferior) de la franja. Entonces /1* (t) 

tampoco tiende hacia un límite finito o infinito cuando t > U (i —> 00) 

y, pur consiguiente, el punto ¿ = 0 (o t = 00) es un punto singular 

esencial para F* (1), de modo que £* (t) es desarrollable en serie 


F* (1) = 2 aat* en un entorno |t | << r del punto O (cespectiva- 


uo 
mente, F* (t) = 2 Pat* en un entorno | t | >> AE del punto oo). 


«-09 

Por elo, F (£) es desarrollable en serje ); ajeitt en el semiplano 
00 

y => ln - (respectivamente, en serie Y f_pe"tk en el semiplano 


—oo 


1 < In). 
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Supongamos que F (£) es una función entera periódica. Enton- 
ces la función correspondiente FF* (£) caroce de puntos singulares 
en el recinto G y, por consiguiente, es dosarrollable en esta recinto 
en serie de Laurent: 


F* (1) = S att. (5.2:2) 


Volviendo a la función F'(£) mediante la sustitución £=elt, 
obtenemos para esta función el desarrollo 


F()= Y arek, (5.2:3) 
—wm 


La serie de Laurent (5.2:2) es uniformemente convergente en 
cada anillo circular 0<rX [|t|<R < oo. Como |t|= | et | = 
= e, y al anillo circular le corresponde en el plano í la franja 
lhlré—ya<iIZR o ln - mn > in Fr limitada por rectas para- 
lelas al eje real, la serie (5.2:3) es uniformemente convergente en 
tal franja. Tomando r suficientemente pequeño y R suficientemente 
grande, se puedo obtener una franja arbitrariamente ancha que 
contenga cualquier franja prefijada con los lados paralclos al eje 
real. 

Deaquísse deduce que la seric (5.2:3) es uniformemente conver- 
gente en todo el eje real y, on particular, en su segmento 6: — x <í 
<E<oxa, yn =0. Multiplicando la serie (5.2:3) por e-"ti e inte- 
grando a lo largo de este segmento, hallamos que 


+0 
[Fent = Yi an | eat de, 
3 o 4 


Aquí 
Tr A 
¡ F (0) e" di= | PEetdE y pee di= [ eli—ajl dE, 
6 —f 


ax 
Evidentemente, las últimas integrales se anulan si kn, y son 
iguales a 2x1 si k=n. Por consiguiento, 
T 
¡ F (E) e! di = 214, 
— Y 


de donde 
T 
1 2 e 
an=37 ¡ PEerido (n=0,+4,+2,...). (5.2:4) 
—x 
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Sustituyendo e*% por cos AZ ¿sen AZ, podemos escribir la «crio 
(5.2:3) en la forma 


a de] 
PF) =0%. + Y) [0 a.,) cos hi ¿(a —ap) senktl, 
1 


donde 
LT 
3 "¿0 1 
e TE ( 1 (3 d=>3 da 
E 
sn —hEi o. ¿REL 72 
Un | Ap = Es | F (3) AGA -— | F (E) cos kEdE= 41, 
E a 
1 10 pREi ¿hi 4 17 
¡(ar — 0-4) == ¡ CA —— É=+ | F (E) sen hEdE— hy 


—x —x 
(k=1.2,...). 


Por lo tanto, hernos obtenido para £ (<) el desarrollo ca serie 
de Fourier 


A 


F)- 2" SN (ay cos Kb, sen ht) (5.2:5) 
1 


econ los coeficientes 


y 1 - 4 

a e | F (E) cos kédE, hy — | [ (E) sen ké dé (5.2:65) 
1 e: 

A IE A A 

Del método de oblención de la serie (5.2:5) se deduce que ésta 
es uniformemente convergente en cada franja limitada por rectas 
paralelas al eje real, 

Si £ (£). cuando £ Liende hacia cada uno de los extremos de la 
franja de períodos, se mantiene acotada o tiende al infinito, entonces 
F* (() tiene en el punto correspondiente ¿ =0 0 £ = co un pnenbo 
regular o un polo. Por ello, la seric de Laurent (5.2:2) sólo puede 
contener cn este caso una cantidad finita de lérminos con cocficien- 
les no nulos y, por consiguiente, * (£) os una función racional de 
de la forma especial 

mn 
Jr* (2) = DA at" 
—m 
(el coeficiente %,, 0 % -m puede ser igual a cero). De aquí so deduce 
que si la función entera F (€) tiende a un limite finito o infinito en 
enda uno de los extremos de la franja de periudos, entonces necesaria- 
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mente es de la forma 


mi 


m 
PO= 2 met = > + Y (ay uos tb, sen Az), (5.2:7) 
í 


-- m 
donde 
q —n 1 +n 
=> ' P(EG)cosktidz y Ll ==> | F" (€) sen ki dé, 
e -—J1 


es decir, es un polinomio trigorométrico. 

Fácilmente se observa que es cierta lambién la proposición 
recíproca: ¿ndo polinomio trigonométrico de la forma (5.2:7) es una 
función entera de periodo 2n que tiene limite finito o infinito en cual- 
quier extremo de la franja de periados. 

Resumiendo, la propiedad indicada es una propiedad caracterís- 
tica que distingue a los polinomios trigonométricos entre lLodas 
las funciones peciódicas enleras. 

Señalemos obra propiedad característica de los polinomios tri- 
fonomáétricos: 

lína función entera F (€) sé const de periodo 2n es de tipo expo- 
nencial cuando, y sólo cuando, ésla es un pc 2inmio trigonomélrico. 
En este caso, su orden es igual a 1 y el tipo coincide con el orden m del 
polinomio” trigonoméltrico. 

En efecto. si F (£) es un polinomio lrigonométrico (5.2:7) de 
grado m (al menos uno de los coeficientes x%,, 0 %-,, es distinto de 
cero), entonces el orden de su crecimiento es igual a 1 y el tipo es 
igual a m, puesto que para valores suficientemente grandes de | y ] 
se cumple la desigualdad | F (2) |] <elmirriól (e > 0) y, por otra 
parte, existen valores de £, arbitrariamente grandes en valor ahso- 
luto, para los cuales | (£,) |] >> erm-0 sn 1, 

Reciprocamente, sea F (2) una función enlera de tipo exponen- 
cial y de poríodo 21. Entonces F (2) satisface a una desigualdad 
de la forma 

[PEER para [E >R, 


y, por consiguiente. en los seginentos de las rectas n -+in2 
comprendidos en la franja de periodos —1< E<ax salisface a la 
desigualdad 


[PE im) |< expIC|E+iIn |] + exp [Cia R tieal]) E 
<< UXP [c In A (1+17) |] e xp [(C + €) In R)]- 


REE para Hi> Re). 
Al hacer la Lransformación £-= ete, a los segmentos indicados 


. . . 1 
de rectas les corresponden en el recinto G las circunferencias | £ | = ET 


346 GAP. VIT. FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFPFAS 


y | t | = 22. Por ollo, en Ja primera de éstas se cumplo la desigualdad 
A E 
| fr* (£) XX me ¡ (0.2:9) 

y, en la segunda, la desigualdad 
e (|< peor. (5.2:9) 
Para valores suficientemente grandos do R (A > R (e)) puede 
usarse una y otra desigualdad. Por consiguiente, la primera es 
válida para todas las circunferencias | ¿| = p de radio sufrciento- 

1 1 ; . 
mente pequeño (o =y < ON mientras que la segunda, para 
todas las circunferencias | £ | =p de radio suficientemente grande 
p=R >R (es) 

lBasándoso en la desigualdad (5.2:8), demostremos que en el 
desarrollo de Laurent de la función F'* (t) son iguales a cero todos 
los cocitcientes de las polencias negativas de £ cuyos subíndices 


son mayores que [C1 en valor absoluto. 
En efecto, para a _, se tiene la fórmula 


EM | mel o [ro 


[aa] = Zi —hi+) 
12) 


y para todos los valores suficientemente pequeños de p, en virtud 
de (3.2:8), se tione: 
EME 


a pere 


== pr (C+e; Ñ 


De aquí que, si fp tiende a cero, resulta a2_,¿—U para k>C -8, 
o bien, cotno e es arbitrariamente pequeño 
a.=08U0 si k>]1C). 

¿xactamente igual, basándose en la desigualdad (5.2:9), sí el 
radio de lu circunferencia | t |=p tiende aco, hallamos que también 
son iguales a coro todos los coeficientes de las poleucias positivas 
de 2 cuyos subíndicos son mayores que [€]: 

aj =0 si %k>>[C]. 
De aquí se deduce que 


ra 
p* (4) == yl 1 
[€] 
y 
£C] [C] 
ha] 2; 4 
P)= 2 aye => + Y) (a, cos k£ + by sen ki), 
(€) 1 


es decir, F (£) es un polinomio trigonométrico. 
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5.3. Una vez estudiadas las funciones periódicas, demostremos 
que toda función meromoría periódica F (€) de período 2x1, puede 
expresarse en forma de un cociente de dos funciones enteras perió- 
dicas del mismo período 211. Claro, este hecho no se desprende de 
la definición de función meromoría, ya que por el mero hecho de 
ser una función periódica el cociente de dos funciones enteras no 
se puede sacar la conclusión de que cada una de estas funciones 


io , s 2 sen Zz 
enteras cs periódica (por ejemplo, sen z = 


z sen z, no son periódicas). 

No obstante, consideremos la función F* (t) que corresponde 
a la función F (z). Ya se demostró anteriormente que ésta es maoro- 
morfa on el recinto G, en el sentido de que no puede tener aquí otros 
puntos singulares más que polos. Por consiguiente, es también 
meromoría on este recinto en el sentido de que F* (t) se expresa 
en forma de un cociente de dos funciones que son analíticas en el 
recinto G (ap. 3,4): 


, donde z, así como 


D* (1) 
P* (1) = "0 , 
Por lo tanto, para F (%) obtenemos la expresión 


apar De (4) 1) | 
F()=*" (e ty = 0" 


donde 
D(5)=0" (e) y Y) Y" (e) 


son, evidentemente, dos funciones periódicas enteras de periodo 21. 

El aserto en cuestión queda demostrado. 

Ha resultado que cualquier función meromorfja de periodo La. se 
expresa en forma de un cociente de dos funciones enteras del mismo 
período. Pero, como ya se vio anteriormente, toda función entera 
(periódica) puede expresarse por una serie de Fourier, convergente 
en todos los puntos. De aquí que, toda función periódica meromorfa 
F (() se expresa en forma de un cociente de dos series de Fourier, con- 
vergentes en todos los puntos: 


+ Y, (a cos kE + ba son k;) 
FE) = : 


co 


A 
ZW + > (Ar cos ki + Bysen k£) 
1 


Resulta un caso particular importantísimo cuando F (f) posee 
una cantidad finita de polos en cada franja de período y, además, 
tiende a un limite finito o infinito en cada uno de los extremos de 
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la franja de períodos. lntonces la función correspondiente F* (1) 
posee solamente una cantidad finita de polos en el recinto € y, ude- 
más, los puntos O y co son para ésta puntos regulares o polos. De 
aquí se deduce que F* (£) no posee otras singularidades en el plano 
ampliado ¿ más que polos, por lo cual es una función racional de £. 
Por consiguiente. F* (1) es de Ja forma 
P* (c) == HNoH At... Amt" 
BEBE... +B, tn” 


de donde 
E 
F() = A +.. FAm” S 
vB, et. PB ent 


En resumen, en las hipótesis mencionadas £' (E) es una función 
trigonométrica de £. Es obvio que cualquier función trigonomélsica 
satisface a estas condiciones. Por lo tanto, la clase de las funciones 
trigonométricas puede definirse como la clase de aquellas funciones 
meromorfas de periodo 2n que poseen solamente una cantidad finita 
de polos en cada franja de periodos y tiende a unos límites determinn- 
dos en cada extremo de dicha franja. 

Podo lo expuesto se extiende a las funciones de período arbi- 
trario w mediante la transformación z -= 5 S0f=- = z. Jin par- 
ticular, para una función entera periódica f (2) obtenemos el desa- 
rrollo 


Í (2) = 2» (2, cos ke a 3-+ bpsenk 7) á 
1 


y para una función meromorfa, el desarrollo de la forma 


a 
4 


do a] A 21 Ñ y se 
3 +) (a, cos 4 =— 2 + bg son k—_— 2) 
1 


j (2) = 
2) JE 
Le +3 (Arcos k 44 Dg send LE 2) 


$ 6. FUNCIONES ELIPTICAS Y FUNCIONES LIGADAS CON ELLAS. 
THETA-FUNCIONES 


6.1. Ocupémonos del estudio de las funciones doblemente perió- 
dicas (elíplicas). Se establecerán aquí algunas propiedades gene- 
rales de Jas funciones elípticas antes de exponer ejemplos concretos 
de las mismas. Sea f (2) una función meromoría doblemente perió- 
dica; sus períodos fundamentales los designaremos con Zu, y 203, 
conservando la notación 2w> para la suma 20, + 203. la cual 
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representa el vértice del paralelogramo fundamental de períodos A 
que es opuesto al origen de coordenadas. Jin virtud de las propiceda- 
des de los períodos establecidas en cl ap. 5.2, los vectores 20m, y 
20, no están situados en una recta. Distribuiremos las notaciones 
20, y 2w3 entre los dos períodos fundamentales de tal modo que 
el recorrido del contorno del paralelogramo de períodos, correspon- 
diente al orden de los vértices U, 20,, 202, 205, se efectúe en sentido 
contrario al del movimiento de las agujas del reloj (la parte interior 
dol paralelogramo queda a la izquierda del observador que hace 
el recorrido). Es fácil comprobar que esto ocurre cuando, y sólo 


cuando, cl númoro complejo e posee una parte imaginaria posi- 
tiva: im (52) > (. 
20, 

Diremos que dos puntos distintos del plano z, 2” y 2", son con - 
gruontes (respecto de los poríodos 201 y 203) si, y sólo si, 
zz —2* es cierto período: 72 — 2 = 2m,01 | 2m203. ls evidento 
que el paralelogramo de períodos no contione ningún par de puntos 
congruentes, mientras que los puntos que están situados en sus lados 
y sun distintos de Jos vértices se dividen on pares de puntos con- 
gruentes entre sí, y Jos vértices del paralclogramo representan una 
cuaterna de puntos congruentes entre sí. 

Convengamos en adjnnlar a continuación a cada paralelogramo 
Ami. me con los vértices 2,01 + 2M303, (2m, + 1) 01, + 2Ma0», 
(2m, ] 1) 0, + (22 + 1) oa, 210, + (27 + 1) 04 su extremo 
inferior de la izquierda 2m,01 + 2mo2wm9 y los puntos de los lados 
inferior e izquierdo, excluyendo de éstos sus extremos (2m, | 1) wm, |: 
-- 2m03 y 2m,01 ++ (2 m + 1) w3. Debido a esto, queda adjun- 
tado al paralclogramo solamente un punto de cada par o cuaterna 
de puntos del contorno congruentes entre sí. Yl paralelogramo de 
períodos completado con estos puntos, el cual, igual que antecior- 
mente, Jo representaremos por Ajx,, ma. posee las siguientes propicda- 
des evidentes: 

a) dos puntos cualesquicra distintos del paralelogramo Ar, 79 NO 
son congruentes entre sí; 

b) parta cada punto z” del plano, en el paralelogrramoóo Am;, me 
siempre hay un punto z, y sólo uno, que es congruente con z/. 

Obsérvese que si f (2) y «q. (2) son dos funciones elíplicas con unos 
mismos períodos 2w, y 203, enlonces su suma, resta, producto y 
cociente (se forma este último solamente cuando el divisor no es 
idénticamente nulo) son funciones meromortas con los misimos perio- 
dos, es decir, son funciones elípticas. 

En general, efectuando operaciones racionales con cualquicr 
cantidad de furiciones elípticas f, (2), .. ., f, (2) que tienen unos 
mismos períodos 2w, y 20m. (excluyéndose la división por una función 
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idénticamente nula), regulta una combinación racional de las fun- 


ciones dadas 
Rif (2). -.., fn(2)), 


la cual será una función meromorfa con los períodos 260, y 204, O 
sea, será una función elíptica. 
Consideremos también la derivada de una función elíptica f (2). 
Siendo la derivada de una función meromorfa, ella misma es mero- 
moría. Además, de la igualdad 

J(2+ 2m,0, — 2¿my05) =f (2), 
que se cumple para cualquier z, se dedure que también 

f' (2 4- 2m,0, -|- 2m303) = f' (2) 


para cualesquiera z, es decir, f' (z) posee períodos 2w, y 203. En 
resumen, la derivada de una función elíptica también es una [un- 
ción elfptica. 

6.2. JDlemostrernos los leoremas siguientes que expresan las 
propiedades principalos de las funciones elípticas. 


Teorema 1. Una función elíptica f (2) sé const no puede 
ser entera. 

ln efecto, suponiendo que f (2) es una función entera, hallare- 
mos que en ol paralelogramo cerrado de periodos Á ésta es continua 
y. por consiguiente, está acotada en valor absoluto: 


[HI <C. 


Como en cualquier punto del plano z' la función toma el mismo 
valor que en el punto congruente z, perteneciente al paralelogramo A, 
la desigualdad obtenida tiene que cumplirse en todos los puntos 
de) plano. Por consiguiente, según el teorema de Liouviilo, f (2) = 
== const, lo cual contradice a la hipótesis del teorema. 

De la demostración del teorema 1 se deduce que una [unción 
elíptica f (z) > const tiene por lo menos un polo en el paralelogra- 
mo de periodos. 

lia cantidad total de polos pertenecientes a uno de los paralclo- 
gramos de períodos tiene que ser finito (suponiendo lo contrario, 
hallaríamos en el paralelogramo corrado de períodos un punto de 
acumulación de polos). 

Junto con el paralelogramo Á, consideremos un paralologramo 
D construido sobre otro par de períodos fundamentales: 


20, =m-20, -En-203, 23= p-201 + 9-209, mq —np=1. 


A cada polo bE D le corresponde un polo PE Á congruente con 
él. y sólo uno, y recíprocamente. Además, los órdenes de los polos b 
v f son iguales. En efecto, como f (2) es periódica, su desarrollo 
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de Laurent en un entorno de f se convierte en el desarrollo en un 
entorno de b mediante la sustitución de z — bh por z — f sin que 
se alteren los coeficientes. J)e aquí se deduce que Ja suma de los 
órdenes de todos los polos que pertenecen a un mismo paralelogra- 
mo de períodos no depende de la elección de los periodos fundamen- 
tales. Esta suma (la cantidad de polos situados en un paralclogra- 
mo. teniendo en cuenta sus órdenes), se lama orden de la 
iunción elíptica. 


Teorema 2. La suma de los residuos de una función elíptica 
Í (2). respecto de todos los polos situados en el paralelogramo de periodos, 
es igual a cero. 


Para la demostración, cs suficiente observar que la integral 
de f (z) a lo largo de un circuito que contenga en su interior a todos 


2) ¿007 


20, 
Zy 2p*+20 


FIG. 43. 


los polos pertenecientes a uno de los paraleJogramos de períodos A 
y que no contenga a otros polos, es igual a cero. Si en el contorno P 
del paralelogramo cerrado Á no hay ningún polo de la función f (2), 
entonces este contorno servirá para la integración. Supongamos que 
en TF hay polos de la función f (2). Los que están situados en cl lado 
de la derecha o en el lado superior del paralelogramo no se incluyen 
a A. En particular, no se incluyen a Á los polos que pueden estar 
situados en el vértice inforior de la derecha o en el vértice superior 
de la izquierda del paralelogramo A. Por ello, se puede sustituir el 
circuito T' por el contorno Y” de un paralelogramo A” con los lados 
paralelos c iguales, respectiv amente, a los lados del paralelogramo A, 
de modo que en IT” no haya ningún polo de la función f (2), y en el 
interior de J” estén contenidos todos los polos pertenecientes a A, 
y sólo estos polos (en la fig. 43 los polos están indicados con redon- 
deles). Para esto es suficiente desplazar P' por la diagonal del para- 
lelogramo A cn dirección desde el vértice 20, hacia c) vértice O 
en una magnitud menor que la distancia desde el conjunto de polos, 
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pertenecientes a A, hasta el conjunto de puntos pertenecientes al 
lado de Ja derecha y al lado superior. Los vérlices del circuito de 
integración 1” los denotaremos con Zo, 2o + 205, Zo + 207 y Zp + 20, 
(si M coincido con T, entonces z, = 0). Resulta: 

2y+201 24 -2w2 


27 | [ (6) di == y e j Í (z) d+ >> Í f (2) dz — 
dd ¿0 204-201 
1 21 l-203 1 zo 
tar S Hat | Mode (621 
204202 204209 


J)emostremos que la suna de Ja primera y tercera integrales 
del segundo miembro, así como la suma de la segunda y cuarla 
integrales, es igual a cero. 

ln efecto, si la ecuación del lado que une los vértices z, y 
Zo + 24 es 

2= 29 -+2o04f, O<tst, 


entorces 
' 20+201 
ETE | f(z) da Í zo |- 2w1t) de. 
30 
La ecuación del lado que une los vértices zo+ 203, Zo-- 2wm8, 
se joa escribir en la forma 
= zp + 203+ (202 — 203) l — 2o + 203 -|- 2004£, Out l 


Y, por a 


245 2m z-+2w2 1 
— 1 2 
A | Ha) do= —% ¡ F(Zo Lo + 201) dt = 
¿ua 21-203 0 


1 
A ¡ Í (2 — 20,1) dt, 
0 
Vemos, pues, que la suma de las dos integrales calculadas es 
igual a cero. Del mismo modo nos convencemos que la suma de las 
dos integrales restantes de] segundo miembro de la igwaldad (6.2:1) 
os igual a cero. Por consiguiente, 


4 ' l 
== y dz=0 
¿vi ] pt2) 
q? 
es decír, la suma de los residuos de la función f (z) respecto de todos 
Jos polos que están situados en el interior de T” os igual a cero, 
como se quería demostrar. 
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Corolario. El orden de una función eliptica f (2) % const 
no es menor que dos. 


En efecto, supongamos que f (z) posee en el paralelogramo de 
períodos un solo polo f y que éste es simple. Entonces. Ja parte 
principal del desarrollo de Laurent de la función f (z) en un entorno 


, 2 , 
del punto $ liene que tener la forma 5, donde B es el residuo 


de la función f (2) respocto del punto f. Según lo demostrado en el 
teorema 2, B = (0, de donde se deduce que f (z), en la realidad, no 
tiene putos en el paralelogramo de períodos y, por consiguiente, 
según el teorema 4, f (z) u= const, 


Teorema 3. La cantidad de A-puntos de una función elíptica 
f (2) < const, pertenecientes al paralelogramo de períodos, no depende 
de A y es igual al orden de la función elíptica (o sea, al menos es igual 


a dos). 


Para A =00 la tesis del teorema so deduce de la definición 
del orden de la función elíptica. Sea A 3 oo; recordemos (ap. 3.5, 


cap. 1V), que la integral zi Ñ OA tomada en sentido positivo 


a lo largo del circuito que contiene en su interior a todos los polos 
y a todos los A-puntos pertenecientes a uno de los paralelogramos 
de períodos, es igual a la diforencia entre el número de polos y A- 
puntos. Por esta razón, es suficiente convencerse de que esta integra) 
es igual a cero. 

Por circuito de integración tomaremos el circuito T” introducido 
en Ja demostración del teorerna 2, exigiendo además que en TI” no 
están situados los polos de la función Í (2), ni tampoco sus A-puntos *). 


La función e (2) = Pe siendo una combinación racional 


de las funciones elípticas f” (2) y f (2), es también elíptica, con los 
mismos períodos 2w, y 2wy. Por ello, se le puede aplicar toda la 
demostración del teorema 2 y, por consiguiente, 
1 2 dnd | q (2) dz =0. 


20D (2) —.1 ¿ni 
+ (> 


Con esto se termina la demostración del teorema 3. 


Teorema 4. La suma de todos los A-puntos de una función 
elíptica f (2) =e const, pertenecientes a un paralelogramo de periodos, 


*3 Si el contorno Y del paralelogramo A no satisface a estas condiciones. 
entoncea lo desplazamos por la diagonal desde 20 hasta ( en una magnitud 
menor que la distancia desde rl conjunto de todos los polos y todos los A -puntos 
de] paralelogramo A (para un 4 fijado) hasta el conjunto de los puntos del lado 
de la derecha y del lado superior de este paralelogramo. 


23-1234 
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es congruente a la suma de todos los polos, pertenecientes también a 
un puralelogramo de periodos. 

Para A = oo la tesis es evidente: supongamos que Á 32 oo. Con- 
sideremos el circuito IN” que se empleó en Ja demostración dol 


Ed dz. Según el ap. 3.5, 


. 1 
teorema 3, y formemos la integral >— | 2 FIA 


21 

¡"> 
cap. IV, esta integral es igual a la diferencia entre la suma de todos 
los A-puntos situados en el interior de 1” y la suma de todos los 
polos situados también en el interior de 1”. Por ello, es suficiente 
demostrar que la integral es igual a algún periodo de la función f (2). 
Representando, para abreviar, los lados del circuito T” por 1, II, 
111 y IV, de modo que sus puntos jniciales y finales sean: zp y 20 + 
-+ 20, para el segmento lI, z, + 20, y zo -)- 202 para el segmento II, 
Zo + 203 y 20 + 202 para el segmento [Il y z, y zo + 203 para 
el segmento TV, respeclivamente, obtendremos: 


Pú) P (2) LU, fo 
e o - dz — 
1 


¿ni 7 f 2) —A ¿ni (3) —A “ f()—A 
1 f (2) 1 O) _ , e 
50) 2794 0] toa E (6.2.2) 
v 


Demostremos que la suma de la primera y tercera inlegrales 
del segundo miembro, así como la suma de la segunda y cuarta 
integrales, reprosentan unos períodos de la función f (z). En efecto, 
el segmento | tiene la ecuación z = zo -+ 20,1, 0<t< 1. Por 
lo tanto 


1 
E 
20) ma a tr ma 

y 


La ecuación del segmento ll se puede expresar en la forma: 
2=2zp9 | 203 + (207 —203) ¿ = 2 -|- 20 -H2wm1t, Uxisxzt, 
de donde 
] í ZA 


ad E MAA 
srl 


l 

E 20m, ed 1" (29 + 2603 — 26011) 

= 5] (02042000 e pm a 1 
8 


t 
= E | (Zo + 26; as a dl. 


¿ai (26 -|- 2011) — 1 
U 
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Por consiguiente, 
1 f' (2) tf y Do. 
j auna ¿e É 


4 
9 : “dz 201 20; 
2 cad — qa ln a 120 — 4) = 
sr ls 20) A _ 203 = 
= 22 Ln A EA Ln 1 = 


= A 2 = —2h03= periodo de f (2). 
Del mismo modo hallamos que 


p (2) MO ao iaa a 
Dai ) 2 FO=A cia de TO-A dz = PARO = periodo de F(z). 


Asi, pues, 


1 1' (2) e 
+7 | oa =2l0,—2ko3=2, 
donde Q es cierto período de la función f_(z). 

El teorema queda demostrado. 

6.3. Para la construcción do las funciones elípticas nos bará 
falta también la siguiento proposición. 

Lema. La serie 


Po al . 
S TT (6.3:1) 


donde la sumación se extiende u todos los periodos 
Q = 2kow, + 219 


(el signo * sobre la suma denota que se excluye el valor £% = 0), 
es convergente si A > 2 

Obsérvese que todos los periodos 4 sin excepción, distintos de 
cero, están siluados en los contornos de ciertos paralelogramos que 
son semejantes entre sí, con los centros en cl origen do coordenadas; 
tres de ellos están reprosentados en la fig. 44. El primero de los 
mencionados contiene en su contorno ocho periodos distintos, 
el segundo conticne dieciseis. Si suponemos que el contorno del 
k-ésimo paralelogramo contiene 8% períodos, entonces, proyectán- 
dolos subre cl (% -+ 1)-ósimo paralelogramo en direcciones paralelas 
a 201 y 203, obtendremos que a cada período situado en el contorno 
del k-ésimo paralclogramo y distinto de los vértices, le corresponde 
en cl contorno del (% --- 1)-ésimo paralelogramo un período, mien- 


231 
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tras que a cada uno de los cuatro vértices le corresponden dos perío- 
dos (véase la fig. 44, donde se ha supuesto que k = 2 y la correspon- 
dencia se indica con flechas). Si a todo esto se añaden los cuatro 
vértices del (% + 1)-ésimo paralelogramo, obtendremos en su Con- 
torno ocho períodos más que en el contorno del paralelogramo pre- 
cedente, es decir, en total S (k + 41) períodos. 


FIG. 44. 


En resumen, la cantidad de períudos crece en progresión aritmé- 
tica con la diferencia 8. Como los paralelogramos son semejantes 
y su situación es homotética respecto del punto z == O, designando 
con d la distancia del origen de coordenadas hasta el contorno del 
primer paralelogramo, tendremos que la distancia dosde el mismo 
punto hasta el contorno del k-ésimo paralelogramo es igual a kd. 
Por lo tanto, para el módulo de cualquier período 2 situado en el 
último circuito, se tiene la desigualdad 


|Q|>kd, 
de donde dá 
1 o 4 
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y, por consiguiente, la suma de los términos de la serie (6.3:1) 
que corresponden a todos los 8k períodos situados cn el contorno 
del k-ésimo paralelogramo no es superior a 


$ _ $8 
OO ls e d+pA=1 d 
De aquí se deduce, finalmente, que la suma parcial de los tér- 
minos de la serie (6.3:1) que corresponde a los períodos que están 


situados en el interior y en los lados del k-ésimo paralelogramo, no 
es superior a 


Es 
FLA 
1 
qn 


Pero la serie > 


Al es convergente para 4 >> 2; por esta razón, la 
1 
serie (6.3:1) también es convergente para 4 7>2, con Jo cual se 
termina la demostración del lema. 

Si designamos con D el mayor de log viódulos de los períodos 
situados en el contorno del primer paralelogramo, hallaremos del 
mismo modo que la suma parcial de la serie (6.3:1) que correspondo 
a todos los períodos situados cn el interior y on los lados del 
k-ésimo paralelogramo no es inferior a 


k 


8 t 
pp 2) Pp 


De aquí se derlluce que la serie (6.3:1) es divergente si 4 < 2. Así, 
pues, el exponente de convergencia de la sucesión (Q) (los períodos 
son distintos de cero y están ordenados por módulos no decrecientes) 
es igual a 2. 

Del lema se desprende que la serio 


Do» (6.3.2) 


es absoluta y uniformemente convergente en cada recinto acotado 
del plano (donde cada vez se excluye una cantidad finita de tér- 
minos de la seric que tienen polos en este recinto). Es suficiente 
suponer que 3 portenece a un círculo fijado arbitrario con el centro 
en el origon de coordenadas |z |< HR, y considerar los términos 
de la serie que corresponden a los perivdos (Q que están situados 
fuera de un círculo de radio 2R. Entonces, para estos términos. 


358 CAP. VIE FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


1 E arica de 
E < 3», y obtenemos la acotación siguiente: 
1 ] í _ 1 , 8 
ESP 15 (211217 — (1 ) ii dl 
19] 


de donde, en virtud del lema, se deduce la convergencia absoluta 
y uniforme de la serie (6.3:2). 

Designando la suma de la serie mediante f (2), representémosla 
en ol círeulo |z |< /t en la forma 


pi. NE añ 2 
J (2) y (2 — (13)9 ¡ y (2 —2Q3) E 
¡Q1<R 19).>Rt 


La primera suma del segundo miembro es una función racional que 
tiene un polo de Lercer orden en cada poríodo perteneciente al cír- 
culo |z |<: /f?. La parte principal correspondiente tiene la forma 


Ear: La segunda suma solamente se diferencia en un número finito 
de términos de la serie 
12] >2R 

el circulo |z | << A acabamos de establecer. Por consiguiente, ésta 
es una función analítica en el círculo | z | < R. Así, pues, la función 
f (2) es analitica en cualquier círculo | z | < R, a excepción de polos 
de tercer orden en todos los períodos pertenccientes al círculo indi- 
cado. Por consiguiente, ésta es una función meromorfa (en todo 
el plano finito). 

Demostremos que 2, y 260 son periodos de la función f (3). 
In efocto, 


1 ” . 
EN cuya convergencia uniforme en 


| : 1 > 
f(2+ Zen y) — > T=-(G-205 . (6.3:3) 


Pero Q — 2«w; también es uno de los períodos dados: Q — 20m, = Y”, 
y cuando $ recorre el conjunto de todos los períodos dados, 9” 
recorre también todo este conjunto, puesto que la transformación 
Q — 20m, = 84” significa un desplazamiento del retículo de perío- 
dos, según el cual éste se transforma en sí mismo. Por lo tanto, la 
serie (6.3:3) solamente se diferencia en el orden de los términos de 
la seric absolutamente convergente (6.3:2), es decir,su suma'es igual 
a f (2). En resumen, 


f(2+-20)=/()  (¡=1,3). 


Demostremos que 2w, y 203 es un par de períodos fundamentales 
de la función f (z). En efecto, sea w un periodo cualquiera de esta 
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función. Como (2 es un polo do la función f (2), Q + O tiene que 
ser uno de los polos, o sea, 


9 + (m = 9 , 
de donde 
wm =0' — Q = 2,0, +- 23057. 


Por consiguiente, cualquier período de la función f (z) es combi- 
nación lineal de los períodos 20, y 2wm3 con coeficientes enteros 
Mi Y Ma. 

De aquí se deduce que f (z) os una función meromoría con Jos 
períodos fundamentalos 2w, y 2093. 

Por Jo tanto, hemos construido una función elíptica que posee 
unos periodos fundamentales prefijados. Cada vértice dle] paralelo- 
gramo fundamental 0, 20,, 202, 203 es un polo de Lercer orden para 
f (z). pero de todos estos cuatro pólos solamente uno, el que está 
situado en el origen de coordenadas, se incluye al paralelogramo 
fundamental, mientras que los otros Lros pertenecen a los paralclo- 
gramos vecinos. De esto se deduce que f (2) es una función eclíptica 
de tercer orden. 

Obsérvese también que ósta es una función impar. Kn efecto, 


30 E A, E 
H—3=)> (2-93 — y (3 (—9)9 * 


Pero el conjunto de tudos los números —% coincide con el conjunto 
y e 1 ». o 
de todos los $; por esta razón, la serie y Rap ** diferencia 


de la serie (6.3:2) solamente en el arden de los términos y su suma 
es f (2). De aquí que 


f(-2) = —]Í (2), 


es decir, f (z) es una función impar. 

Partiendo de esta función e integrando se puede obtener unn 
función elíptica de segundo orden (par). 

En efecto, sea z, un punto arbitrario del plano y distinto de los 
polos de la función f (2). Integrando término a término la seric 
(6.3:2) a lo largo de alguna curva rectificable y que no pase por los 
polos y que una z, con olro punto z, también distinto de los polos 
de la función f (z), resulta: 


2 


e()=C+| f()d=C—3 Y [man]  (6.3:4) 


(20 — 2)? 
29 


La serie (6.3:4), que se ha obtenido al integrar la serie uniforme- 
menle convergente (6.3:2), también es uniformemente convergente 
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en Cualquier recinto acotado, si se desprecia una cantidad ([inita 
de términos de la serie que tienen polos en este recinto. Por con- 
siguiente, ésta es una función meromoría que tiene un polo de segundo 
orden en cada punto $. Escribamos q (2) en la forma 


| 1 1 ' 1 Y 
A E a 


donde la suma se extiende a todos los puntos 2 distintos del or 


de coordenadas. De la última fórmula se doduce que q (2) + 7 


es una función meromoría, para la cual el orígen de coordenadas es 
ua punto regular. Su valor para 2 =() cs igual a 


[et += ],_,= Ch Sila am) - (6.3:4) 


[lijamos la constante de integración C de tal manera que este 
valor seca igual a cero. Entonces, restando término a término 
(6.3:4%) de (6.3:4, obtendremos: 


pl) —q (- E +) le==-+*)) 


La función meromoría que figura entre corchetes se diferencia 
de «q (z) solamente en un factor constante. Esta función, introducida 
por Weierstrass, se representa por f(2) (se lec «pe de z», y el signo 
$ se Jlana signo de Weicerstrass). Así, pues, según 
la definición, 


| á , 
vio==+» le=m-+*|!- (6.3:5) 


Jósta es una función meromorfa con polos de segundo orden en cada 
uno de los puntos Q (incluyendo el origen de coordenadas). La parto 


principal correspondiente al polo Q tiene la forma E a: 


Demostremos que esta serie (6.3:5) es absolutamonte convergente. 
Jan EIcCió considerando solamente Jos términos de la serio para los 
cuales [Q|>2|z |, obtenemos: 


tr All z 
E—gea ar Q2—a 


Ñ 1211 p— E y 
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de donde, en virtud del lema del presonte apartado se deduce la 
convergencia absoluta de la scrie (6.3:5). Fácilmente se observa 
que Y (2) es una función par; en efecto, 


, CA : 1 4 
e(—a= 2» lora] - 


+2 [io Em 


y la última serie se diferencia de la serie (6.3:5) solamente en el. 
orden de los términos, por lo cual su suma es Y (2). 
La derivada (” (z) tiene la forma 
, 2 e 1 
e (=-—>-=) a IA cr ti AS 


es decir, se diferencia solamente on un factor numérico de la 
fimción elíptica f (z) de periodos 20, y 2wm3, considerada anlerior- 
mente. Por consiguiente, 
$ (2-20)-9"(3=0 — (¡=4,3), 
de donde, integrando: 
Y (2 1 20,)— Y (2) + Cj. 
Poniendo aquí ¿= —do;, resulla: 
$ (0) —Y (03 =Cj, 
o hien, como $ (3) es par: 
C¡=0 (¡=14,3). 
De aquí se deduce que 
9 (24 20) = Y (2), 


o sea, Y (2) es una función doblemente periódica de períodos 20 
y 203. Del mismo modo que en el caso de la función f (z), nos con- 
vencemos de que 20, y 2w03 son los períodos fundamentales de la 
función (2). De aquí que al paralelogramo fundamental de períodos 
de Y (2) con los vértices 0, 241, 202, 203 se le debe adjuntar solamen- 
te un polo doble en el origen de coordenadas, o sea, P (2) es una 
función elíptica de segundo orden. 

He aquí un resumen de todo lo que hemos conseguido demostrar: 
Y (2) es una función elíptica par de segundo orden, de periodos funda- 
mentales 2m, y 20,3, con polos dobles en todos los puntos LL = 2m,m, + 


+ 2m,w4 y las partes principales correspondlentes de la forma Ea" 
De la construcción misma de esta función o directamente de la ecua- 
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ción (6.3:5) se deduce que la diferencia Y (2) — > se anula para 
z =0. La derivada de la función $ (z) 


)=-2N +, (6.3:6) . 


es una función elíptica impar de tercer orden, de periodos fundamenta- 
les 20, y 203, con polos triples en todos los puntos 2 y con las partes 


principales correspondientes de la forma — Gay: 


listas dos funciones, Y (2) y $” (z), son las fundamentales en 
la teoría de las funciones elípticas. Ambas se llaman funciones 
elipticas de Weiorstrass. 

Como el orden de la función $” (z) es igual a tres, del teorema 3, 
ap. 6.1, se deduce que para cada A esta función tiene tres A-puntos 
en el paraleJogramo de períodos. Si 4 = oo, estos tres puntos se 
confunden en uno — en un polo triple de la función $” (3). Sea 
A = 0, ontonces tenemos que obtoner tres ceros de la función Y” (2). 

De la relación 


Y (—)=—Y'(2) 
se deduce que 
g" lo;—2=—9'(2) — (1=1,2,3), 
de donde, para zu» resulta: 
$ (0)= —y” (0, 
y Como $” (0) 00, se tienc: 
$" (0;,) =0 (¡= 1,2, 3). 

Femos obtenido tres ceros 4, Wa. (3, pertenecientes al parale- 
logramo fundamental de períodos con los vértices U, 20,1, 20 y 202. 
Uno de ellos, wz, está situado en el centro del paralelogramo. y los 
otros dos, w, y 03, en Jos puntos medios de los lados. listá claro 
que cada uno de eslos ceros es simple. En caso contrario la cantidad 
total de ceros de p” (z) en el paralelogramo de periodos sería mayor 
«que tres, lo cual es imposible. Obsérvese que la suma de los ceros 
hallados w, + 02 + 03 = 201 + 203 se diferencia de la suma 
de los polos 0 + 040 =0, en un período, como tiene que ser 
según el teorema 4 (ap. 6.1). 

Jl orden de la función $ (z) es igual a dos. Por consiguiente, 
para cualquier A existen dos 4-puntos de esla función en el parale- 
¡iogramo de períodos. Si A = oo, ambos puntos se confunden en 
uno — en un polo doble (cs decir, en el origen de cuordenadas, si 
se brata del paralelogramo fundamental de períodos). Si A tiene 
uno de los valores Y (ws = es, los A-puntos correspondientes se 
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confunden dos a dos en los puntos w; (¿ = 4, 2, 3), puesto que cn 
cada uno de ellos $” (0,) se anula, mientras que $” (w,) 32 O, es 
decir, los puntos w, son dobles para Y (2). Para todos los demás 
valores de A(4 00, A €, j=1, 2, 3) tenemos que tener 
pares de A-puntos distintos entre sí. Suponiendo Jo contrario, obten- 
dríamos que $” (z) tendría ceros en el paralelogramo de períodos 
además de los tres puntos my, wa y 03, lo cual es imposible. 

Señalemos la posición de cada par en cl paralelogramo de pe- 
ríodos. Como la función € (2) es par, se tiene: 


Y (—2)= 9 (2), 
de donde se deduce que 
Y (20,— 2) = Y (2) (¿ =14, 2, 3). (6.3:7) 


cs decir, $ (z) toma valoros iguales en los puntos z y 20, — 2, los 
cuales son simétricos respecto da «w,. Sea A $ 00 y 4 3% €y; si zo 
es uno de los A-puntos de la iunción $ (2), entonces zy +4 0 y zp < 0). 
Sj zy está situado en el interjor del paralclogramo fundamental de 
períodos, entonces 20: — zy también está situado cn el interior 
del mismo, simétricamente respecto del centro w2 del paralologra- 
mo y, por consiguiente, es el segundo A-punto de la función $ (z). 
Si zp está situado en el Jado que une los vértices O y 2w, (Y = 1, 3) 
del paralelogramo fundamental, entonces el punto 2w;— zp está 
situado en el mismo lado simélricamente respecto dol punto medio 
0, de este lado y, por consiguiente, es el segundo A-punto de la 
función Y (2). En resumen, los A-puntos de la función $ (z) para 
todos los valores cumplejos posibles de A están situados yimétrica- 
mente respecto del centro del paralclogramo (en el interior de él) 
o respecto de Jos puntos medios de sns lados (en los Jados). Los 
puntos que están situados en el centro o en Jos puntos medios de 
los lados son dobles, del mismo modo que es doble también el punto 
que está situado en el ángulo inferior de la izquierda del paralelo- 
gramo (polo doble). 

En la figura 45 está representada la superficie u = | f (2) |, 
que os el relieve de la función $ (2)*). 

Empleemos Jos resultados obtenidos para estudiar más detalla- 
damente el comportamiento de la función € (2) en dos casos parti- 
culares importantes. Supongamos primero que 2w, es un número 
real positivo 2a: (a > 0) y que 20, es un número imaginario puro 
con la parte imaginaria positiva: 203 = 28i (Pp > 0). En este caso 
los paralelogramos de períodos son rectángulos. 

" Estudiemos el comportamiento de la función Y (z) en el rectán- 
gulo D:0<zx<«a, 0<y<B, que forma una cuarta parte del 


*) El dibujo se ha adaptado de las «Tablas de Ínnciones » de Jahnke y Emdec, 
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paralelogramo fundamental «de períodos. Debido a lo demostrado 
anterioemente, no pueden pertenecer a este rectángulo dos A-puntos 
distintos de la función gy? (2), a excepción de los puntos dobles que 
están situados en los vértices del rectángulo. Por Jo tanto, $ (2) 
loma valores distintos en diferentes puntos del rectángulo D, o sea, 


ms ] á 
Us 


es una función univalenle en este recanto. Por consiguiente, $ (z) 

transforma D biunívoca y conftormemonte en cierto recinto (+ del 

plano z; además, la frontera del recinto G es la imagen de la frontera 

del rectángulo D (véase el ap. 1.1, cap. quinto). Así, pues, no nos 

queda más que estudiar la imagen de la frontera del rectángulo D. 
Partiremos de la fórmula 


O 


A E 1 A. A 
SEG 2 [=== (2ma — 2n1P)2 ]. 


De ésta se deduce que los valores Y (17 +iy) y Y (1r— ¿y) son núme- 
ros complejos conjugados. lin efecto, 


veo o limo 
y (2:— ¿y) (rip? 2 lapa (¿ma — ¿ni *] 


Pero los números 2mu — 2rif para todas las combinaciones posibles 
de números enteros m y n forman, evidentemente, el mismo con- 
junto de números (los períodos de la función $ (z)) que los números 
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2ma + 2nif. Por ello, todos los términos de la última seric sólo 
se diferencian en cl orden de los términos de la serie 


- z ! E: A Ss A. AAA 1 
Y (1—iy) > (1— iy? A 2, lo mp (2ma -|- ¿ni 2] 


y, por consiguiente, 
P (24 ip) =9 (r— iy), 


es decir, Y (04 iy) y Y (x— 1y) son números complejos conjugados. 
Hagamos aquí, en partícular, y= 0; obtendremos: 


y (2) 9 (2), 


es decir, Y (r) cs un número real para cualquier zx real. 
Supongamos ahora que 2=a—iy. Entonces, por una parte 


Y (a | 1y)=89 (a—iy), 
y por otra, 
P (a + iy) -- $ (a— ¿y), 
puesto que los puntos 2 + iy y a — ¿y son simétricos respeclo del 
semiperíodo w, = «a. Por esta razón, los valores y (a + iy) Lamn- 
bién son reales para cualquior y. 
Observando que 
9 (2-- ib) =p (2—1B) 


(pueslo que 2¿f3 es el periodo de Ja función $ (2)), sacamos la con- 
clusión de que los valores Y (z + ¿f) también son reales para cual- 
quier x. 

Finalmente, como 

Y (iy) = Y (— iy) 
(puesto que la función $ (2) es par), hallamos que todos los valores 
$ (ly) son reales. 

Por lo lanto, observamos que la función $ (2) toma valores 
reales en los lados del rectángulo de períodos y en sus líneas medias. 
En particular, todos los valoreg que toma la función $ (z) en Jos 
lados del rectángulo D sun reales. Por ello, cuando el punto z des- 
cribe el contorno del rectángulo D en sentido contrario al del movi- 
miento de las agujas del reloj, comenzando desde el vértice z = 0; 
el punto w = f (2) se mueve de mn modo determinado sobre el 
eje real, comenzando desde f (0) = oo y terminando en este mismo 
punto. Además, w = f (z) se «desplaza todu el liempo hacia un 
mismo lado, es decir, no pasa dos veces por un mismo punto. Esto 
se debe a quo los valores de f (2) en el contorno del rectángulo D 
se tomao también una vez en cada una de las partes de sus líncas 
medias y de sus lados que no pertenecen a D. Por lo Llanto, varian- 
do continuamente desde —oo hasla co, el punto we = Y (2) tiene 
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que describir una sola vez Lódo el eje real. Para los valores reales 
Z = z próximos a cero, en la expresión de g (x) predomina el térmi- 


1 
no 3 + de donde se deduce que el punto w parte de 400 y se mueve 


luego por el eje real dirigiéndose hacia —oo (cuando z=iy e y 
cs próximo a cero, entonces en la expresión de $ (iy) predomina el 


OS 1 : : a: 
término 4). pasando por los puntos intermedios siguientos 


9 (m1) =$ (2)=e, Po) =P (24+PBl) =e2, Pp (05) = Y (Bi) =€s. 


en el orden en que están escritos. Como este orden es de decreci- 
miento, cn el caso dado se tiene: 


€, > € > ly. 


Como el contorno del rectángulo D se transforma en el eje real, 
este rectángulo se transforma en un semiplano. Pero el rectángulo 


y 


FIG. 46. 


queda a la izquierda del observador que recorre su conborno en el 
sentido indicado. Por lo tanto, el semiplano «correspondiente tienv 
que quedar a la izquierda del observador que recorre el eje real en 
dirección de decrecimiento, es docir, éste es el serniplano inferior, 
Por consiguiente, hemos demostrado que la función w = Y (2), de 
periodos fundamentales 2a. y 28i. transforma conformemente el reclán- 
gulo UO<rxr<oa, 0<y<B en el semiplano inferior (fig. 46). 
Como g (2) toma valores iguales en log puntos que son simétris 
cos rospecto de Jos semiperiodos, sacamos la conclusión de que 
esta función toma dos veces tados los valores reales del intervalo 
(e,, +00) en el lado del paralelogramo fundamental 0 < x <S 22, 
y == 0, loma dos vecos los valores del intervalo (es. e,) en la línea 
media x =0,0< y < 28, toma dos veces los valores del intervalo 
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(es, es) en la línea media 0 < x < 2a, y = B, y, finalmente, Loma 
dos veces los valores reales del intervalo (—oo, e) en el lado z =: U, 
0<y< 2p. 

Como Y (z) cs una función de segundo orden, en,todos los demás 
puntos del paralelogramo fundamental ésta toma valores imagina- 


7169) 


FIG. 47, 


rios. Jón las figuras 47—50 están representadas las gráficas de las 
funciones $ (2), Y (a + iy), Y (z + ¿P)., Y (iy). las cuales dan 
una idea completa de todos los valores reales de la función gy (z) 
on cl caso en que uno do las períodos fundamentales es real y el 


FIG. 48. 


otro imaginario puro. Naturalmente, hay que tener presente que 
la función, por ser periódica, toma estos mismos valores en un 
conjunto infinito de rectas parnlolas al eje real o imaginario. 

Veamos ahora el caso en que Y (2) posee un par de períodos: 
conjugados 2w, = 2a — 2bi y 207 = la + 2bi. Entonces, los para- 
lelogramos de períodos son rombos cuyas diagonales son paralelas 
al ceja real «e imaginario, respectivamente. 

Jón este caso $ (2) también posee un poríodo real 4a = 23 = 
+ 20, y un periodo imaginario puro 4bi = 2wm7 — 20,4. Pero, «e 
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plz ip) 


FIG. 49. 


pliz) 


FIG. 50. 


¿0-¿08 
FIG. 54. 
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diferencia del caso anterior, estos períodos no son fundamentales, 
puesto que el rectángulo construido sobre los lados 4a y 4bi con- 
tienen en su interior (en su centro) un período, precisamento 2a + 2bi 
(fig. 51). 

De un modo semejante a lo que se hizo anteriormonte, de la fór- 
mula 


o == + 
A er TE 


IFE) 
deducimos que 
Y (19) — € (2— iy). 
De aquí, en particular, se deduco que 
y (2) -- $ (2), 


es decir, que $ (7) es real para cualquier .. 
Por otra parte, 


g (2a— iy) = y (Qau—iy) y Y (Lay iy) = 89 (3a—iy) 


(puesto que los puntos 2a + iy y Za — iy son simétricos respecto 
del semiporíodo wa = 24). Por ello g (2a + iy) también toma 


pez 


FIG. 52. 


valores reales para cualesquiera y. Asi, pues, $ (z) toma valores 
reales en cada una de las diagonales del rombo. En el segmento 
0<zxS< la, y = 0 decrece desde +00 hasta Y (02) = E (24) = e, 
y después en el segmento xr = 2a, 0 < y < 2b continúa decreciendo 
desde ez hasta —oo. De aquí se deduce que $ (z) toma dos veces 


241234 
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cada valor real mayor que ez en la diagonal del paralelogramo fun- 
damental situada en el eje real, y toma también dos veces cada 
valor real menor que e, en la diagonal del paralelogramo (del rombo) 
que es perpendicular al eje real. Por lo tanto, en los puntos del 
paralelogramo fundamental que no están situados en la diagonal, 


pita y) 


FIG. 53. 


esta función toma valores imaginarios. En particular, son imagi- 
narios y, además, conjugados, los números 


e,=P (0) =Pl(a—bi) y € =8 (03) = Y (a+ bi). 


Como $(z) es periódica, en el cje imaginario esta función 
también toma valores reales 


Y (iy) = y [2a— i (y 4 20)). 
Ln las figuras 52—53 están representadas las gráficas de Y (x) 
y $ (a + iy). 
6.5. De la fórmula (6.3:5) es fácil obtener el desarrollo de la 
función f (z) en serie de Laurent en un entorno del origen de coor- 


s . 0. 1 
denadas. Con este fin, desarrollemos la función EN > (2 + 0) 


en serie de eii de z 
1 12 A +4 q" 
(¿—Q)y += ma cl a)" 1]-= y FO 


La última serie cs convergente en el círculo | 2 ! < 180 |, De aquí 
se desprende para $ (z) el siguiente desarrollo en serie de potencias 


de z 
init E e A 


4+2) q71+ 3N 4 a e+. (nt) Y ro 
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el cual es convergente en el recinto 0 < | 2 | << 6 (8 es el menor de 
los módulos de los períodos distintos de cero; Ja reducción de los 
términos semejantes es legítima, debido a lo dicho en ol ap. 7.1, 
cap. 11). 

Como la función Y (z) es par, todos los coeficientes de las poten- 
cias impares de z ticnen que ser iguales a cero. Por ello 


¡$ (2) = + E A (6.4:1) 


donde 


. d 4 
Cam = (2m-+1) D) ua > (6.4:2) 
Derivando térmmo a término (6.4:1). tendremos: 
y (1)== a+ A AS E EN ES 


Apliquemos los desarrollos hallados para obtener una relación 
algobraica entre Y (2) y €” (2). J£l método que utilizaremos con- 
siste en formar una combinación racional sencilla de las funciones 
p (z) y Y” (2) que no tenga polos en el paralelogramo fundamental. 
Tal combinación, si se consigue construirla, tiene que set una fun- 
ción elíptica sin polos y, por lo tanto, constante (icorema 1, ap. 6.2). 
Escribiendo esto, obtendremos la relación pedida. Observando 


que la parte principal del desarrollo de ge” (2) es — 5 y que la parte 
principal del desarrollo de $ (z) es 1 formemos primoro la com- 
binación 
[$9 (231? —4 [9 (2)1P. 
Reemplazando aquí $” (2) y Y (2) por sus expresiones (8.4:1) 


y (6.4:3) y elevando a las potencias indicadas las series absoluta- 
mente convergentes respectivas, hallaremos que 


1% (92416 ()P=(F-H 160, +...) 


dro 


=4A (++ 22 A ú 


(Jos términos no escritos contienen potencias no negativas de 2), 


Añadiendo a la expresión considerada el término 20c, € (2), 
resulta: 


[9 (29 —4 [8 (3) 19 + 20028 (2) = —28c,+ ... 


Esta es la combinación pedida. El primer miembro representa 
una función elíptica que no tiene polos en el paralelogramo funda- 


9/5 
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mental de períodos. Por consiguiente, ésta es una constante. Pero, 
como muestra el segundo miembro, para z = ( el valor de la fun- 
ción es —28c,. Por la tanlo, 


[9" (231 —419 (2) P + 20c28 (2) = — 2804, 


O 202, 


tw" (23? = 4 [9 (339 — 20028 (2) — 28c4. 


lJemos obtenido una ccuación diferencial de primer orden, a la 
eval satisface $ (2). Los cocficientes 20c, y 28c, se designan con g. 
y Ya, respectivamente, y se llaman invariantes de la fun- 
ción € (2). 

La última denominación se debe a que g2 y £a no dependen de la 
forma en quo se hayan clegido los períodos fundamentales de la 
función Y (2). 

En efecto, de las fórmulas (6,4:2) se deduce que 


/ 4 , 
g2= 20c,=60 >) De? gs= 280, =140 Y E (6,4:4) 


o sea, 2 y Es se expresan en forma de sumas de series absolutamente 
convergentes (véase el lema del ap. 6.3), extendidas al conjunto 
de todos los períodos de la función f (z) que son distintos de cero. 
Mas este último conjunto es el mismo para cualquier par de períodos 
fundamentales de esta función que sean elegidos. 

Escribamos definitivamenle la ecuación oblenida en la forma 


[9 (9? =4 18 (21?— 829 (2) —83 (6.4:5) 
o bion, haciendo f (2) =W, 
[E] = 410% — 84 — Bas (6.4:5') 


La ecuación hallada se puede expresar en otra forma. Obsérvese 
que Y” (z) posee los ceros w;, Oz, Wa: Por consiguiente, el polino- 
mio 4u%* — gaw0 — 83 tiene que anularse para w, = f (0;) = €, 
(ij = 4, 2, 3). Por ello 


hu — gw — 83 == 4 (wW— 1) (1 — 23) (W— ey), (6.4:6) 
y, por consiguiente, la ecuación (6.4:5) adquiero la forma 
9" (2)]2 = 4 [8 (2) —e1) 19 (2) —e2] 19 (2) — esl. 
Como €,, € y €z son números distintos entro sí, el discrimi- 


nante de la ecuación cúbica 
4 — go — Ea =U 
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tiene que ser distinto de cero, es decir 
A Ñ (8 — 2783) = (€ — €)? (81 —e1)* (e1—e2? 40%).  (6.4:7) 


Obsérvense también las siguientes fórmulas que se desprenden 
de las relaciones (6.4:5) y (6.4:6): 


e 3 Co+e=0, 


107 + eze ee =—E, (6.4:8) 


83 
¡673 = E 


La ecuación (6.4:5”) proporciona para cada w dos valores de w” 
que se dilerencian entre sí sólo en el signo. Esto último concuerda 
con ol hecho de que $ (2) no varía al sustituir z por —z, mientras 
que ” (2) cambia el signo. No obstante, $” (2) es una función 
uniforme de z. Por ello, en la relación 


y" (2) =V 410 (9 —£:% (2) —85 (6.4:9) 


entre los dos valores de la raíz cuadrada se debe elegir cada vez 
uno de ellos (el que da cl valor de g” (2)). 
Consideremos alguna curva rectificable y que una algún punto 
z¿ con otro punto z y que no pase por Jos polos de la función $ (2). 
Escribicndo (6.4:9)¿cn la forma 
dy? (2) 
V4 [y (2)13= gos! (2) —83 


e integrando a lo largo de y, oblenemos: 


dy (2) 
y Viiyv (10 — 224 (2) = ga 


dz = 


2— lp = 


Si la imagen de la curva y en el plano w cs la curva Y (y) = IT, 
la cua] une los puntos wa = f (zp) y w = Y (2), entonces la últi- 
ma expresión puede también representarse en forma de la integral 
a lo Jargo de I: 


w 


a ¡ dt 
== | == * 
e VEB=E2t Es 


Isla integral determina una función multiforme de w. En efecto, 
el valor de la integral a lo largo de distintos caminos T' que unan ws 


*) Véase, por ejemplo, A. G. Kurosch, Curso de álgobra superior, 
Editorial Mir, Moscú 1968, págs. 352—354, 
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y ic siempre será el mismo, si los caminos en cuestión pertenecen 
2 un mismo recinto simplemente conexo que no contenga a los 
puntos singulares de la función subintegral e,, €2 y €s (en cada uno 
de estos puntos la expresión subradical se anula). Mas no se puede 
afirmar ya que los valores de las integrales serán iguales para dos 
eaminos entre los cuales esté situado uno o varios puntos ej (j = 
= A, 2, 3), pues a un mismo valor de w = $ (z) le corresponde 


un conjunto infintto de valores distintos de 2. Todos ellos están 
contenidos en la fórmula 


2= +2 -2m01 2103, 


doude 2” es alguno de los tw-puntos de la función f (2), y m y 7 
son números enteros arbitrarios. Uniendo z, con uno de estos puntos 


z dela curva rectificable y y tomando la integral desde Vaz 


a lo largo de la imagen $ (y) = T de esta curva, obtenemos como 
valor de la integral el número corrcsporxdliente z — Zp. 


Cuando zy' tiende a cero, t0, = P (zo) tiende a oo y como la 
integral impropia 


w 
| ps 
Y 43— got— g3 


“U 


cs convergente, resulta 


w 

k dl 4-4 

¿== ——ÁxÁúkñúñúaa O (6.4:10) 
Y Vit g2—8s 


ln esta igualdad w = P (2) y el valor de la raíz cuadrada bajo 
el signo integral tione que coincidir con p” (2). De la fórmula (6.4:10) 
se deduce que la función gy (2) es inversa respecto de la integral 
(64:10). Esta última se llama integral elíptica de 
primora especie en la formanormal de We er- 
Sitrass. 


ln genoral, se llaman integrales elípticas las de 
lia forma 


w 
| R(.Va- at+ at? aj + a,%) dt, 


wo 


donde A (t, vr) es una función racional y el polinomio bajo el signo 
de la raíz cuadrada es un polinomio do cuarto grado (a, y 0) o de 
tercer grado (a, = 0, az +0). 
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La denominación de integrales elípticas es debida a que la lon- 
gitud dol arco de la elipse se expresa por ellas. En efccto, la longitud 


del arco de la elipse +2 = 1 se expresa por la inlegral 


api 
p mae 


S > ni at— k?2 12 
dee did pS V — at Waz =dl= 


ee LaS [ —k3/2 
VIA 
doude 


sta es una integral elíptica. 
De las integrales, la denominación citada se extendió un las 
funciones que son inversas respecto de las integrales elípticas. 
Poniendo en la fórmula (6.4:10) z = w, y observando que to = 
<=  (0,) = €, resulta: 


e 
j 
dt o : 
0,= j Vian (j = 1, ee 3). (6,4:11) 


QU 


lón estas fórmulas se deben lomar como caminos de integración 
las imágenes de cualesquiera curvas reclificables que unan el punto 
z = () con los puntos w;, Wa y 03, respectivamente. Si en ejlas se 
emplean caminos de integración arbitrarios que unan el punto oo 
con el punto e,, entonces en el primer miembro resultarán distintos 
semiperíodos de la forma o) + 2¿m0, + 2103, donde m y nh son 
números enleros arbitrarios. En este caso, la elección de tal o cual 
valor de la raíz cuadrada no es esencial, puesto que esto solamente 
influye en el signo del semiperíodo. 

6.5. En c) ap. 6.4 se demoslró que cada función w = $ (2) es 
solución de la ecuación diferencial 


(2) == 4? — Gao — Bus 


donde g2 y ga son los invariantes do Y (2). 

Empleando esto se demuestra fácilmente que los invariantes 
determinan unívocamente la función $ (2), es decir, que no pueden 
existir dos funciones distintas fP (2) con unos mismogz invariantes. 
Jostá claro que es suficionte establecer la unicidad de Ja solución 
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analítica de la ecuación dada que satisface a la condición inicial 
p (0) = oo. 

En ofecto, soa zy algún punto que no sea semiperiodo de py (z) 
y sca w = (q (2) una función analítica en un entorno de z, que satis- 
faga a la ecuación en cuestión y a la condición inicial q (0) = oo. 
Iiutonces ésta puede expresarse en la forma: 


p (2) =8 ls(2)), 
doudo s(2)=$%""q(z) es una Junción analítica en un entorno de 
29. Se tiene: 


[EL 7-4 [P (S1'— 28 (5) — £3, 


pnes g(), según la condición, cs Solución de la ecuación 
dada. Por otra parto, p (z) satisface a la misma ecuación; por ello 


| (Ey EOP (LY 10 0168 (0800 


Comparundo ambos resultados obtenemos: (E) =4, de donde 


s==+ 2 4-€” y, por consiguiente, 
P(2) =P (e 2+C5=Y4 (2+C). 


Si se exige [que la función (p(z) satisfaga además a la condición 
P(0)=00, entonces resulta que C” es un período po la función 
Y (2), O sea, 


p (2) = Y (2). 


Ahora surge la siguiente pregunta natural: ¿se puede afirmar 
que a cualquier ecuación diferencial de primer orden 


(E =s0=e0=e" 


dondo y” y g” son unos números complejos dados, siempre sgatis- 
face alguna función elíptica de Weierstrass w = f (2)? Evidente- 
mente, a los números g” y g” os necesario imponer una restricción, 
a la cual tienen que someterse los invariantes de la función de 
Weierstrass, a saber: 


—21g" 40. 


¿Pero es suficiente sólo esta condición? 
La resolución de esta cuestión representa el llamado p 
ma de la inversión de una integral e 


rs O 


p 
] 
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ca. En efecto, se trata de demostrar que la función inversa de lx 
integral elíptica 


vw 
dl 
t => Y O pq gr ar y 

o VIE IE 

es una función elíptica w = f (z) con Jos invariantes g” y g”: 
El problema de la inversión quedaría resuelto si demostrásemos 

la existencia de unos números complejos 2w” y 20”, cuya razón 
no seca un número real y que satisfagan a Jas ecuaciones: 


0 , 1 ma ! 1 
g”=60 >, (2m0' +20") * E = 140 > (2mw'+2n0%)8 * 


En efecto, construyendo una función Y (z) de periodos funda- 
mentales 20” y 20”, podríamos afirmar que sus invariantes coin- 
ciden con los números dados g” y £” y que, por consiguiente, satis- 
face a la ecuación diferencial propuesta. 

Aquí nos limitaremos a resolver el problema de la inversión 
en el caso más sencillo y, a la vez, más importante para las aplica- 
ciones, en que g” y g” son números reales, 

Se distinguirán dos casos: 


a) A= (8 9—278"2)>0, hb) A=55 (89278) <0. 
En cl caso a) todas Jas raices de la ccuoción 
48—gi—pg"” =00 


son reales y distintas. Designémoslas mediante e', e”, e”, eligiendo 
estas notacioncs de tal modo que se cumplan las dcsigualdades 


e >e>e. 
Observando que el polinomio 
4aa—gi=g"=4 (1—e) (U—eY (L—.e”) 


toma valores reales para f rcal y, además, positivos si f>>e' 
y negativos si :<e”, hagamos: 


e” +00 


oe í di E A 
— e E A al e Tn? 
Fon yan gt—e =, 2 VU ed (—e? (—e”) 
e” e” 
o” = j E == j PA 
2 AVE 2 Y MU 
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Itvidentemente, 0” es un número real positivo, mientras que wm” 
es un número imaginario puro con la parte imaginaria positiva. 
Tomemos u' y u” por semiperíodos de la función elíptica y (2) 
y demostremos que esta función ropresenta la solución del proble- 
ma planteado, es decir, que posee los invariantes g” y g”. 

Transtormemos previamento las fórmulas (6.5:1). En la prime- 
ra de ellas introducimos una nueva variable >> 0 bajo el signo 
de la integral según la fórmula 


a ee" 
l==6€ Eo 


(bservando que a los limites de integración e” y oo las corres- 
ponden ahora los límites nuevos 4 y O, obtenemos: 


0 2 La 
7 ep ea (1 Ai —= 0): 


mm 1 j dt 
Yee] Yi 183 


donde 
0<kt= EG <1. 


Análogamente, sustituyendo primero en la segunda de las fór- 
nulas (6.5:1) £ por —£, hallamos: 


e va 


al di 
a VERA RA 


y después, haciendo 


U 


¡=1GE—e  (6>0) 


y efectuando los cálculos necesarios, obtenemos: 


1 
mw 1 | dr 
(M.— ——_ a  —___—__—__——— 
V (1 — 12) (1 — k'212) 
+ 


dondo 


E 
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Ve Jas fórmulas oblenidas se deduce que 


dr 
lo ] V (1 —13) (1 —k212) 


A O 
VA (14213) 


Cuando k* crece desde O hasta 1, Ja integral que figura en el 
1 


d Mies E 
numerador crece desde == 5 hasta el infinito. En este 
—T 
0 


caso h'* = 4 — k?2 decrece desde 4 hasta 0 y, por consiguiente, el 


denominador decrece desde el infinito hasta 5. De aquí que la 


2 Em? 
razón Crece desde O hasta oo, pasando por todos los valores 


. o? e— e" 
positivos cuando k* = 5 crece desde O hasta 1. 


. ; ,  i' En je 
Por esta razón, a cualquier valor de la razón 7, dado a priori, 


le corresponde un valor de 4? comprendido entre 0 y 1, y sólo uno. 
Determinando k? por los dis dados de w” y vw”, de la fórmula 


iS e Vi=a aa 


hallamos e” — e”. Por ello, se puede suponer conocido lambién 
e” —e” =(e” — e) kk? y, finalmente, empleando la relación e” +- 
“-£” + €” =0(0, obtenemos cada uno de los números e', e” y e”. 


En resumen, dando a priori Jos valores de Jas integrales 


cm 


is j di y ei ¡ di 
pd P. UA a — Y A ena a o LA ula 
EA y 4188 t—g z V (41I— g"1— g”) 


o” s Sufra Ñ 
(de modo que o” y — Sean números positivos), podemos determinar 


unívocamente los valores de las raices e', e” y e” de la ecuación 
48 — gt —g” =0 y, por consiguiente, también los valores de 
los coeficientes g” y g”. Utilizaremos esta observación para demos- 
trar que los invariantes g2 y gz de la función construida  (z) 
coinciden con los números g” y g”, con lo cual se termina la resolu- 
ción dcl problema de la inversión en el caso considerado. 

En el ap. 6.3 ya se estudió la función f (z) con un período real 
y otro imaginario puro, y nos convencimos que w = Y (2) loma 
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valores reales y decrece desde oo hasta e, = Y (w”) cuando varía 
a lo largo del eje real desde ( hasta o”. 

Designando con g2 y g3 los invariantes de la función (2) y 
observando que Q” (z) toma valores reales negativos para 0 - "2 = 
=x< w', obtenemos: 


Y” (2) = — v 4 [6 (2) P— £2 (2) — 83, 
de dunde 


“1 
, ¡ di 
ww = 


— Y 43= B2l —Zy 
+ 


Análogamente, ff (2) toma valores reales y crece desde —oo 
hasta ez cuando z = iy varía desde O hasta w” a lo largo del eje 


dy (o) _ de) 
dz dy 


imaginario. Además, la derivada toma valores 


imaginarios puros con partes imaginarias negativas. Por lo tanto, 
m 
para z = iy, donde ( < y <+, obtenemos: 


Pp" (iy) = —i y — (41 (9P— 228% (ty) — 84), 
de donde 


r3 
JA ' di 


V—43—=gt—g) 


+00 + 

Como, según lo demostrado, los valores de los coeficientes del 

polinomio subradical se determinan unívocamente por los valores 
de las integrales consideradas 


e' “ 


: dt ' dt 
(ñ == ¡ PAR, = COLI (=== 
Lo =V a e Y 4 — gal —63 
e” eg 
mw | dt . dt 
0" =i xÁRAR =! | V 4528) s 
EN V-48=g t—g") ISA — (419 — gal — gg) 


resulta g2=8"” y g3=8”, con lo que se termina la demostración 
en el caso a). 
Consideremos ahora el caso )). Aquí In ecuación 


bB=g1=g"”=0 


tieno que tener una raíz real e” y dos raíces imaginurias conjugadas 
, pr 
e ye”. 
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islijamos las notaciones de tal manera que la parte imaginaria 
de la raíz e” sea positiva. Observando que el polinomio 


Pg tg A (te e) (ie) 


toma valores reales para t real y, además, positivos si ¿>e” 
y negativos si ¿<e”, hagamos: 


tY. 


e VB YB | 

y pe (6.5: 
e di y 

1 = A E 
p )=7w yg t—y") E | Y 08187) rol ) 


—25 


Aquí a y $ son números reales y positivos. Construyamos una fun- 
ción elíptica € (z) de períodos 20" =a —if y 20” =a + ¿f 
y demostremos que ésta representa la solución del problema de 
inversión planteado, es decir, que posee los invariantes g” y g”. 

Transformemos previamente las fórmulas (6.5:2). Hagamos en 
la primera de ellas la sustitución de la variable 


t=e” + 1? (1 > 0). 
Obtendremos: 


no 0 


a SR =>) A AA 
, 2 WAS (12407 —e” (24 e —e”) " ya |. e” —eg”) pere”) 
+ 


Fagamos e”—e'=pe'? y, por consiguiente, e” —e” =pe-%%, donde 
0<q<rx. Entonces tendremos: 


00 
¡ dí 
QQ — e A » 
Y 114 2pt? cos y +p? 
0% 
o finalmente, haciendo T= Y pl: 


aVp= í dt 


Vi+F22cosp+i 


Del mismo modo, sustituyendo primero en la segunda de las 
fórmulas (6.5:2) £ por —+t, hallamos: 


o 


$ - j A A 
EN EE " 
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y haciendo después 
t= —e 1 (1 > 0) 
y efectuando los cálculos necesarios, obtenemos: 


p=f 21 de 


A 2 ya (124+e"—e") (127 e —e”) pa 


pa dl] 


_ í d a [ 043 ] 
URBANA] y VR 2p cos p Ep 
0 + + 


Finalmente, haciendo aquí 1 =V (x*, resulta: 


YT, di 
pro=| Y 142 cos q+1 
vu 
De las fórmulas halladas se deduce que 


de 
. a 


Bo 


| V tt—2(8 cos +1 


Si , varía en el segundo miembro desde O hasta xr, cos y decrece 
desde 1 hasta —1 y, por rial la integral que figura en el 


numerador crece desde qe ¡Fa = 5 hasta el infinito y la integral 
0 


. . E . 

que figura en el denominador decrece desde co hasta  - De aquí 
> [4 4 . 54 

se deduce que Ja razón 13 crece desde O hasta oo y, por consiguiente, 


¿a as 
a Cada valor de la razón +], dado a priori, le corresponde un valor 


único q entre los límites Ú y x. 
Determinando q por los valores dados de x y f y poniéndolo 
en la expresión de a, hallamos: 


dt 
p= Vi 28 cos +1 ¿QQ 
» pl |-4£8 cos q 4- 
Por consiguionto, los valores de p y q se determinan unívoca- 


mente por los valores dados de a y f. Por lo tanto, se determinan 
univocamente las diferencias e” — e” y e” —*” y luego, mediante 
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la relación el 4 e” + e” =0, todas las tres raices e', e” y e” de 
la ecuación 4” — g"! — g” =0 y, finalmente, sus coeficientes 
gy 

Jn resumen, dando a priori los valores de las integrales 


e” 


a ( di y bei í di 
VA VA 


(de modo que a y f sean números positivos) se pueden determinar 
unívocamente los coeficientes g” y g” del polinomio 4£%* — g“t — y”. 
Utilizaremos esta observación para demostrar que los invariantes 
E2 Y Es de la función analítica que hemos construido coinciden con 
los números dados g” y g”. 

in el ap. 6.3 ya se estudió la función £ (2) en el caso en que 
ésta liene un par do períodos fundamentales conjugados a — if 
y a + f$, y nos convencimos que w == Y (2) toma valores reales. 
y decrece desde +00 hasta e, = € (a) cuando zZz= x recorre ol 
segmento del eje real desde 0 a a. Observando que la derivada 
(o (7) tiene que tenor en este caso valures reales negativos, obte- 
nemos: 


9 ()= —V 4 lg (826 (2) —Es. 


de donde 
e2 
' dt 
ad = — TASA 
o — Vi gt=g3 
Análogamente, $ (z) loma valores reales y decrece desde e, 


hasta —oo cuando z = a + ¿y recorro el io de la recta para- 
lela al eje imaginario desde el punto a hasta el punto a -+l- ¿f. 
Además, la derivada 
dy (0 _ ¿Beti 
e dy 
toma valores imaginarios puros con la parte imaginaria positiva. 
Por ello, para z=G-—¿y, donde (O <y<f: 


$” (a -1- iy) =i y —(4 [8 (2 + y)? 828 (a + 1y)—£3), 
do donde 


2 


x de 
pl b) ) Y — (413 — got — gy) 


a CL 
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¡Como, según lo demostrado, los valores de los coeficientes del 
polinomio subradical se determinan univocamonte por los valores 
de las integrales consideradas 


e ez 
a í dt e dt 
e y 35 ge — VA — ets 


e” 02 


f=i | E de 


a pl Y Wa" 


rosulta g2 = £” y Ka = £”, con lo cual so termina la demostración. 

Del estudio realizado se deduce, en particular, que si los inva- 
riantes ga y £z de la función € (7) son números reales, entonces 
£ (2) posee o un par de períodos fundamentales, uno de los cuales 
os real y el otro imaginario puro (si el discriminante Á es positivo), 
o posec un par de períodos fundamentales conjugados (si el discri- 
minante es negativo). En efecto, en cada uno de estos casos w «= 
= (ff (2) representa la in ersión de la integral elíptica 


y 
: de 

E | VID—g0—85 
z — gal —83 


y, por consiguiente, según lo demostrado, o posee un par de 
periodos fundamentales de la forma 


CL 


€3 d 
20 === j AA y 20), — | A 
Hen y 4ti— gat—g3 EA —i Y — (448 — got — £3) 


VS 
(cuando A>>0), o es un par de períodos fundamentales de la forma 


€ a “3 4 
l é ¿ 
a + $ = ( ——MMMIMIIMMNNNKÁA — 1 j e 
a a L So » A Ñ al A E E 
qe 4 11 — gal —E3 EA V (13 — got — £3) 
en ez 


dt dt 


— VY 41% — pot — p- — (413 — fot —- Za) 
| Y 4 —g2t—83 2 VA Eat —83 


(cuando A <O0). 

Obsérvese, finalmente, que la condición de que sean reales armbos 
invariantes es necesaria y suficiente para que la función f (z) 
tome valores reales en cl ejo real. 

En efecto, si ga y ga son númoros reales, entonces, como acaba- 
mos de ver, € (2) o posee un período fundamental real y cl otro 
Imaginario puro, o dos períodos fundamentales conjugados. En cada 
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uno de estos casos, como se mostró cn el ap. 6.3, € (2) toma valores 
reales en el eje real (y también en cl eje imaginario). 

Recíprocamente. si f (2) toma valores reales en el eje real, 
entonces el polinomio 


418 (2)1P— 828 (2) —£,=18" (2) 1? 
también toma valores reales para 2=x. Por ello 
$ (2) Im g2-- Ím g3=0 
para todos los valorcs reales do x, de donde 
Im g¿=Im g,=0, 


O SCA, ga Y ga son números reales. 

6.6. Si se comparan las funciones doblemente periódicas con 
las simplemente periódicas, entonces, como analogía de la función 
( (2). la cual tiene un polo doble en cada uno de los períudos Q = 


: E 1 

= 2mu, + 2n603 con la parte principal Gay 
la función cosec? z, la cual también posee un polo doble en cada 
uno de sus periodos w = na con la parte principal ar Entre 
las funciones trigonométricas hay también funciones más simples 
que cosec? z y que están estrechamente ligadas con csta función; 


tales son: cotg z con polos simples en cada uno de Jos períodos w 


se puede señalar 


do : 1 
y con las partes principales correspondientes ¿3 y Sen 2 com ceros 


simples en cada uno de los períodos. En lo que se refiere a las rela- 
ciones de estas funciones con coser? z, dejando a un lado las celacio- 
nes algebraicas, se tiene, evidentemente: 


(cotg 2)” = —cosec? 2 y (Ln sen 2)” =cotg 2. 


Intre las funciones elípticas no pueden existir funcionos con 
polos simples en los períodos (y que no lengan otros polos más), ni 
funciones enteras. Sin embargo, sin exigir que sean elípticas, se 
pueden construir funciones que estén ligadas con € (z) del mismo 
modo que Jas funciones cotg z y sen z están ligadas con cosec? z. 
Ahora nos dedicaremos a definir y analizar las funciones que son 
análogas a cotg z y sen z, las cuales desempeñan un papel impor- 
tante en todos los cálculos con funciones elípticas. 
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La función análoga a cotg z es la función € (t) theta-fun- 
ción de Weierstrass?), definida por las siguientes con- 
diciones: 


Er=-et) y lim[o()-<]=0. (6.6:4) 
2» () 


Jista función puede expresarse también cn la forma: 


2 
co =$ [00-37], 
Ú 

donde la integración se efectúa a lo larga de cualquier curva recti- 
ficable que no pase por los puntos $2 +0. Reemplazando f (z) 
por su desarrollo en fracciones simples e integrando término a tér- 
mino, Oblenemos: 

z 


co] 3 [5-0] 4-3 [51 + 18]. 


o=++ 0 [5+25+5)- (6.6:2) 
La función £ (z) es meromorfía y tiene polos simples en los puntos 
£=Q con las partes principales correspondientes E: 
Fácilmente se observa que £ (2) es una función impar. lin efecto, 
El) + (—231 =8 (2) 5 (—2= —P (2) -- Y (—2) =0 


y, por consiguiente, 


c()+5(—2)=C, 
() sea, 
> tt. 1 
[c0—+]+-[1-9+2+)]=c. 
Para z—>0 el primer miembro tiende a 0; por consiguicnte, 
C=0 y 
E(—2)=—E(2). (6.0:3) 


») No hay que confundirla con otra theta-función que desempeña un papel 
importante en la teoría de los números y que se define mediante la serie de 
S[.] 


Dirichlet: [ (2)= Ss (esta sorie es convorgente en el semiplano Re z > 1). 
1 
Fasta última función fue introducida on la ciencia por Euler; sin embargo, por 


tradición, esta función se lMamu ordinariamente theta-función de 
Riomann. 
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Obsérvese también que 
(24 20)—(2)1=E (2+20)—5 (2) = (2) —8 (2+ 20, 0, 
por lo cual 


¿(2 + 20) —I (2) = 2n; (p=1, 2, 3), (6.6:4) 


es decir, cuando z varía en 20, la función £ (z) varía en una cons- 
tante aditiva 2n;. Entre las cantidades 20, y 2n, existen unas rela- 
ciones muy simples. Para deducirlas integraremos la función (£ (3) 
a lo largo del contorno y del paralelogramo con los vértices —o,, 
01; — 03, 02, — 014 + (3. Como £ (2) tienc en el interior de este 
paralologramo un polo único z =0 con el residuoj1, se tiene: 


y 56 dz= 2ni. 
J 


Por otra parte, esta misma integral puede expresarse en forma 
de una suma de dos diferencias de integrales, extendidas a los pares 
de lados opuestos del paralelogramo: 


y 
Ñ ¿(—m —0+4 20) 2001 dt — j ¿(—0,4 03 + 2t0,) 20, de | + 
0 0 


1 1 
+ [y ¿ (0, —03 + 2103) 20, di — | ¿(— 0, —037- 20,) 20, de] ; 
Ú Ú 


Izn virtud de (6.6:4) esto puede expresarse en la forma 


— 40013 + 40591, 
de donde 


20031) — 20,n3 =1ti. (6.6:55) 
Observando que 2 = 26m, + 2m3 y 
22 =E(2— 202) —E (2) = [E (24 Lo, + 201) —E (2+ 2o05)l + 
+ [E(2 + 203) —E (2)] = 20, + 2», 
obtenemos de (6.6:5) las siguientes relaciones: 
200412 — 2074 = — Té, 2093 — 203 = —111. (6.6:57) 


Las igualdades (6.6:5) y (6.6:5”) se llaman relaciones de 
Legendre. 
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Construyamos ahora la función análoga a sen z. Esta función 
se representa por cd (z) (sigma-función) y se define del 
modo siguiente: 


da L / 
AA y tliml2a, (6.6:6) 


Para osta función se tieno: 
128 | [5()—¿] dz= > “[ Ln (1— ++]. 
de donde 
O (2) = 23 0xp [ [z ()-] de) = zI1' (1-3). E (6.6:7) 


Heros abtenido un producto infinito, extendido a tudos los 
OQ + 0. De esta representación se ve que y (z) es una función entora 
con ceros simples en dos puntos $2 = 2n0, + 2m0y. 

Su orden cs igual a 2, puesto que el exponente de convergencia 
de la sucesión de sus ceros es igual a 2 (véase el ap. 5.3). 

Obsérvese que 


0(—2)= —2exp Ni [ () E] da) = —2€xp Ñ E (0) 5] 02) 
0 0 


(aquí se tuvo en cuenta que la función £(2) es impar); por lo 
tanto, 
o(—2 >= —0(2), (6.6:3) 


es decir, 0 (2) es una función impar. 
De las fórmulas (6.6:6) y (6.6:4) se desprende que 
o "(:4+20) 0 (2) j , 
c(:+20/) To (2) =2n; (¡=1, 2, 3), 
de donde, integrando: 
o (3+20)) 


Ln A] 


= 2N¡Z—Cj, 


o sea 
O (2-+ Loy) =0 (2) 2054794, 
Pongamos aquí z= —o»; entonces, teniendo en cuenta que la 
función a(z) es impar, se tiene: 


_ A Es e20jojéey, 
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Por consiguiente, 
o(z- 20)= —0 (2) e 649) (j=14, 2, 3). (6.6:9) 


in resumen, cuando z varía en 2w, la función o (2) adquiero 
cl factor exponencial. 

6.7, Cualquier función elíptica puede expresarse en forma fínita 
mediante las sigma- y theta-funciones. Aquí consideraremos las 
funciones elípticas de periodos fundamentales 2w, y 203 y las fun- 
ciones £ (z) y o (3) que se construyeron partiendo de estos períodos 
fundamentales. 


Teorema 1. Sea f (z) una funtión elíptica de orden n y sean 
Al. Gn Y Br .- ., P, sus ceros y polos, respectivamente, (escri- 
los de acuerdo a sus órdenes de multiplicidad) pertenecientes al parale- 
logramo fundamental de períodos. Entonces 


= (UE—2).:.0(20m) 6.7:1 
142) o(¿—By)... 0 (2 —fn) ( ) 


donde C es una constante y Pha=(a4 +... +0)—(B+... 
e. Bn-1) *). 


Demostración. Como o (2) tione polos simples en todos 
los puntos L = 2mw, + 2nw3, la función o (z — £) tieno un polo 
simple en cada uno de los paralelogramos de períodos: en el punto c 
del paralelogramo fundamental y en todos los puntos que son con- 
gruentes a él. De aquí que 


d(z=—4y) ... 0 (2 An) 


P (2) o(z—Bi)... 0 (2—PBn) 
es una función meromoría que tiene n ceros y n polos en cada uno 
de los paralclogramos de períodos de la función f (z), los cuales son 
congruentes a los ceros y polos de la función f (z) situados cn el 
paralelogramo fundamental. Obsérvese que, en virtud del teorema 4, 
ap. 6.2, Pr— Br = (01 +... +09)—(B +... + Br) es uno 
de los períodos de la función f (2) y, por consiguiente, f, es congruen- 
te con fB,. De aquí se deduce que los ceros y polos de la función 
q (z) coinciden con los ceros y polos de la función f (z) en cada para- 
Jelogramo de períodos. 

Cerciorémonos ahora de que q (z) es doblemente periódica y, 
por consiguiente, es una función elíptica. En efecto, según las fór. 


*) Obsérvese que en el último factor del denominador en la fórmula (6 7:1) 
el número f, se sustituye por g;. (Nota del T.) 
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mulas (6.6:9) 
p (24 20) =exp(2n,[(¿—0,+09+...+(2—0r +0) — 
— (2 —f y + wm) — o... —(2 —Ba-r 71) P (2) = 


=exp(29/L(B+... +Bn)—(044- ... + Gm)1) q (2) = q (2) 
(j= 1, y 3). 


Por consiguiente, el cociente Y (z) : p (2) es una función elíptica 
sin ceros y polos, es decir, es una constante C. La fórmula (6.7:1) 
queda demostrada. 

De la demostración misma se deduce que log puntos «y, .. ., An 
y Bi .... Bn se pueden sustituir por cualesquiera otrog puntos 
congruentes, siempre que se cumplan las relaciones do igualdad 
entre la suma de los ceros considerados y la suma de los polos. 


Teorema 2. Sea f (2) una función elíptica, cuyos polos en el 
paralelogramo fundamental de periodos son los puntos d,, ..., b, 


con los órdenes Xy. .. ., %, y las partes principales correspondientes: 
ao A 
8n (2) == 5 + A - 
Entonces 
á (K) AY , 
f(2)=0+ 3 [ae —b) — EE (o) A 
h=a 1 

TN as A e 
HE o E a) ], (6.7:2) 
donde C es una constante. 

Obsérvese que ¿'(z — ba) = — Plz — ba) y, cn general, 
E (3 — br) = — po0n (z — 0). 

Demostración. Está claro que £ (z — b) tiene polos sim- 
ples en todos los puntos b + N con las partes principales 670 ; 
y 10 (z — b) tiene polos de orden j + 4 en todos los puntos b + Q, 

] inci qa — LH a UM ) 
con las partes principales (— 1) O Fa Por ello, la suma que 


figura en el segundo miembro de la fórmula (6.7:2) representa una 
función meromoría q (2) para la cual los polos, sus órdenes y las 
partes principales coinciden con los polos, órdenes y partes prin- 
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cipales de la función f (2). Demostremos que q (z) es una función 
elíptica de períodos 2w, y 203. En efecto, en virtud de la fórmula 


(6.6:4), se tiene: 
, p (220) — q (2) = 
= Y APR (+20,—b1) —E(2—04))=20, Y) 40. 


h=1 k=1 


A 
Pero AD es la suma de los residuos de la función elíptica 


Puma 1 
f (z) respecto de todos sus polos pertenecientes al paralelogramo 
r 
tundamental de períodos. Por lo tanto, >| 41% =0 (teorema 2, 
h=1 


ap. 6.2) y, por consiguiente, 
q(24+20)—p(3=0  (=1,2, 3), 
es decir, q(z) es una función elíptica. En resumen, f(z)—e (2) 
es una función elíptica sin polos, o sea, 
Í(2)—q (2) =C, 


con lo que se termina la demostración de la fórmula (6.7:2). 
Sj se hace una analogía con la teoría de las funciones racionales, 
entonces la función « (2) se puede comparar con 3, mientras que 


la función £ (3) con =. Entonces el teorema 1 del presente apartado 


corresponderá exactamente al teorema de la posibilidad de expresar 
una función racional de orden nr con los ceros finitos a, y los polos 
finitos fi, (« =41, 2, ..., n) en forma de un cociente de dos poli- 
nomios descompuestos en factores lineales: 


_ pí(z—ay)...(2—Gn) 
jm =c (¿—By).. (Ba) * 


y el teorema 2, al desarrollo de una función racional en frac- 
ciones simples: 


P 1h) 
gq Ali) A 
2=C+ | 1 o +]. 


Proponemos al lector construir las expresiones análogas para 
las funciones Lrigonométricas, donde en lugar de o (7 se debe tomar 
sen z, en lugar de £ (z) se debe tomar cotg z y. finalmente, en lugar 
del paralelogramo de períodos se debe tomar la franja de períodos. 
En este caso los ceros y polos de la función trigonométrica deben 
tomarse en alguna de Jas franjas de períodos, por ejemplo, 
=N<I<N. 
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Como aplicación de los teoremas de este apartado, consideremos 
el problema del cálculo de la integral elíptica 


[Bt VIP gH—g0) dl, 


donde Ri (£, 7) es una función racional y Á = gi — 27 +0. 

Para tener derecho a aplicar los resultados del ap. 6.5, referen- 
tes a la inversión de integrales elípticas, supondremos ademas que 
£o y £¿ son reales, pues éste es el caso más importante en la práctica. 
Debido al ap. 6.5, cxiste una función elíplica Y (3) que satisface 
a la ecuación 


[8" (231? = 48" (2) — g:8 (2) — 83- 
Sustituyendo en la integral t por $ (2), podemos reemplazar 
145 — got — ga por y (2) y, por consiguiente, resulta la integral 
| Rig (2), 8 (2)18" (2) de. 


Pero Rig (2), P (DP (2) —f (2) es una función elíptica. Expresán- 
dola según la fórmula (6.7:2) e integrando, oblendremos: 


- (1) 

[sde 24, [49 leon dE cb + >> 

> k=1 a . 
ge) 


¿eE (= ya! EN pa 3 (¿—b1) | : 


Para calcular las integrales ' E (z—ba) dz se sustituye £ (z —- bx) 


por as Lno (z—¿,). Resulta definitivamente: 


Tr h) 
Í f (2) dz =C,+C2+ y ag Ln o (2 — b1) — 1 ab) + ed 


ku 1 
%pi EN (Ap 2) 
A a nTe (—b4)) : 


Este cs el resultado de la integración, al cual, para volver a 
la variable inicial, se debe agregar además la relación 

t 

t=8(2) o sea ¿=)| 


[n..] 


dí 
Var —g21— 83 
6.8. De los tevuremas del apartado precedente se pueden deducir 


numerosas identidades de la teoría de las funciones elípticas. Seña- 
lemos solamente las más importantes. 
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Sea 3 un número complejo que no sea período de f (z). lxami- 
nemos la diferencia 


Í (2) =P (2) —$ (3). 


Esta es una función eclíptica de segundo orden. Sus ceros son los 
puntos 3, —3 y todos los puntos que son congruentes con los indi- 
cados. Si 3 — (— 3) == 23 no es un periodo (o sea, si 3 no es un 
semiperíodo), entonces 3 y —3 no son congruentes entre sí y, por 
consiguiente, cualquier cero de la función f (2) es congruente con 3 
o con —3. Si 23 es un período, entonces 3 es un semiperíodo quo 
no es período. De aquí que Y” (3) = U, es decir, 7 es un cero doble 
de la función € (2) y de nuevo cada cero de la función f (2) es con- 
gruente con ¿3 y —2. Observando que f (2) tiene un polo doble en 
el origen de coordenadas, apliquemos el teorema 1 del ap. 6.7. 
Hagamos %y = 3, 2 = — a Pi =0, BP, = 0. Es obvio que aquí 
se cumple Ja condición f; = (a, + a) — f,¡- Tendremos: 


_po(z—4) 0 (24 4) 
2-9 (1) =“— A 


de donde, multiplicando por 2? y pasando a límites cuando 2 —0. 
rosulta: 


4=C o (—3) O (a) = —Co? (3), 


.. 0(2)72 
lim 27] 
O sea, 
paa. 
ap" 
En resumen, 
ete ()- —EYEE». (6.8:1) 


a? (3) a? (y) 


Hagamos aquí ¿=0)y; entonces P(3)=e, y en virtud de las 
fórmulas (6.6:9) 
c(2+0)= —o(2—0Je "7, 
de donde 


0c(2— wjy) = — O (2 q4- 0) emp 


y, por consiguiente, 
gi (z 7- w y) 


> —2N 2 
) A TA 
$ (2) ej e j ag? (z) g2 (w y) . 
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Isxtrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, obtenemos: 
Ve(lo—e=e "4 (6.8:2) 


Se ha elegido aquí una de las dos ramas do la raíz cuadrada; 
precisamento la que representa al segundo miembro de la fórmu- 
la (6.8:2). 

Hagamos las notaciones 
a(2+0u y) 

g (uy) 


o (zw) 
a(2)0(w;) * 


enf 


=0,/(0) (¡=1,2, 3). (6.8:3) 


Istá claro que las funciones 0, (2) son enteras; éstas se llaman 
oc—funciones asociadas. Las fórmulas (6.8:2) se escriben 
mediante ellas en la forma 


0;(2) 


Vél)—e= Gia (6.3:4) 
y, por consiguiente, 
/ y? 2 s 
1 ()1*=419 (901 ly (2) el 140 (2) es] = PEE, 


de donde 


de 04 (2)-07 (2) -03 (2) 


Para elegir aquí corroctamente el signo, multipliquemos ambos 
miembros por z* y pasemos a límites para z > 0. Como z* 9” (2) — 
mE —> 1 y, finalmente, a; (0) = 1 (debido a la definición), 
hallaremos que en la última fórmula se debe lomar el signo menos. 
Ast, pues, 


E 


y" (a) < AUREA (6.S:5) 


Volvamos a examinar la fórmula (6.8:1). Tomando en ambos 
miembros la derivada logarítmica respecto de z, obtenemos: 


y” (2) 


varo 0+0+50—3)—2 6), (6.8:1”) 
o bien, cambiando de sitio z y 4: 
EZ A (68: 


Sumando y dividiendo por 2, hallamos: 


ACTA o o 
ZP IY IO =E(24+3) E (2) E (4). (6.8: 6) 


$ 6. SIGMA-PUNCIONES ASOCIADAS 395 


Derivando ambos miembros de la igualdad (6.8:5) respecto de z, 
resulta: 


1 Y _1vely E emM__a E 

Ai rr OS 
Cambiamos de nuevo de sitio z y 3: 

IA > O OTE O A ñ 

A IN E YET 440). 


y sumamos término a término las igualdades obtenidas 
iy a 1 [e 2) (91? 


av 2 rare IFE 
(6.3:0 
Obsérvese finalmente que de la ecuación 
[9" (2)1* = 49 (2) — 828 (2)— 83 
se deduce que 
29" (2) y” (2) = 128" (2) y” (2) — ga8” (2), 
u sea 
oe i 1 
y” (2) -- 64? (2) — 3 82: 
Por lo tanto, 
19 (2-9 _ 16/4222 0 _210 m4 
2 y(2—v() 2 yY(d—y() 916 (2) + 948)] 
y. por consiguiente, la relación (6.8:6”% puede expresarse en la 
forma 
l 4 3 —y' (917 o.” 
error 0= ¿[E > (68: 


l'sta es una de las formas del teorema de la suma para 
la función elíptica $ (2). En efecto, la fórmula (6.8:7) representa 
una relación algebraica entre y (2+3), Plz) ye (3), si se 
emplean además las ecuaciones: 


[8 (231? — 44 (2) — 828 (2) — £3, 
(8 (3)1* — 48” (3) — E28 (3) — 83. 
6.9. Como un ejemplo simple de aplicación de las funciones 


de Weierstrass, consideremos el problema del péndulo esfé- 


rico. Así se llama un punto material que se mueve sin rozamiento 
sobre la superficie de una esfera. 
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Ilijamos un sistema de coordenadas cilíndrico así como se 
muestra en la fig. 54. Entonces la ecuación do la esfera se_expresa 
ASÍ: 


put=), (6.9:1) 


donde l es el radio de Ja esfera. Como el péndulo está bajo la acción 
de la fuerza de gravedad —mg y la reacción normal de la esfera, 
según el teorema de las fuerzas vivas, aplicado al péndulo, tendremos: 


mV2  mVE 
TG — MB (U—u0), 
( ea, 
V?2= —2gu—h, (6.9:2) 


donde k cs una constante. 

Por obra parte, como las fuerzas que actúan sobre cl péndulo 
siempre están situadas en un plano con el eje u, se puede aplicar 
también el teorema de las áreas, el cual afirma que la velocidad 


FIG. 54. 


areolar del movimiento do la proyección del péndulo sobre el plano 
u = (0 respecto «del origen de coordenadas se mantiene constanto: 


de , 
po =C. (6.9:3) 


De aquí se deduce que el ángulo q es una función monótona del 
tiempo f. Las ecuaciones (6.9:1), (6.9:2) y (6.9:3) determinan las 
coordenadas u, p y y del punto móvil en función del tiempo. Demos- 
e que estas coordenadas se expresan mediante las lunciones 
$, 6 y 0. 
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Determinemos primero u, para lo cual oliíminamos p y q en 
las ecuaciones en cuestión. 


Sa tiene: 
SE dp C 
Pp =Y Bu , - —= az 
y 
ds? dp y? ; die NA? 
Va (e (E (7 
Por dolina: de (6.9:2) obtenemos: 
ulu*? Cc? ; 
rd > cs 
donde se ha puesto eu. De aquí que 
lu? = (h— 2gu) (12 —u*) —C?=q (u), (6.9:4) 


donde g (u) es un polinomio de tercer grado. 
Si to (— l< uy < 1 os la coordenada del péndulo en el momento 
inicial, entonces, evidentemente, tendremos que tener: q (uy) > 0 


(puesto que la velocidad u' = + 1410) es un número real). 
Observando queg (+ 00) = + 00,q (1) = — C?<0,q (un) 220, 
lb =-—C?2<0, q (— 00) = — oo, sacamos la conclusión de 


que todos los ceros 7 4», 4 del polinomio de tercer grado q (u) 
son reales. Si q (un) >> O, entonces éstos están situados en los inter- 
valos (1, + 00), (Un, 1) y (— l, up), uno en cada intervalo. Desig- 
némoslos en el orden siguiente: 


—1ZUu << uo < 1 < Us, (6.9:5) 


Si q (u,)) = 0, entonces en el intervalo (l, + 00) habrá igual 
que anteriormente un cero uy, de modo que el número total de coros 
en el mismo será impar, mientras qué cl intervalo (—oo, —)!) no 
contendrá ningún cero (puesto que el número total de ceros en el 
mismo es par). Por consiguiente, dos ceros tienen que estar situados 
en uno de los semiintery —1, Ugl O lug, E) y resulta la misma 
disposición que antes, con la sola diferencia que entre la y uz O 
entre ua y (te aparece el signo de igualdad. lón particular, es posible 
ec] caso en que 


Us =— lg = ug. 


Entonces q (u) = 2q (u — u,1) (u — un)?, y. como fácilmente se 
observa, la ecuación (6.9:4) es integrable cn funciones elementales. 
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Omitimos Ja discusión de este caso particular *). Asi, pues, a con- 
tinuación se supone que todas las raices de la ecuación q (u) = 0 
son simples. 

En este caso q (u) se mantiene no negativo en el segmento fuga, us], 
que contiene el valor uy, y cambia de signo al pasar u por la frontera 
de este segmento. De aquí se deduce que durante todo el tiempo 
del movimiento la coordenada yu tiene que satisfacer a las desigual. 
dades 


—I<u<us<u<l, (6.9:6) 


es decir. el péndulo se mantiene todo el tiempo dentro de cierto 
segmento esférico. Volviendo 4 examinar la ecuación (6.9:4), haga- 
mos en la misma una sustitución de la forma 


u=ab—b, 


donde a=0U y b son unos cocficientes reales. Resulta: 


aliuy?2=g(ar+b) osea yv? ==2.1 (av + b). 


Llijamos a y b de tal modo que el polinomio a 9 (av +5) Lome 
la forma 


4u5 — gav— Bj. 


Para ello es suficiente igualar a cuatro el coeficiente supcrior del 
polinomio e igualar a cero el coeficiente de v?. Entonces tendremos: 
an, bo. (5.9:7) 
Después de esto la ecuación (6.9:4) se escribe en la forma: 
v'2 408 — gL— Ey. (0.9:8) 
Los ceros del polinomio 4v*-= g2V — Pg Son: 


u¿—b 


e¡= (¡=1, 2, 3), 
donde e, > €, >>ez, puesto que u¿>uz>us y a>0. Al segmento 
Uy < 4 <Uz le corresponde ahora el segmento fa <. y < ex. 

do aquí se deduce que el discriminante 


A=g—278, >0, 
*) Véaso este caso, por ejemplo, en el libro do G. K. Súsl o v, Mecánica 


teórica (T. XK. Cycau on, Toopernzeckan mexagua, Manasnme rperbo, Poctex- 
nagar, 1944, crp 204--207). 
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y, por consiguiente (ap. 6.5), existe una función elíptica f (t) con 
los períodos fundamentales: uno real 24 y uno imaginario puro 
2¿f, la cual satisface a la ecuación 


[9 (11% =4 18 (1)1P— 828 (1) — 83. (6.9:0) 
Los períodos 2a y 2¿f se calculan por las fórmulas (6.5:1): 


+Hu: C3 


e di p= de 
VidiZad=es" 3) VIE 485) 


ct 

Si t = 0 + if, entonces, como ya so vio en el ap. 6.3, € (vr) = 
— € (0 + if) es una función de o de período 2a, la cual es dife- 
renciable y creciente desde ez hasta e, en el segmento [0, al y decre- 
ciente desde e, hasta ez en cl segmento fa, 2a1. Los mismos valores 
loma también (rt) en cualquier recta t=0 + (2k + 1) ip 
(k =0, +1, .. .). Hagamos en la ecuación (6.9:58) una sustitución 
más de la Ínnción incógnita v: 


D= Y (o L ib). 
Resulta: 
(EAS (7 4 19 (04 1B)1?— go (0 + 18) — En, 


de donde 


o sen, 
o == + (1 — to), 
donde + ty es la constante de integración y, por consiguiente, 
v= Y [+ (to) +iBl. 
Como 
Y (—0+ ib) = y (0— ib) = y (0 +18), 
la elección del signo en el resultado obtenido es indiferente. Hare- 
mos 
v= Y [(t — to) + 1B] 


de modo que para f == to $ (i$) =— eg = minv. Calcularemos el tiempo 
t desde este momento; entonces tendremos: 


v= $ (141) 
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y 
Uma PB (6.9:10) 


Así, pues, la ecuación (6.9:4) queda resuelta. Como l?u”* — q (u) 
es una función meromorfa de u, la cual se anula para todos los 
Y<¿t< oo, o sea, para todos los u del segmento uz < u < uz, re- 
sulta que, en virtud del teorema de unicidad para las funciones 
analíticas, ésta es idénticamente igual a cero. Por consiguiente, 
para cualquier número complejo Y se tiene: 


Pu?—q() =P" ()—d¿(a9 (1) +b]=0. — (6.9:41) 
ista observación la emplearemos más adclante. 

Ha resultado que u cs una función periódica de t, de periodo 2a, 
la cual se expresa mediante una función elíptica P; además, alcan- 
zn el valor mínimo uz en los momentos t =0, 2a, 4a, ... y el 
'alor máximo u» en los momentos t=«u, 3Ja, 0, ... 

Para calcular el ángulo q = q (1), expresemos dq en la forma 


C dl C dt 1 1 
== "BLAN —1 eN 1) j 


Obsérvese que la función u=a $ (1) +b toma los valores +1 para 


9) ==2 . 


J-cro 
labs lib ob pb 
RE E: a u 


Por consiguiente (véase el ap. 6.3), el valor de t que satisface a lu 
condición 


u=ap (mt +b=!1, 
puede expresarse en la forma 
T==0-Liy, 
y el valor de T que satisface a la condición 
u= ag (1) +b= —!, 
en la forma 
Tt=i0, 


donde y y Ó son números reales. 
Así, pues, 


u—1=0a 18 (1) —y (a + ¿y)1, u- 1 = ag (1) — Y (16)] 
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< 


de : . |. (69:11) 


Para calcular aquí la constante C, obsérvese que debido a 
(8.0:4% y (6.9:4) 
ars (a+ ip? =q (0) =— —( 
y 
al [9 (18)]2 q (— 1) + —C%. 
De aquí que 


71 y po e RAT C? 
[$ (a +¿p)1F - 149 (10)1* — — az > 


Como 
8 (a + iy) =$ (—a— ly) -- Y (a— by) =1 
y 
y (10) — y (— ¿0) -- —l, 


mientras que 


9 (14 iy) = — y (—2— iy) = —Y (a — ¿y 


g” (10) -- — y” (— 10), 


se pueden clogir los valores de y y Ó de tal suodo que se cumplan 
las igualdados 


y (a iy) > y 08) = 


junto con las igualdades P(a ! iy)::l y (6) —i. Iéntonces 
la ecuación (6.9:11) se escrile en la forma 
95 dp _ (10) y” (a iy) 


de y (YU) y()—y(a iy 
o, en virtud de la fórmula (6.8:1”) 
2 E —E(id  1)—Eli8—1) - 25 (16) 
+óla | iy4 ta iy—1)— (a ¿y). 
de donde ' 
2ip > Tn A—En 0 (£4 ¿0) + Ln 0 (£— 10) + 2% (10) ¿— 


— Dn o (t— + 7?) — Ln 6 (t— a —¿y) — 2 (0 + iy) £ 
261231 
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y, por consiguiente, 


ez A 0040417) 0 (110) 


0 (1 —a—iy) o (t + ¿0) exp 21 (16 —£ (ue | ) /. 


Para ¿—0 resulta: e2ito= A; por lo tanto, 


9 (l 4-0 A Ey) 0 (2 — iD) 


p2iie- 401 — Exp 215 (10) —£ (2 + 12y)] ie) eel Í 


(6.44:12) 
Las fórmulas (6.9:10) y (6.9:12) resuelven completamente el 
problema del movimiento del péndulo esférico. De la fórmula (6.6:9) 


FIG. 35. 


Se deduce que, cuando £ varía en una maguitud igual al período Za, 
el segundo miembro de la fórmula (6.9:12) adquiere un factor de la 
forma 

oxp2(2912(i0)—5(2 ip) - 2n, (22 - ip —:0)) 


y, por consiguiente, el ángulo q varía en una cantidad constante. 
En la figura € eslá representada la trayectoria del péndulo esférico. 

6.10. En este apartado nos dedicaremos a construir las fun - 
ciones elípticas de Jacobi mediante las sigma- 
funciones asociadas (ap. 6.8). 

De ins fórmulas (6.8:3) y do las propiedades de la función o (2) 
se deduce que 0; (2) (1 = 1, 2, 3) son funciones enleras con ceros 
simples en los puntos 


210,4 + 203 — 0), (=3, 2,3). 


listos coros vienen escritos en la talla siguiente: 


131 123 Co lí) Mylr! 


me > ob a + 


PP. A 


(na fo 2, AS IN | 2 1 (de — 4) a 
: y 


Da 
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Ilstá claro que 
C(—240) 20 


Ma y E) 


|—e "Po (¿—0)l, 


de donde, en virtud de (6.6:9) 


a 0 (2 0;) 
ojl—2) -Nf HATE =0,(2), 


osea, 0,(2) (p = 1, 2, :) son todas funciones pares de z. Obsérvese 
que 0, (0) —= 4 (¡ = 1, 2, 3). Por olra parte, medianle (6.6:9) se 
oblienen las siguientes fórmulas que muestran cómo varían las 
funciones O, (2) al sustituir z por z + 201: 
| ] 9 (24-034 204) 
05 (2 201) = exp | —n; (2 + 201»)] E == 
Le) 
= —exp | — (04 Lo) + a 
= —exp [2 (24 0) + 240,— 200);1 0 (2). 
Si aquí j=k, entonces, según las fórmulas (6.6:5) o (6.6:5') 


20 — 201 = + 2 
y, por consiguiente, 


0,(2- 24) e" E F9 g, (2); (6.10:1) 
si j: Le resulta: 
0 (24+20)=— "a, (2). (6.10:2) 
Consideremos Jas siguientes razones de las signia-funciones: 
IN) a 04) 0312) 3.10: 
A (2) = 33 (2) a A (2) = a (2) ' ho (2) = de (E) (6.10:3) 


Todas estas funciones son meromorfas, con unos mismos polos, 
simples en los puntos 22w, + (2m — 1) 03. Sus ceros vienen escri- 
los en la siguiente tabla: 


2 LD | (4 —4) 01 + 20 


(21— 1 06, + (2m— 1) 63 


Todos ellos son simples. La función 4 (z) es impar, mientras 
que las funciones 4, (2) y 4: (2) son pares, siendo 


2(0)=0, 2' (0) = lim 2 > , 24(0)= 22 (0) =1. 
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Debido a las fórmulas (6.6:9), (6.10:1) y (6.10:2), se tiene: 
—exp (20, (2 4-01 0 (2) —2 (2) 
exp [294 (24 0pl09(3) "7 002 


q  —expl2m(4 os o), 
A (z | 2003) —exp [213 a F03)105 (2) PT Uy (2) e (z). 


d (2 + 2) =- 


De un modo similar hallamos: 


ld (25 201) = — Ay (2), A, (2=- 209) — 2., (2), 
Ao (2 201) = do (2) da (z — 203) > — hs (2). 


De aquí se deduce que las Junciones en cuestión son doblemente 
periódicas y, por consiguiente, son elípticas, con los pares de perío- 
dos 4w, y 20; para 4 (2), 401 y 202 para 4, (2), 20, y 403 para Ao (2). 

Fácilmente se observa que estos pares de períodos son fundamen- 
tales para las funciones correspondientes. Comprohemos esto para 
A (2). Si 2 (z + Q) —=2 (2) y 2 es un polo de la [unción 4 (2): z = 
== 2n01 + Qm — 1) 03, entonces z + Q también tiene que ser 
un polo y, por consiguiente, 


¿9 : 280, -- (2m'—1) m. 
de donde 
0 == 2401 203, 


donde y y v sou números enteros, Si y es un númoro par, entonces 
Q es una combinación lineal entera (de coeficientes enteros) de los 
períodos 401 y 204. Suponiendo que y es impar: 4 = 24" + 4, oble- 
nMOMmoOs: 


Q— 44, = 2vWg dE 20m, , 


es decir, 20, tiene que ser un periodo de la lunción A (2). Pero esto 
contradice a que 4 (G + 201) =—4 (2). En resumen, cualquier 
período Y de la función 2 (2) es combinación lineal entera de los 
periodos 4w, y 2w2, es decir, estos últimos son los períodos Funda- 
mentales de la función A (2). 

En la fig. 56 están representados Jos paralelogramos Fundamen- 
tales de períodos para 4 (2), 41 (2) y 42 (2d. cn los cuales tos ceros 
de las funciones correspondientes se señalan con redondoles y Jos 
polos con cruces. 

Vemos. pues, que todas estas funciones son elípticas de segundo 
arden, así como la función $ (z). La diferencia esencial con esta 
última consiste en que ambos polos de cada una de las funciones 
2 (23). 4, (2) y 242 (2) son simples, mientras que $ (2) posec en el 
paralelogramo de períodos un solo poto doble. 
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La dilerencia entre las funciones A (2), %, (2) y 42 (2) y las fun- 
ciones elípticas de Jacobi clásicas no es esencial. Para obfener estas 


Pd » . , » , Pp mz ASAS 
últimas, consideremos el número complejo | e, — es (e, = € (0y)). 


Va 7 
Pd 
eS 
E ES 
A A AA 
PS 4 os e 
¿le 7 ' x z 
e Y 
, 4 e” e 
eS x E 
(Da x e 


/ - 
/ e 
EA ay L—% 
ea «U) 
O Ly O wy 0 (y), / 


FIG. 56. 


Fijando algún valor de la raíz cuadrada (por ejemplo, Ve, — e, = 
— 09101) 

00)” 
notaciones: 


véase la fórmula (6.8:4), introduzcamos las siguientes 


Ve —ey2--4, Ve—em-K, Ve —ezoy—iK", — (6.10:4) 


y hagamos: 


ue 
A A: (ya=z) 
snu =P e, —34 (2): | e, — a ES ES 


| | 
a (vi) | | 


YU 7 
GF ( A ) To (y 


le (y een ) + (ya) ) 
(6.10:5) 


Isitas se llaman funciones de Jacobi. Sus denomina- 
ciones se leen letra por letra (por ejemplo. «cese ene u»). Todas sus 
propiedades se deducen inmediatamente de las propiedados de las 
funciones 4 (2), Ar (2), 4» (2). En la fig. 57 se muestran Jay gráficas 
de las funciones de Jacobi para z =.. real (en este caso se supone 
que K y K” también son reales). 

He aquí las propiedades más elementales de las funciones de 
Jacobi: 

1) sn u es una función elíptica de segundo orden, con los perío- 
dos fundamentales 4K y 2:K”, con los polos simples 2nK + 
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+ (2m — 1) ¿K” y con los ceros simples 2nK + 2miK”, Esta os 
una función impar; adomás, sn0 =0 y sn 0 = 1. 

2) en u es una función elíptica de segundo orden, con los pao- 
riodos fundamentales 4K y 2K + 2i¿K”, con los polos simples 22 A + 
+ (2n — 1) ¿K" y con los coros simples (2n — 4) K + 2miK”. 
Esla es una función par; además, cn (0 = 1. 


FIG. 87, 


3) dn u es una función elíplica de segundo orden, con los pe- 
ríodos fundamentales 2X y 4iK”, con Jos polos simples 2nK -- 
L (2m — 1) ¿K' y con los ceros simples (2n -- 1) K 4- (2m — 1) iK”, 
Esta es una función par; además, da 0 = 1. 

Comparando las fórmulas (6.10:) y (6.8:4) hallamos las siguicn- 
tes expresiones de las funciones de Jacobi mediante 


la función de Weierstrass $ (2) (z= uz Y' e, —es): 


uE Ve —.e Vw l2)—.e Vy ()—e2 


AAA mu = =———_———— dnu = ——=—=— 
V y (2) —e3 V y? (2) —£3 Vy (nm —e, 
(6.10:5') 


De aquí se deducen inmediatamente las siguientes relaciones alge- 
braicas entre las funciones de Jacobi: 


sn2u-- entu--41, kisntu+dnta—1, (6,10:6) 
donde 
PA 
_ rr 274 8 de 
k= y E —Es (6.10:7) 


es un número que se llama módulo de las funciones de 
Jacobi. a 
De la primora de las fórmulas (60.10:5% obtenemos: 
] , ly — € 
A 


sn? y 
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do donde 
so 
Ed 2 (e — e) 2 (su u)' 
A 
Por otra parte, de la fórmula (6.8:5) se deduco que 
in! e 6) (=) 02 (2) 03 (3) A) 61 (2) O» (z) 6 [ o (2) á 
ya 05 (2) 4 (ad 0) Lost) 
a 
. : . sad a 2 (24— P4) 2 enxudno 
= — 2enu da u di 
(reg? 


Comparando las dos expresiones de $” (2), hallamos: 
(sn uy" =cnu da u. (6.10:3) 


Derivando las relaciones (6.10:6) y aplicando la fórmola (6.40:3) 
obtenemos para las derivadas de cnu y dnu las fórmulas: 


(cani) — —snudoz, (dnu)' = —k?*snudru. — (6.10:9) 


Mediante las relaciones (6.10:6) la igualdad (0.10:8) puude 
exprosarse en la forma 


(sn) Y (1 —sntu) (1 25024), 


donde se debe tomar el valor de la ram que es igual a 1 para 
u=0U. De aqui que 
sh t! d 
lo | Pz A€<«—<—s (6. 10:40 
y Y (1— 13) (1—K212) 


es decir, la función sh u es inversa respeclo de la integral elíptica 
de primera especie cn la forma normal de-'Legendre. 

6.11. Para los cálculos numéricos en los que figuran funciones 
elípticas es importante tener unas expresiones analíticas de las 
mismas que posean una convergencia rápida. Por cierto, no satis- 
facen a esta condición los desarrollos en fracciones simples de las 
funciones € (3) y $5 (2), ni lampoco el desarrollo en producto infi- 
nito de la función a (2), es decir, el aparato analítico mediante el 
cual expresamos diversas funciones elípticas. 

Sin embargo, existen unas expresiones de las funciones elípticas 
que son rápidamente convergentes. En el caso de Jas funciones de 
Jacobi éstas pueden obtenerse sustituyendo los cocienies de las 


sigma-funciones por los cocientes de otras funciones periódicas 
enteras, 
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Consideremos de nuevo las fórmulas (6.6:9): 
0 (24 20;) == —0 (2 e Bro (6.11:1) 


los fácil señalar una función elemental entera que al sustituir z 
por z + 20,4 adquiera el mismo factor que la función o (3). Jón 
efecto, sea f (2) = exp (az? + f2), donde a y $ son unos coeficientes 
que se determinarán a continuación. Se tiene: 


f (2 + 20 ,) -<exp (az? Pz) exp [4% (2-1 0) —2P0 1. 


Para obtener el factor necesario para ] -4. hagamos: 


MM ¿ eS 
e 204 3 P 21 
Entonces pura la [unción 
SA 1 E E A SN CA E 
p (2) Yi 3 nu E =0 (2) esp ( 214 2 y 2097 2) 
ENp (3 2 o :) 
tendrenos: 
p (2-|- 201) -=p (2), 
' 2101 — 29,0; ' mis 
Pp (2 -1- 2009) -< —Q (2) exp [ Bret (2+ 03) 1 o | pe 


E (2) ex ( TE 2) 
o Y ¿1 J) — mA 
(hemos aplicado aquí la fórmula (6.6:5)). 
Hagamos om =p y en? -s; entonces tendremos: 


p(2+ 20)  p(2, q (24-203) -- —q(2) s”. (6.11:2) 


La [unción que hemos construido difiere de O (2) solamente 
Lg 
20m 
ventaja ante o (2) de que ella es periódica y ésta última no lo es. 
lfallemos el desarrollo de la función periódica q (2) cn serie 
2 ruiz 


Vi j 
en el factor exp (—- 4 — 2) , que carece de ceros, y Liene la 
«s (1) 


+ 


de potencias de « *% = g2atr = g (vease (5.2:3). donde ¿-= 


da dam, 


tu 30 


Y 


Gp (z) E y s?”; 


osla serie es absoluta y uniformemente convergente on cualquier 
conjunto cerrado que no conlenga Jos puntos s = () y s = oo. Susti- 
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tuyamos aquí 2 Le 2 + 203 y observemos que con esto y se reem- 
plaza por v +3 ToD+E"T ys sopor sel mt — y, Rosulla: 


Le 
p (27 20) = 9 a Hs, 


A Y) 


de doude, en virtud de (6.11:2), 


pS a 
A] ALLA a Y «D 
dl ag 3250 q sen, 

— Y — yo 


Como el desarrollo en serie de Laurent posce la propiedad de 
unicidad, de aquí se deduce que 


On ya" Unido 
O SQA, 
1.2 1,2 
A AN A) 
Por ello 


1,2 
(ay 177) =(, 


donde € es una constante, de aquí que 
E 


E 


y, por consiguionte, 


Ds il 2 2) pol 2 
pl23=C SY (0 y S (204 y) e2utio _. 


mí. A 1,3 
—. (¿mio > (= 1y y 5) e 21— lytir 


1.3 


R-— ct 
La función ¿Y y 1y 7) pita timo representa una de las 


theta-funcion Les de Jacobi; se representa por Ú, (4). Así 
pues, 


ss A, 2 
YN (ETE) cir timio 


—o 


J 
2 a son (2m +4) e. (6.14:3) 
rl 
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Por consiguiente, 


q (3) =- a (2) oxp ( prrád + == 2) - —Ci xp ral (4) 


0 (2) == —Ciexp > a Ús (0). 


Para determinar aquí cl valor An la constante C, dividamos 
ambos miembros por 2—20v y pasemos a límites para z —= 0. 
Resulta: 


1 Y, (e) pa Ci y B 
í = —Cilim doy o (0), 
4 $04, 
De 204 
TON 


Por consiguiente, 


ee A Y 0 Yi (Y) a Y) 
0 (2) — 2w, exp 5— 2 * $ m 0) (6.41:4) 
sta fórmula permite deducir todas las propiedades de la función 
, (1) de las propiedades respectivas de la función o e). 

De aguí o directamente de (6.11:3), sacamos la conclusión que 
Y, (4) es una función entera impar de período 2. Como q =— ett 


y Im t= Im (2 


) > (), resulta [q | <<. 1 y, por consiguiente, cl 

| e a Ñ (t-3) 
desarrollo (6.11:3), cada término del cual contiene el factor q E 
posee una convergencia extraordinariamente rápida. La ventaja 
de tas theta-funciones de Jacobi ante las sigma-funciones de Weier- 
strass estriba precisamente ca la existencia de un desarroll) sonie- 
janto. 

Como todos los ceros de la función o (z) son simples y tienen Ja 
forma 2 = 20,1 + 2m06s3, de la fórmula (6.11:4) se desprende que 
todos los ceros de la función Ú, (1) también son simples y están 
contenidos en la fórmula 


uc=n-+mt ( ==; ma=0, +1, +2...]. 
1 


Del mismo modo que la función Ú, (v) está ligada con la función 
a (z) las otras tres Aneto cion de Jacobi están ligadas con las 
innciones 0,(2) (f =1, 2, 3). Mediante la fórmula (6,11:4) se halla 
que 
ap 0H) 
ATT 


_ Y Ni .. 2910 ¿—201 1), sd (o y 
— JO 2 (e ES 201 dns 201 ler 


0/(2) —e 
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de donde 
-U_z2 
0 ()=C 0%, (o 3) 
Mia 
07 (7) = Cao 1 : .extri, (o +++ 5) ; 
Mza 
O3 (2) =Cx 201 : eno, (o | 5) . 


Del desarrollo (6.11:3) se deduce que 


MA 


e 1.2 ¿ 
rl (¿hai 
Y, (»+ yT+) — y ql 7) eish— Iyminp! ¿Jn Des 
0 
1 Y 
=q +enie s qethmtr 
(6.14:5) 
T E , (Y (2h ni 
9 (0+3) ¿Y (1 2) aah tre 7. 
—0 


1 ca 
: q 4 ¿ute dy (— 4 ye ge2krio. 


Ys . 


Hagamos 
Ed (oy = (1) 
0, (0) —= > 9 22 plik=iyae 9 2 AN 2) cos (2m->+ 1) zu, 
— . 
a (0) = Y, q e2kiio—= 442 pa q cos 2man, (0.14:6) 


0% y 
tt. (6) = 2 (— 1)" gi?p2hmir — 4.2 2 (— 1)" q" cos 2mac. 


Estas son las otras tros theta-funciones de Jacobi. Comparando 
las fórmulas (6.11:5) y (6.11:6) sacamos la conclusión que 


Y, (o +5) =D (0), Y, (» ++7+3) = 


j 1 
=q *eribs (o), Y, (> E =1q +ecrivo, (o. (6.14:7) 
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Por lo tanto, para las funciones 0,(2) hallamos Jas siguientes 
Ox presionos: 


AM l Ma e 
0, (2) Ciela td, (0), 02 (2) — Ce 200 Y (e), 0, (2) = 
MU. 
E 241 (0), 
Pongamos aquí 2—U (y, por consiguiente, e 0). Obtenemos: 
4 Cy 0 (0), 1 —Co0a (0), 1 CD, (0), 
por lo cual 


Y, (0) 
| y ALE 2.2 A : 
9; (2) Sab 2404 as Di (0) 


(1.2.3) (6.11:8) 


De los desarrollos (6.11:3) y (6.11:6) es fácil deducir unas fór- 
mulas análogas a (6.11:7), las cuales expresan las variaciones de 


Y, (0) ( -1, 2,3. 4 al susbiluire pory + Lo +y.o da E 


j 
vol fo] 1104-14 +7. Dejaudo los cálculos a cuenta del Jector, 
expondremos los resultados on ln tabla siguiente: 


D, | Ú, | MO, | M tt, | Wi) % | A] Y, | — vd, 


Aquí se han empleado las notaciones; M - q 
e qe 2nto, 
Formemos también una tabla de los ceros de estas funciones. 
De la fórmula (6.11:7) se deduco que 2 (0), ba (9) y U, (o) Lienen 
ceros simples, los cuales se obtienen de los ceros de la función 1), (0) 


lLO04-—. 7 T a 
restando 7, 7 7 5y 3 + respectivamente. Por lo tanto, resalta 


la tabla siguiente: 
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6, (0) | Us (0) | Pa(u) | Dia) 


n + (mu — 5) T 


A mT. | n + mt | m—->) + (1m— 7 T 


Señalemos que las funciones Us (e). 3 (10) y t, (v) son pares, lo 
cual se deduce de Jas fórmulas (6.11:6). 

6.12. Examinemos ahora las expresionos de las funciones elíp- 
ticas Y (2), sn u, en au y dn a mediante las theta-funciones. Debido 
a las fórmulas (6.8:4), (6.11:4) y (6.11:8), se tiene: 


AO 0, (0 Os e : A 
Voto: o a ()--1,2.3).  (6.12:1) 


donde b==3p"* En particular, para 2z=4w1 y j=3 resulta: 
l 


1 
Va=a= 0, (6) 0 (7) __0( 0160). 
€ — tg = 269104 (8) ($) — 2010, (0) da (0) * 
2 


análogamente, para 2=0 y j=3 tendremos: 


1 T 
e o lata) 010) _ 02) 
a 20,1%, (01) PN (++3) METE (Y De (1) * 
o 1 


Por consiguiento, 


Sa Ya (0) 1? 149. 
k— y == — e Da (0) É (6. 2:2) 
De las fórmulas (6.10:5), (6.11:4) y (6.11.8) hallamos Jas siguien- 
tes expresiones para las funciones elípticas de Jacobi snu, cnu 
y dnu 
(u =P e —eg2= : - 2401 E e,—ey 0 = 2¿Kvu): 


Era 20,0, (0) 0, (4) _ (0) 0,0» 
A A OTTO (6.12:3) 
_4, (0) U» (1) E 9, (0) E (2:) | 


VERO Mio wo * 
De la fórmula (6.12:2) su deduca «ue se 7 es uno de los valores 
' o 2 (í 
de —. Fijemos este valor: 
CN 


1 Da (0) 49, 
VE Em . (6.12:4) 


414 CAP, VIT. FUNCIONES FENTERAS Y MEEOMORFAS 


Haciendo Juego 


pa LIA? a a 
e—e' 


de las fórmulas (6.12:1) obtenemos: 
k' = sa y as 0, (MN 
V ¿== a Da (0) 
Juste número se llama módulo complementario de las 
Innciones elípticas de IL 


Por cousiguiente, z > es uno de los valores de Y k'. 


Fijemos este valor: 


(65.12:) 


E mo 0, (0) » ) A 
1 =D" (6.12:6) 
Observando que 
DOME 
de (1) — y k ? 
eseribamos las fórmulas (6.12:3) cn la forma 
] CA AA ko Da (o) _ Oe (e) 
sn u —_ 50 cn ue -- TED" du lu = y KE DUO 0) > 
(6,12:7) 


Para usar estas fórmulas con los períodos dados 2w, y 20, de la 

., » . a; 
función Y (2), obramos del modo siguiente: Calculamos 7 == 
y q =e"*; por las fórmutas (6.14:6) hallamos 


“O ; 1.2 Le 
0(Mm-2 Y 904) 09-142 YN q y 8,0) = 
T 1 


<L 


=1 22-10 


1 


y por las fórmulas (6.12:4) y (6.12:6) calculamos a y VE, Para 


pasar de u ay = zx es necesario conocer también el valor de X = 
0:(0) 00M 

20,00) 02(0) y 

que hallar también cl valor de 


rn : . 
= mV e, — ea = es decir, además de lo hallado hay 


Oy 


1.2 
Ú, (U) = 2 p (— 1)” Qm 41) ng.” +) a 
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De lo expuesto se deduce que para determinar las funciones 
sn, en y de u, los períodos Zw, y 263 no desempeñan ningún 
papel. Solamente es esencial su razón rt o el valor q. 
Los cálculos cou los valores de las theta-funciones y gus deriva- 
das para v = 0 se simplilican si se utiliza la relación 


$ (0) = 10» (0) Ú, (0) Y, (0). (5.12:8) 
Para demostrarla, escribamos (6.12:1) en la forma 
9,0) 2 


E ri 
CALI 
Y; (0) 6 pa 


V y (20,0) —ej => 
[e 

— OY TLUOM0 3 00] 2 ' “*' 
(aquí se ha tenido en cuenta qué las funciones jr (0) (p-- 1,2, 3) 
son pares y que la función 9, (1) os impar). De aquí que 


95,00) 1 (0) 
== ; $ és m3 
y (2Z011) = =. E + aw, 5 3.40 ho 0) e]. 
y como el desarrollo de Laurent de la función € (20,0) en un entorno 
del origen de coordenadas no contienen el término independiente, 
resulta: 


1 TO un] 


"AE LE SAO 01110 


(¡—1,2,3).  (6.12:5) 


De aquí que 


LA (9 a . 
4 L 610 £ 50 


O sen, 


Dv” 


== (0) 1 pe y) no 
CON 36 AO] ; (6,12:10) 


Volviendo a examinar los ión (6.11:3) y (6.11:6), con- 
sideremos las funciones 0, (0), De (0). Y, (0) y Ú, (0) como funciones 
de dos variables: 1 (inediante q = eri?) y y. Como funciones de » 
óstas son enteras. Si v eslá fijado y + se considera como variable 
compleja que toma valores del semiplano superior (Jm 7 >> (0), enton- 
ces las serjes mencionadas serán uniformemente ll Digi para 
lmt>e>>0, es decir, para |q | == exp [— xq lm 7) X ere < 4 
y cualquier e => 0, de donde se deduce que éstas son funciones ana- 
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líticas de t para Im 717>0 y que estas series pueden derivarse tér- 
mino a término respecto de 7. De (6.11:3) hallamos: 


32() Ad (1 1 y 
( y á 8 : o —— Na 
sE 2 ná y (— 1) (2k —1)? 124 : 27 ¿(kx 
y 

E, (1) pa A, 

A ÍA A 1 da pa a a 

dr > ( 1)" (1 y) NG ¿Qá-ijrio 
—o 


Por consiguiente, 


020, (0) Arms 904 (5) 
A AAA 


Es fácil comprobar de vr modo exactamente igual que a esla 
cenación en derivadas parciales satisface cada una de las thela-fun- 
cionos, Ási, pues, 


921) j (1) al ¿ (4) Ñ s € 
—a— Ani nn (j E A 2, 3, 4). (6.12:11) 
De aquí que 
PO, . 028,(» . RÓ¿(w) ER 


(ls inmediato comprobar que la permutación del orden de deriva- 
ción es legítima). 
Haciendo en las ecuaciones (6.12:11) y (6,42:11) e =0. obte- 
nomos: 
90 , (0) 
AT 


El 06; (0) 
» o, (0) Asu $ 


05 (0) -- 4rti 


Por lo Llanto, la rolación (6.12:10) loma la forma 


+ 
7 (0) e E ot Jet (0) “ 
o / 0,(0) - y) —— ) Pos (0), 
=1 
de donde 
Y, (0): Ca (0) Ó, (0) Y, (0). 


No queda más que detorminar la constante C. Se tiene: 
1 í 
9,(0)-- 29% (1—3g2+...), Ue(0) :2Y* (14 --...), 


(0) --14+29+..., Y, (0) = 1—=24+.... 
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o bien, poniendo en la rolación hallada anteriormente: 
mia...) (14 PH.) 1] 2g+ (1298 ...). 


Como esta identidad liga las sumas de sories de potencias de y que 
son convergentes para |g | < 1, sacamos la conclusión do que los 
términos independientes del primero y segundo miembros tienen 
que sor iguales y, por consiguiente, C = 31. La igualdad (6.12:8) 
queda completamente demostrada. Aplicando esta igualdad las 
relaciones (6.12:1) pueden sustituirse por las siguientes: 

AS Ya (0) d, (0) 02 (0) (o) A da 2, (0) B, (0) Da (1 (1) 
y y (2)—e, =151 2004 Dow (y? y pl (1) a. 2404 Y 


¿UU OM ta) 
y (2) e =8 24 Y, (o) * 


Por otra parte, para Ven —e, obtenemos: 


¿——— ttg (09]J2 Y (0) 
Va—=e =aM0É. (6.12:12) 


201 
Finalmente, para K=0, Ve, —e y ¿K"=0 Y e, — €2 hallamos: 


ko BOL, a, (6.12:13) 


6.13. Finalmenle, tenemos que deducir también Jas fórmulas 
que expresan Jos desarrollos de las theta-Tunciones en productos 
infinitos y aplicarlas para la representación de las funciones $ (2) 
y £¿ (2) en forma de serjes de fracciones simples rápidamente con- 
vergentes. Naturalmente, Jos desarrollos de las theta-funciones en 
productos infinitos se pueden obtener fácilmente del conocido desa- 
rrollo en producto de la función o (2). Mas aquí nos interesarán 
aquellos desarrollos en los que las theta-funciones so consideran como 
funciones dle 

«ri z 
=s=gmiw¿ o, 


Comencemos con 1(0). Esta función entera de período 21 es 
unilorme y analítica respesto de ¿=—e2"* (0 <|t|< 00): 


De (0) = Y) bf”. 


Jn virtud de que ésta, como función de v, tieno los ceros 
simples p=n—++ (1-3) T, considerándola como función de t 


271234 
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tendrá los ceros simples: 
l= p2rivo = — gllm—- init — — gama (m. —=l), + E + 2, .. .). 


Examinemos primero los ceros do e: E RAN 


Es obvio que la función y (t) = Í (1 + qA2) es entera y posee 


los ceros indicados. En cfecto, la convergencia absoluta y unilorme 
de este producto en cualquier conjunto acotado de puntos del plano 
[» .] 


es consecuencia de la convergencia de la serie >] g [99 (] q |< 4). 


Pasando a examinar los ceros —q, —q*, —q*, ..., hallaremos 
que la función 


x (0 = ll (14 grs, 


la cual so expresa por un producto que es absoluta y uniformemente 
convergente en cualquier conjunto cerrado que no contensa al punto 
¿ = (, es analítica en todos los puntos, a excepción del origen de 
coordenadas, y posoe ceros simples en los puntos indiceldos, Por 
consiguiente, la función 


+00 =>] Ja + gs [ (14 got) 


es analítica para 0 < ] ft] < 00 y posee los mismos ceros que la 


función 0 (v) (en el plano . 
Volviendo a la variable v mediante la sustitución t = elxíiv, 


obtenemos la función 
v (0) Y (e2nto) y (ezrio) = l (12 qar-agano| (1 +g2"-102atm), 


la cual es entera (respecto de v). es periódica, de periodo 1 y posce 
los mismos ceros que Uy, (o). 


Dc aquí se deduce que 9 (5 es una lunción entera de período 4. 


v (1) 


Observando qn. 


vlo +1) = Il (14 queen) T (1 4 qe%-00=2m09) — 


A 
A y pra 
qe? 
sacamos la conclusión de que, al sustituir v por +7, la función 
AO) 


v (v) adquiere un factor igual que Uy (u). Por ello, yy * Una 
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función elíplica de periodos 4 y T y, por consiguiente, 6s constante, 
presto que es entera. En resumen, 


ta (1) = Cv (0) =C [ [((1 + q2"-102tw) (1 — g2'*-1p-2180)], 


donde € es una constante. 
Utilizando la tercera fila de la tabla (*) en la pág. 412 
hallamos: 


9, (0) = 05 (045) =C ] (A get (4 — gone), 
1 


)] 0) 
Da (0) = = ida (+3) =Cglerio || ((1 | gue (d , qar2e-20)], 
1 


Y, (1) = — q (1. >= 3) == 

y Cigigato Ñ (1 —g2re2ato) (4 — g2%-29- 2ato)], 

1 

Escribamos las fórmulas obtenidas en la forma siguiente: 
0, (0) —Cigi (ento _ennta [dpto (green >) 

= 2Cq SEN JT ñ (34 — 29?" cos 2: +q%", 
Dto) Cp (ont eo) [| 11 gate (4 esa 

— 2Cai COS TD T] (1 — 29%" cos 204 q), 

y E (6.13:1) 

da (o) =C |] (1 --q? vtetnto) (1 4 q? "1e=200)] 

=(C ll (1 — 292" cos 27 +4- q1'"-2), 
9, (2) =C || 11 pare 4 — qomte=tnt] 


E [1 (1 — 29271 cos 210 + qe 7-2) 


27* 
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Estas son las fórmulas pedidas. Para determinar aquí €, utili- 
cemos la relación (6.12:8). 
Se tiene: 


| e 
1% (0) = lim 210 =2Ca ]] 1—g2 2 
dd 1 


lo a 
(0) =20H 11-27, 0(0=CI] 149%), 


(0=Cl[1-y. 
Por consiguiejtto, 


[| (1 —g2"")2=C? [1 (14 qa) | (14 ques [| (1 —qauonys, 


00 
Consideremos el producto [1(1—q"y. En virtud de su conver- 


gencia absoluta (|g|<1) éste puede expresarse en la forma 
20 co S 
[12-111 112") - 


Tae ae 


de donde, sustituyendo en los primeros productos del segundo 
miembro m por an y simplificando, resulta: 


arrriae)- 


[area emy lag. 
De aquí so deduce que 


[a ay =0C3 
1 


C=xl1(1—2”) 


C es una función de t (o de y) que es analítica en el semi: 
plano superior. Si q =est% es un número real positivo (lo cual scrá 
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si 7 es imaginario puro), entonces CU es un número real. De la 
fórmula para 0¿(0) se deduce que 


0 =1=C [14 gua, 


es decir, en la expresión de € 8r debe tomar el signo —., 
En resumen, 


C=]1 (142). (6.13:2) 


Para aplicar las fórmulas obtenidas a la representación de las 
funciones 0 (2), [ (2) y Y (2), partiremos de las fórmulas (6.11:4). 
Resulta (z = 2m,D): 


a (2) = Cy exp [20,n,0*] sen sw 11 (1 —g?"e2mio) (4 — g2e-2x1to), 


Para determinar C,, dividamos ambos miembros por 3 y pasemos 
a límites para z—>0. Obtenemos: 


Cn 


= 2] 0-7) =C, Cta, 
1 


de donde 
2u 
Por consiguiente, 
2.) 
% 
o (3) = 0 exp 20474? son qu || (1 —q2"e2nto) (1 — gee 2xtoy], 


4 
(6.13:3) 


Tomando de ambos miembros la derivada logarítmica respecto de 2, 
hallaremos: 


y 4 
E (2) = == a = e e Tr cotg nu + 


Xx 
e Ss mi [ ¿22 gamgenio 
; 201 4— y3ma=2xtto , UNES gamp2tio , 
1 


O sea, 


ou 

+ sn : 9 ¿2Mp¿— ¿Ri y9yimgaKiv 

¿(2)=2 m0 + 3 | cotg +1 y (LAS ==) ] » 
1 


da game inte => 1 — gemg2niv 


(6.13:4) 
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Derivando esta igualdad respecto de z y cambiando los signos, 
obtencinos: 


g(m)= + (2) cosec? y — 
q211¿— ¿XD gampg2nio | 
2 (1 —qam ¿nio reco (6.13:5) 


Los desarrollos obtenidos poseen una convergencia suficiente- 
mente satisfactoria (gracias a los factores y?”). Por ello, en todos los 
cálculos numéricos con funciones de Weierstrass se debe tener más 
predilección por estos desarrollos que por aquellas expresiones que 
empleábamos en la definición inicial de estas funciones. 


$ 7. FUNCION CARACTERISTICA 7 (p) 


7.1. Apliquemos la fórmula de Poisson-Jentzsch del ap. 4.1, 
cap. 6 al estudio de las funciones que son meromorfas en un círcu- 
lo K: |2| < R, donde R < oo (círculo finito) o R = os (el plano 
finito). Sea f (z) una función meromoría en el círculo X; supongamos 
que £2,, 42, . . - SON SUS Ceros y que b,, ba, . . - son sus polos, dispues- 
tos por orden de no decrecimiento de sus módulos, donde los puntos 
2, y b, son distintos de z = 0 y cada uno de ellos viene escrito tantas 
veces como sea el orden del cero o del polo. Sea cz? el término menor 
del desarrollo de Laurent de la función f (z) en un entorno de z = (, 


de modo que CNE E = (1% 0. Entonces, en virtud de la fórmu- 


la (4.1:2”) del en a parar =|2z2|<p y cualquier p,OÓ<p<R, 
se tione: 
2x1 
p2— ri 


2n j In]? (peta) | p?24r2-—.2pr taa Y > 


U 


np) Pl A] 
: pu 0, o PEA p 21—bp 
— In -)- A In In AAA A 


donde r (p) y p (p) indican la cantidad de puntos a, y b,,, respectiva- 
mente, situados en el círculo | z | < p (teniendo en cuenta los órdenes 
de estos puntos). Haciendo en esta fórmula r = (, obtenemos: 


2 n(p) P(0) 


1 po. p 
7 | la | 7 (peta) | da —In|cr] 44 lnp= 2 a] 2 M7 . 
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Según la fórmula (4.1:35) del cap. 6, la suma y) ni puede 
1 


expresarse en forma integral 
(0) p 


e (As 
2may=] O de, 


análogamente 


Por consiguiente, 
2x1 
7 | In|f (peto) da. =In]c,]+2 Inp+ 


U 


p p 
+ Lar | 20 ds. (7.1:4) 
Ú 6 
Obsérvese también que la fórmula (7.1:1) sigue siendo válida 
si por » (t) y p (t) se entiende la cantidad de ceros o polos, respectiva- 
monte, en el circulo cerrado |z | << £ y no en el círculo abierto | 2 | «e 
<£ £ (véase la pág. 226). 
Sfixpresemos la fórmula (7.1:1) do una forma más simétrica. Con 
este fin, introduzcamos la función 


n(t, f)=n(t, 00), 
que representa la cantidad de polos que tiene f (2) (teniendo en cuenta 
sus órdenes) en el circulo 2 | < t; aquí n (0, 00) denota el orden 
del polo posible en el pualo z=0. Entonces, para cualquier 
Ad +o 


n (s, +3) = n(t, A) 


determina la cantidad de polos de la función 757 os decir, 


la cantidad de 4-puntos do Í (2) en el mismo círculo | z | :£ £. En par- 

ticular, m ((, 0) denota la cantidad de ceros que tiene f (z) en cl círculo 

Iz |< tvn (0, 0) denota el ordon del cero posible en el punto z = 0. 
Mediante las notaciones introducidas obtenemos: 


n(t)=n(t, 0) —2(0, 0), p(t) =n (t, 00) —n (0, 00) 


4 (0)=n.(0, 0) —n(0, 00). 
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Lo último se debe a que, si 4 2> 0, ontonces n (0, 00) =0 y 4 = 
= RÍO, 0); si 4¿<O0, entonces n (0, 0) =0 y 4 = —n(0. 00); 
finalmente, siA = O, entonces n (0, 0) => n (0, 00) = 0. Represente- 
mos también ln |f (pet*) | en la forma: 

1 


ln / (pei) == | (peta) | — Ln | 7 (peta) | Tn | (peta) | 199 


(véaso el ap. 5.4, cap. 6). La fórmula (7.4:1) toma la forma: 
27 p 
O ES a 2 de tn (0, 00) Inp= 
í 9 
p 
A n(t, 0) 


A Ñ Ze 00 0) d 0 
2 | n TE t+4n (0, 0) Inp+In]|ca]. 


4] 

(1.4:2) 
La última relación muestra que existe un equilibrio peculiar enbre 
los valores «de una función meromoría que son mayores que la unidad 
en valor absoluto y los que son menores que la unidad en valor abso- 
luto, En cfocto, en el primer miembro figuran integrales que depen- 
den de los valores de la función que sou mayores que la unidad cn 
valor absoluto y de la cantidad de polos que hay en el círculo | z | < 
<. t, mientras que en el segundo miembro (si no se cuenta la constan- 
te ln | cr, |) figuran integrales que dependen de Jos valores de la 
función que son menores que la unidad en valor absoluto y de la 
cantidad de ceros que hay en el mismo círculo. 

7.2. Apliquemos la fórmula (7.1:2) a la función f (2) — 4, 
donde A es un númeco Jinito arbitrario. Observando que esta fun- 
ción liene los mismos polos y con los mismos órdenes que f (2), 
obtenemos que para ella la distribución de los polos se caracteriza 
por la función anterior n (t, 00) y la distribución de Jos ceros, por 
la función »n(t, 4). Por lo tanto, 

2n 


| In? PC IA 00) In p =- 


1 n(t, A—R(0, .1) 


+n(0, 4)lap-+In|c(4)1 


donde c(4) es el coeficiente del término inferior (distinto de 
cero) en el desarrollo de Laurent de la función f(2)—A en un 
entorno del punto z—ÓÚ0. Observando que 


In*|f (pe) —A |<. 1 (1114141) <In24- la] / (peto) | + In*] 4] 
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y que 
In* [$ (peta) | = Int | 4— (14) |< ln24-1n*]f(pe)—A]| | 1n*] 4]. 
resulla: 


A|+In 2), 


In+|f (pet) — A | == 1n* | $ (pe*s) | - A, (In* 
donde —4 <, 0, «;, 3. Por ello 


27 


p 

1 Í 2 (t, A)—n (0, A) 
ni | a | E +n(0, A) In p — 
) 


27 7) 


=> ¡ ln! |f (ocu) | da A | sn apo” (Y. den (0, 00) np ga (0). 
0 ú 
(7.2:1) 
donde 
gato) |< In] 414 1024 | Inf e (4) l/. 


Acluremos el significado de (7.2:1). Introduzcamos primero otras 
nolaciones más; hagamos 


21 
1 1 
5= Y In' ————- da = mp, 4), 
2 í | / (pe*")—A| te | "0d. 
p ¡UE 
í nie, 40 A) di+n(0, A)np=N (p. 4). 
U 


Tanto una como la otra son funciones de p que dependen además 
del número complejo A; ambas son no negativas. InMuyen en la 
cantidad 7 (p, A) solamente aquellos valores de f (pei%) que satis- 
facen a la condición 


|f (pe) —A|<i, 


y además, influyen tanto más (en el sentido del crecimiento de 
m (p, A)) cuanto más se aproximen a A los valores de f (pets) 
y cuanto mayor sea la medida angular de aquellos arcos de la circun- 
ferencia |z | =p en los cuales f (peta) se diferencia poco de A. 
En otras palabras, la cantidad m (p, A) aprecia de un modo cspecial 
el grado de aproximación en media do la fun- 
ción f(z2) ul número 4 en la circunferencia |z | = p. 

En la cantidad N (p, A) sólo influyo directamente la distribución 
de los puntos en los que f (2) toma eaxactamente el 
valor 4, es decir, la cantidad n (t, A) de A-puntos de f (z) en 
e] circulo [z | < €, considerada como funciónide f. 
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La segunda de Jas formulas (7.2:2) muestra que N (p, 4) crece 
(no decrece) junto con p (para Á lijado). Precisando, de la misma 
fórmula se deduce que 

EZ lp, A)—n(0, A)—n(0. A) =n(p, 4) 
para cada p tal que en la circunferencia |z | =p no haya ningún 
A-punto de la función f (z) (si en la circunferencia | z | = pa hay 
A-puntos de la función f (z), entonces r (p, A) admite discontinuidad 
de primera especie en el punto p = py). Como » (p, A) es una función 
no decreciente de p, de aquí se deduce que V (p, A) es una función 
convexa de ln p. 

Obsérvese que m (p, A) no sólo no es convexa. sino que, por lo 
goncral, no es una función no decreciente. Asi, por ejemplo, si f (2) 
og un polinomio de grado no infreior al primero, la función m (p, 0) 
os distinta de cero (es positiva) para cada p que sea igual al módulo 
de un cero cualquiera de la función, y se anula para tudos los valores 
de p, comenzando desde un valor suficientemente grande de p (tal 
quo seca |f(pedi]>41, 0ZXLa< a). 

En lo que se refiere a las funciones que figuran en el segundo 
miembro de (7.2:1), se observa que éstas son similares en todo 
amp, A) y N (p, A), con la única diferencia que en Jugar del valor 
finito A figura oo. Precisando, en el valor de la integral 

27 


+ | In*| f (peto) | des 


para un p dado, influyen solamente los valores del módulo 
| (pera) | que son mayores que la unidad, y además, tanto más 
cuanto mayor sea |f (pei) | (cuanto más «se aproxime» f (z) a 00) 
y cuanto mayor sea la medida angular de aquellos arcos do la circun- 
ferencia | z | = p en los cuales | f (pei*) | es grande. Del mismo modo, 
en cl valor 
p 
(ASA lo, 00) In p 
Ñí 
sólo influyo directamente la distribución de los polos de la función 
f (2), es decir, la cantidad de polos n (t, co) que hay en el círculo 
Hz |< €, considerada como junción de t. Todo lo dicho justifica 
ta introducción de las -siguientes notaciones: 
oa 
7) ln*]1(pe'=)| da =m (p, 00), 
0 


nt, a» (0, =c) dt 7 (0, 00) ln p= N (o, oc), (7.2:3) 


P 


$ 7. FUNCION CARACTERISTICA T (5) 427 


La función NV (p, oo) crece (no decrece) junto con p y es una función 

convexa de ln p; la función m (p, 00), por lo general, no sólo no es 

convexa, sino que tampoco es no decreciente. 

. Mediante las notaciones introducidas la fórmula (7.2:1) se escri- 
e así: 


mp, A)FN (p, A) =mM(p, 00) Nip, 00) + qa (1). 
Hagamos también 
m(p, 00) + N (p, 00)=1 (p); (1.2:4) 
entonces 
mp, AJIN (o, A)= 7 (p)+ Pa lp); (7.2:5) 


esta fórmula es válida también para A = oo (en este caso ésta 
se convierte en la fórmula (7.2:4)). Hemos obtenido la siguiente 
proposición: 

Primer teorema fundamental de la teo- 
ría de las funciones meromorfas. Para toda 
función f (2) que sea meromorfa en el circulo |z| <R XK 00, eztste 
una función T (p), definida en el intervalo 0 <p < R, tal que, para 
cualquier número complejo A (finito o infinito) la suma m (p, A) + 
+ N (p, A) (cuyo valor depende solamente de la medida en que 
los valores de la función f (2) se aproximan en media a A, y también 
de la frecuencia con que f (z) toma el valor A) difiere de T (p) en una 
función acotada Pa (0) (Il pa(o) | <In* 14 | +1n 2 |1n ce (4) l.. 
si A XH00, Y Po (p)=0, si A = 00). La función T (p) se llama 
función característica de la función meromoría f (2). 

Este teorema puedo considerarse como una generalización extre- 
madamente amplia del hecho según el cual las funciones meromorfas 
elementales — las funciones racionales — toman cualquier valor 
complejo 4 en una misma cantidad de puntos, igual al orden de la 
función (véaso el t. I, ap. 4.1, cap. 2). 

En resumen, la suma m (p, A) + N (p, 4) no depende del valor 4 
(salvo una función acotada pa (p)). Este teorema permite afirmar 
(en el caso en que la función característica crece indefinidamente 
cuando p tiende a A?) que si para cierto 4 la cantidad de A-puntos 
de la función f (z) es relativamente pequeño y, por consiguiente, 
los valores de la función N (p, A) no son relativamente grandes, 
entonces los valores de la función m (p, 4) tienen que ser relativa- 
mente grandes, es decir, la función se aproxima baslante bien cn 
media a A. Es justo también lo recíproco. Así, pues, la insuficiente 
cantidad de A-puntos se recompensa con una buena aproximación 
media de la función f (z) hacia el punto A y una mala aproximación 
media hacia A trae consigo un aumento de la cantidad de A-puntos. 
Tal es el significado y la importancia del primer teorema fundamen- 
tal de la teoría de las funciones meromorífas. 
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Este teorema se amplía esencialmente con un teurema capital 
más difícil, denominado segundo teorema fundamental de la teoría 
de las funciones meromorfías *), del cual, en particular, se deduce 
que para una mayoría preponderante de valores de A la función 
m (p, A) es infinitamente pequeña en comparación con la función 
característica T (p). Por esto, la parte principal en la suma 
m (p, A) + N (p, A) corresponde a la función N (p, A). Para dar 
a esta afirmación un sentido exacto, llamemos a un valor A defec- 
toovalorexcepcional (en el sentido de R. Nevan- 
linna) de la función meromorfa dada f (2) si para este 


lim 2: 2 —5(4)>0. 


por P 0) 
De la relación (7.2:5) se deduce que 
a Tim NA) : 
Ó (4) =1 ca 0 < 1 (7.2:6) 


(suponiendo que T' (p) > oo para p > RR). Por lo tanto, el número 
5 (4), denominado defecto del valor 4, muestra lo que le 
falta a la razón Hp A para ser igual a la unidad (en el Jímite 
cuando p tiende a R). 

Del segundo leorecma tundamental mencionado se deduce que 
para cualquier función f (z) =2s const, que sea meromoría en el plano 
finito (como se demostrará en el ap. 7.4, para ella T (p) > oo si 
p —> 00), y también para una función meromoría en un círculo finito 


laa 


2 . TEN R— . 

(con Ja condición lim—7=0, la cual no siempre se cumple), 
pH 

e] conjunto de todos los valores excepcionales es, en primer lugar, 

no más que numerable, y en segundo lugar, la suma de los dofectos 

de todos estos valores no es superior a dos: 


20 (4) << 2 (7.2:7) 


(relación de los defectos). 

De aquí se deduce que pueden existir no más de dos valores 
con el defecto máximo posible, igual a uno. Coro tales valores se 
caracterizan completamente por la condición 


-  N(p 4) 
lim == =U 
rn TW 


*) Eu esto curso no incluimos el segundo teorema fundanontal. Véaso la 
monografia de R. Nevanlinna Lkindoutigo analylischo PFunktionen, 
Springer, Berlín; 22 ed., 1953 y también el libro de W. K. Ha yma n, Mero- 
morphic functious. Oxford at the Clarendon Press 1964. 
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(lo cual se deduce de la fórmula (7.2:6)), se puede afirmar que existen 
no más de dos valores A para los cuales la función N (p, A) es infinita- 
mente pequeña en comparación con T (p). sta afirmación contiene 
como un caso particular el teorema de Picard para las funciones 
meromorías. Al final del capítulo octavo la obtendremos du otro 
modo. 

7.3. Mustremos Jo expuesto en elap.” 7.2 con unos cuantos 
ejemplos: 


1) Función racional. Sca f (2) = P (2) 


JO donde P (2) 
es un polinomio de grado p, Q (z) es un polinomio de grado q y P (2) 
y O (2) no tienen ceros comnnes. Entonces f (z) es una función racio- 
nal de orden r = max (p, q). Supongamos, para procisar, que p “> q; 
entonces r = p. Para todos los valores suficientemente grandes 


de p, se tiene: 
f (z) =az""9 (1 + e (2)l, 


donda, a cs la razón de los coeficientes de los términos superiores de los 


polinomios ? (2) y Q (2), e(2) es una función racional que tiende 
a cero cuando z->00. Por lo tanto, 


In|f (ee) |=(p—q) np +0 (1)”) 
y. por consiguiente, 
21 


m (p, 00)=>37 SM] 1 (e) | da =(p—4) Ino+0 (1). 


D 


Si p es superior al módulo máximo p” de los ceros del polinomio 
Q (2), entonces la cantidad de polos nr (p, 00) de la función f (3) 
conserva un valor constante, igual a q. Por ello, para N (p, 00) 
obtenemos: 


P 
W(p, 00)= | ATA E ao a 4-2 (0, 00) Inp = 


0 


=> n (0, 00) In p = 


p 0 
= LIA y q (TEA 
Ú p" p 
*) O (1) denota una cantidad acotada. En general, se escribe q (p) > 
= (0 [y ¿ens si p (p) y y (p) a TT para todos los valores sulicientemen- 


te grandes de p y o (9 |< y» (p)|, donde C <oo es cierta constante. 
Análogamente, o (1) denota una a quo tiende a ccro. En general, se escribo 


en coin Pp) 
q (p)=o0fb(p)) si ba TON 0. 
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p 
É, )— 0, : e 
= qu p | [GEL ar (m0, 00) —9) Inp' | = 
Y 


== lnp=0(1); 
y, por consiguiente, 
T (p) "mn (p, 00): N (p, 00) =plnp+0(1). 
l)e aquí se deduce que 


a; m(p, 0) __ 
15) e Tm) ús q 


P=>'u 


os decir, oo es un valor excepcional (en el sontido de R. Nevanlinna) 
para la función racional f (3) si p > q. Demostremos que éste es el 
único valor excepcional. Sea A + oo; de la relación 


o 1 
lim F6=A =0 
se deduce que 
1 
nt —_—_—— 
"era 


para lodos los valores suficiontemente grandes de p y, por 
consigniente, 


) 


1 
E E 
| (pe) A 


(para valores de p suficientemente grandes). 

Así, pues, 0 (4) =0 si A X< oo. o sea, Jos valoros finitos A no 
son cxccpcionales para f (2). 

Instamos al lector que demuestre, que si p = g, el único valor 
excepcional para f (z) es el cociente a de los coeficientes de los térmi- 
nos superiores de los polinomios P (z) y Q (z), y si p < q, cl valor 
excepciorial es igua) a cero. En cada uno de estos casos, para la fun- 
ción característica resulta: 


T(p)=rInp+0(1), 
de modo que para cualquier función racional 
T (9) =0 (In p). 


2) Función exponencial. Esta función no se anula ni 
se hace infinita. Por lo tanto, para ella 


ÑN (p, co)=N (p, 0)=0, 
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es decir, ambos valores U y oo son excepcionales. con el valor máximo 
del defecto, igual a uno. Calculernos la función característica 7 (p) 
y comprobemos que Ja función exponencial no posee ningún valor 
más con defecto positivo. Observando que 
ln | exp (peta) | = p cos a 
es positivo en el semiplano de la derecha y es negativo en el 
semiplano de la izquierda, hallamos: 
i ¿au 2 
us + ta a sda=*Y 
m(p, 00) > Jn | exp (peta) | da, a Í cos do = -— 
1) —e! 


y análoganicnte 
m (p, 0) == ' 
Por consiguiente, 
T (p)=m (p, 00) N (p, 00) =-E. 


Si 430 y Az 00, entonces 


ñ 
y . L, +1] — 9 « 
Mp Ay LADA dee O, Aj ing 

Ú 
Pero los 4-puntos de la función e? son los valores Ln A =1n | A | .;- 
+ ¿(arg a + 2kx0); éstos están situados en la recta Rez = In | 4 | 
y la distancia entre cllos es igual a 21. Como la circunferencia | z | = 
= ft intercepla en esta recta un segmento de longitud 
2 VW — (In 1 4 1)?, la cantidad de 4-puntos que caen en el círculo 
Iz|.< t se acota del modo siguiente: 


rte a) EA. 
y, por consiguiente, 
o —t—=n(0, A) ; 
N(p, 4)- | E —— dino, 4)Inp——p=7 (p). 


1 


De aquí que, para el valor del defecto del número A(4 +0, A 00) 
se tiene: 
<=] — lim No = 
9 (4)=-1 A 70 Ú. 
3) En el caso de una función racional se ha observado sólo un 
valor excepciona). Este valor ecxepcional era el lim f (2). La función 


2D 
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exponencial) para 3 > oo tiende uniformemente a oo en el ángulo 
7 Ñ 7 
arg 2z | LG E e (e > 0) y a cero on el ángulo opuesto por cl 


vértico a éste. ln correspondencia con esto, aquí hay dos valores 
excepcionales: () y oo. Seca ahora n cualquier número natural ..-2. 
Dividamos el plano por rayos que partan del origen de coordenadas 


cu 2n ángulos iguales: d,, de, . . .. don. comenzando desde el ángulo 


e TT .. 
di: |arazl< A * Demostremos que para Z—» oo la función entera 


z 


En (2) = j exp (—2”) dz tiende a oo en los ángulos da, (j =41, ... 


0 
. « ., A), y en cada uno de los ángulos day+4 ( =0,1, .... n — 1) 
21; Ba 


tiende al límite finito 4, =Te ”* , donde f = ¡ e" dt (to 0> 0). 
Ú 
ste comportamiento de la función £, (2) arroja como consecuencia 
de que la misma posee n + 4 valores excepcionales: 
00, Án Á,s, ....9 An 1: 


Obsérvese primero que 


se 
en 


exp (— p” sen 0) du < 


a] 
ar, ]a 
42) 
e. 
"a 
a] 
| 
“O 
3 
O 
O 
un 
[de] 
Pp 
S 
l 
“o 
| 


T 
z 

<» | exp — 070) d0< 7 pr 0 
U 


para p —> 00. 

Apliquemos el teorema integral de Cauchy a la función 
exp (— 2) y al contorno de algún sector del círculo | 2 | < p, perte- 
neciente a da; ,; uno de los radios que limitan el sector lo dirigiremos 


por la bisectriz del ángulo day4+1, la cual forma el ángulo EL con 
la dirección positiva del cje real, y el otro lo dirigiremos hacia el 


punto 
3 — Pp €xp É (7 2)], |a S 
Rosulta: 
2ntj O a 
Enle)—en fe dt= ' edi, 
u 2111) 
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de donde 
Ads dl 
Sig P A +0 


| Bn (e ¡ e" di | < 
hi 


| exp (— p” cos 10) p ¿0 | = 


ELA 
Qn 2 
= — | exp (— p” cos 9) d0|< - ¡ exp (—o" cos 0) d0 <+y pa. 
Ú 0 
2xij O 
Como lime ” fon di = Aj, de aquí se deduce, en primer lugar, 
P=»00 


0 

que gn (2) para z > oo tiende uniformemente al límile A, en day+s, 
y, en segundo lugar, que para cualquier rayo £ que parta del punto 
2= (0 y que pertenezca a days: 


] exp (—E) di =4). 


Para acolar inferiormente In (p, Aj) se necesita obtoner una cola 
asintótica para | £n (2) — 4,|. Trazando un rayo £ por ol punto 


zZ =pCxp (E .|- ai) slal< Sr , hallamos: 
gu (2) —Aj=8n (2) — | exp(—E”) dí 


L 


oO 


MS vn 1 Po “7 
=— [ap | rude (— $) 
Z 


y? 


n— 1 


1) 
: IE a 
=> ¿ap Arde (— E”) 
2 


to _ o not _ 
= 20H exp (—20) += 23M exp (-2")— 


(n —1) (2n — 1) 
— AOÓKXSA 


n 


¡ E” exp (—¿”) dí. 
Como |2"+* exp(—2")] = p "+ exp(—p* cos na) y 


[eres 


09 
< j $72” exp (— 1” cos na) di < pa"*L exp (—p* cos na), 
Pp 


AN o 1 


281234 
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resulta: 
gn()—4= hr" exp(—2%) [Lo (1), 2€ dojo 
(se podrín haber sustituido o (1) por la cota más exacta O (p”"), 
mas para lo que sigue no se necesita tanta exactitud). 
Por consiguiente: 
1 Zn” a n-] o ña 
In maza" p” cos na +1n (np* [1 + 0 (1)1) = 
=p" [cosna + 0 (1), ZE dajrs, 


de donde 
2: 
ssl 
273.n+1.'2n 
PA ROMA: AA Y na Lam 
? 37 OA] p"cos0dO-—+ o (p") 
27) n—*:2n 112 


Lo (1). 


Calculemos, finalmente, 7 (p) = m (p. co) (puesto que N (p, 00) = 
= (1); para ello, acotemos g, (2) en los ángulos d¿; ( =1,2, ..., a»). 
Obsérvese que la biscetriz dol ángulo d,, forma cl ángulo al 
con la dirección positiva del eje real. Por cllo, cada punto z € day, 
23 0, se caracleriza por Ja expresión z =p exp [ EZ .- 
— gi|, donde | a ES . Integrando dus veces por partes, el 


valor de la función g,, (z) en este punto puede escribirge en Ja farma: 


z 


Ente) ] exp(—E) di Janer 2+ 00 - 
sx - 23H oxp(—235)+ EA exp (—2”) + 


AAA pep (9940 (1). 


.| = 
Pero si Z-=p 0xp [Li=02 y] y njalef, resul la 


| "+ exp (—25) | = + exp (p" cos na), 


z 0 
| ' 572" exp (—1) dh |< ¡ 72 exp (t” cos nad dt 
. 
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1) 
¡ 2 exp (17 cos na) dt =- o [p "+ exp (p" cos na) | (a > 2). 
1 


Esta última relación se comprueba aplicando la regla de J)'Hos- 
pital a la fracción: 


í ¿2% exp (£” cos na) dl 
Por consiguiente, en cada uno de los ángulos da, (j=1, ..., n) es 
válida la acotación: 
ente) =—L "9 exp (—2") 11 +0(4)); 


por lo cual, para z= pexp [A 


+as | € das: 


In] gn (2) | =p" cos na + In (pra llo (m1) = y * [cos na + o (1)). 


Además, como se observó anteriormente, en cada uno de los án- 
gulos daj»* 

In| gn (2) |==1n] 4, +0(1)= 0(1). 
De aquí se deduce que 

2 


m (p, 00) = a | In*] g, (2)] da — 


n i (2-1 nia ln 
= 23 | In*| gn (2) | da - 0 (1) = 
jue 1 (2-1) in—2/290 
= > | | cos0d0+ 0 (1) ] +0 (1) =H 11 + 0 (1)I. 
fat Za 
2 
Finalmente, 
1 
¿(p, A A mf" l1+o(1)] 
9 (Aj) = lim A lim nee, him 32 — 2 , 
pac P a +. pro —p” [14 0(1)] 
además, 
m(p. 00) _ 


269) 3 1(p) 
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En resumen, queda demostrado que todos los valores: 00, Ag, ..., Áj-4» 
tienen defectos positivos. Cumo la suma de los defectos calculados: 


n—1 


y en virtud de la relación de los defectos esta suma no pucde 
ser superior a 2, se deduce que 


dld)=%,  j=0,4,... n—l. 

4) Función g(z). Esta función ofrece interés porque carece 
de valorcs excepcionales. 

Comenzaremos con el cálculo de N (p, 00). Como en cada para- 
lelogramo de períodos la función € (2) tiene un polo doble, calculare- 
mos primero la canlidad de paralelogramos que están enteramente 
situados en el círculo cerrado | z | < p; supongamos que éstos hay 
v (p). Después calcularomos la cantidad y (p) de paralelogramos que 
tienen cada uno de ellos al menos un punto común con cl círculo 
cerrado |z]| <p. lstá claro que 


2v (p) <n (p, 00) << 2u (p). 


Designando con la letra D el área de cada paralologramo de perío- 
dos y con Ja Jetra d la longitud de la diagonal mayor, lendremos: 


np? > v (p) D > 1 (p—d)”, 
lu (2) —v(p)1 0 <a (po + d)? —1 (p—-d)" =4npd. 
En efecto, v (p) paralelogramos situados en el circulo |z2|<X0p 


cubren por completo el círculo | z | <p — d, mientras que y (p) — 
— y (p) paralelogramos que tienen puntos comunes con la circun- 


ferencia |z | =p están contenidos en el anillo circular p — e < 
<Xl2l <p +4 (se supone que p > d). 
Por ello 


2 
> (1) >+5$(-0), 
4rnpd 2 
plo) <v() + BE <A - 
y, por consiguiente, 


21p? á4nd dur 2xp* Bn 
e L+ THB <nfp, 00) < D + a? 


/ 4sipd 
D 


D D 


O sea, 


n(p, o) = HE40 (p). 
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Por lo tanto, para ÑN (p, 09) obtonemos (obsérvese que n (0, 00) = 2): 


p p 
ÑN (p, 00) = ¡[E de 42 mp = pe 0 (4) - 22. 0(p). 
1 


Gnlculemos ahora 
¿n 
m (p, 00) =>; | In? | (pe2) | da 
U 

y demostremos que m (p, 00) = O (1). Con este fin, eubramos todo 
el plano por Lales paralelogramos de períodos que los polos de la 
función $£ (2) coincidan con los centros de estos paralelogramos. 

Sea A, uno de estos paralelogramos y sea 2, su centro. Como la 
función $ (3) tiene en Ay el único polo doble en zpy, para Y (z) 
resulta la desigualdad 


(2 
IS RI< TE > 


la cual es válida en todos los puntos del paralelogramo Aj. Aquí C 
es la misma constante para cualquier paralelogramo Á, si z¿ denota 
el centro de este paralelogramo A (aquí nos basamos cn que $ (z) 
es una función doblemente periódica). Consideremos ahora todos los 
paralelogramos que tienen puntos comunes con la circunferencia 
[z | =p, y SCan 9,, Oz, . . .; Oxp) los arcos en que se divide la 
circunferencia por estos paralelogramos. Según lo anterior la canti- 
dad de tales paralelogramos es: 


_ np d)2—=n(p—d)? _ 4apd 
2 (p) =p (p) — v (1) <> == . 


Si el arco 0; pertenece al paralclogramo Aj; y 2; cs el centro del 
paralelogramo, entonces 


> 4 (2 ; 
pr í In | y (peta) | da < ZA ¡ In+ Tp o, 2 dae < 
o; o 
) J 
e 0? 
<> j Jn da. 
0 


Para acotar Ja última integral, consideremos el arco 2, que inter- 
cepta el circulo |z — z,| < C cn la circunferencia | z | = p, y sea 
2y, el ángulo central correspondiente con el vértice en el punto 
2 — (, Jís obvio que y, es un ángulo agudo para p suficientemente 


grande, puesto que > 41 para p => 00 (no hay que olvidarse 


que z, es cl centro de un paralelogramo de períodos que tiene puntos 
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comunes con la circunferencia | z | = p). Por ello, de la desigualdad 


sen Y; < - se desprende que y;=0 (5) . Ahora se tiene: 
Z c2 1 C2 
L=>37 | lu da = — Y ln = 
1 25 , | peta 372 21 ] [pet 7,12 
1 c3 
2, lo p23r3—2pr cos (a —0 y) do, 
E 
donde 2, -- reos. Integrando por partes hallamos: 
v) 
% 4 2pr ¿sen (a —8 y) (a —0 y) do 4 2pr ¡sen aa de 
1127 | in apjcosiamty Cad a 
¿xn z, p24 r?— 2pr , cos (4 —6 y) si . (p—1J2+ 491, sent E 
de donde 
Leo a Ty 
a Y; 
1 a < 
na 4 
y, por consiguiente, 
1 
05) 
Por esta razón 
x(p) 
m (o, 00) P) zz $ Ln] 8 (peo) | da. =0 (562) 0 (1) 


1 9) 


Así, pues, para la función característica dl resulta: 


T (p) =m(p. 00) +4 (p, 00) —3£ 4-0 (p). 


Si ahora A es un valor finito arbitrario, la acotación de la función 
N (p, 4) será similar en todo a la acotación realizada do la función 
N (p, oo). En efecto, cada paralelogramo de períodos contiene dos 
ceros de la función Y (2) — A q qe consifrruiente, 


n(p, 4) = HE 40 (p), 
de donde 


ÑN (p, A) =2£ +0 (p). 
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ln virtud del primer Lbeorema fundamental, para m(, 4) 
ubtenemos: 


mp, A) =T (p)—N (p, 4) +0 (1) =0 (p). 
Así, pues, para cualquier valor 4, finito o infinito, 


. Mp, AY 
—_— =4, 
a T (p) 


es decir, ningún valor es excepcional para la función € (2). 

7.4. Jin esto apartado estudiaremos las propiedades generales 
de la función característica 7 (p). Ante todo, demostraremos que 
T' (p), del mismo modo que el logaritmo dol módulo máximo M4 (p) 
de una función analítica, es no decreciente y representa una función 
convexa de ln p (compárese con el teorema de los tres círculos, 
ap. 3.2, cap. 6). En la demostración partiremos del hecho de que 
la función NY (o, co) posee las propiedades pedidas (véase el ap. 7.2), 
y procuravemos expresar 7 (p) mediante N (p, 00). Supongamos pri- 
mero que f(0) >= 00; aplicando la fórmula (7.1:1) a la función 
f (2) — e*?, donde % os un número real fijo, hallaremos que 


27 
37] la | F (peta) —e10! da =1n 17 (0) —e10 + N (p, 10) —N (p, 00) 
0 
(7.4:1) 
o bien, multiplicando ambos miembros por di ec integrando 


desdo O hasta 21: 


21 21í 
1 1 : Y 
an | EM ln | / (pete) —et0 401 da. == 
¡ 21 a 0 21 
= 2 ¡ In|f(0) —e91 404 E pa (peid) dv— N (p, 00). (7.4:2) 
0 
Consideremos la integral 
27 
5 ] In|w—et0] dy, 


donde w es un número fijo. Si |Jw|«<4, cntonces, aplicando la 
fórmula gencral (7.1:1) a Ja función In|¿—w!|, tendremos: 


2n 
27 | Inl—e0/d8=1n)w]— Info] 0; 
y] 
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si |re]>1, la función InJw—£| cs armónica en el círculo |£]<. 4, 
de donde 


2n 
1 | 10 
a —e %-. Inle l. 
7 y nta |d Fue | 
0 
En resumen, en todos los casos 
21 
1 E 
A 10 Y — + bo 
PA —«4 dy —In* im), 
an Y inn | [ue] 


j 
Por ello, la fórmula (7.4:2) toma la forma: 
231 2 
3 $ 10*1/(002)] =Im*1£(0) 1237 | Mp. 09) ad —N (p, 00), 
O SOa, j j 
za 
T (p) - m(p, 00) EN (p. 00) == 1n*| (0) | + 5 j NY (pp ¿dd (7.4:3) 


U 


En el caso en que f (0) -- oo, en lugar de la fórmula inicial (7.4:1) 
tendriamos: 
¿2x 
0 j In | (peto —c 91d =Im je] N (p, e) — Y (p, 00), 
Ú 


donde e, es el coeficiente del término inferior en el desarrollo de 
Laurent de la función f (z) en un entorno del punto z = 0. Por esta 
razón, en este caso Ja fórmula (7.4:3) se sustituye por la fórmula 


21 
T (p) -In|e,|+ 7 | N (po. e) de. (7.4:57) 


lin uno y obro caso vemos que las propiedades de no decrecimiento 
y convexidad de la función  (p), considerada como función de 
In fp, se deducen de Jos propiedades correspondientes de Ja función 
NÑ (o, ed). Precisando, 

25 

P0)—T (0 +3 ( [Y (p", e) —N (p, et0)]d0 > 0 
í 

ara p' =>) y 


daT (A) 41 EN +0, 1 Él 

CEN A A ió d 

dinp 21 j dinp de ¿a j» (p, e**) dd 
U 


U 
es una función no decreciente de ln p. 
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Obsérvese que si f (z) es una función meromorfa en todo el plano 
finito (12 = 00) y f (2) »s const, entonces 7 (p) necesariamente Liende 
al infinito cuando p tiende al infinito. Jín efecto, designando f (0) 
con A, tendremos en virtud del teorema fundamental 

mílp, YN (lp, 4) =F (4-0 (1), 
de donde 


0 - 
Ñ (p, 4)= | HASTA den (0, A) ino <7 (p) 0 (1; 


mas, por otra parte, 
A (o, 4) 2 1.(0, 4) In pz In p. 
Por lo tanto, 
Inp.«: 7 (9) 1-0 (1), 
de donde se deduce que 
lim 7 (0) = oo 


Poo 
y, además, 


o TA 
lim E >1. 
P-»c00 

En el caso de funciones meromortas en un círculo finito (fi < 00) 
no hay razones para afirmar que la función característica 7 (p) 
tiende al infinito cuando p tiende a 2. Consideremos, en particular, 
el caso de funciones que no tienen polos en el círculo |z | << A; 
entonces, para éstas 


2 


N(p,00)=0 y T(p)=m(p, 00)= 35 | ln] 7 (pers)| da. 


y 


Ya se vio en el ap. 3.2, cap. 6, que la condición de que Ja última 
lunción esté acotada cuando p tiende a Res equivalente a la hipótesis 
de que f (2) pueda expresarse en el círculo |z |< ¿en forma de 
un cociente de dos funciones analíticas que estén acotadas en valor 
absoluto. En realidad, este resultado se extendió cn el ap. 6.4 del 
mismo capítulo a las funciones meromorfas. Á saber, se había demos- 
trado alí que el conjunto de las dos condicionos: 

5 2x1 

A Y Ma a ] 101/6019 ]da.<+40o, 

h=1 


donde (6,) es la sucesión de los polos de la función f (2) que están 
situados en el círculo | 2 | < /?, es equivalente a la condición de 
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gue f (z) se exprese en el mismo círculo en forma de un cociente de 
dos funciones unalíticas y acotadas en valor absoluto. 
Comprobemos que estas condiciones expresan que 7 (p) está 
acotada. En ofecto, de lo dicho en el ap. 4.2, rap. 6, se deduce que 
No 


la convergencia de la seric y (R — |b, |) equivale a la convergencia 
k=1 


00 
oia . R : 
del producto infinito 1] al lo cual, a su vez, oquivale a que 
Ñ h=1 
esté acotado 
p(0) plo) 


In In TT = 2 In Terr cuando p=R. 


Pero 
mo p 7 0 ( ú ' 
p a p a rn t 100) o» n (04) 
A E O, TT dt 
y v 


(véase el ap. 7.1); al fin y al cabo, Jas condiciones que determinan 
la clase de las funciones meromocrlas de forma acolada en el círculo 
12 |< FR, equivalen a que estén acoláidas las canlidades 


p 
NÑ (11) En ¡ n (£, 00) — (0, 00) 


, dt 1 n(0,00)Inp y m(p, 00), 


0 


es decir, a que esté acotada la función característica 7 (p). En resu- 
men, la clase de las funciones meromorfas do forma acotada coincide 
<on la clase de las funciones de característica acotada. 

7.5. Estudiemos cl caso de una función trascendente enlera f (2) 
y aclaremog para ésta la relación entre el módulo máximo M (p) 
y la función característica 7 (p). Como en este caso Y (p, 00) =0, 
resulta: 


1 


T (p) =m (p, 00) = .7 In? ¡f (pe) | da < In+ M (o). 


tn, = 


Pero lu 47 (p) tiende a oo junto con p; por ello, 
In* M (p) =1n M (p), 
comenzando desde cierto p, y se ticne: 
F (9) -¿1n M (p). 
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Por obra parte, según la fórmula de Poisson-Jentzsch, 


2r 
1 2—p2 
nf 3 | ln |f (peta) lara taa da 
U 


, AN) 
p? — p2 


TóA 
—1n [£ 11 a]: [101605 Apo a=O 0) da £€ 


271 
+ tu PA ds 
$ 2) 1n+1 (09) | p24 2 2rp eos (a — 0) da « 
LE m (p, 00) <; E 7 (0); 
por lo cual 
In M (r) me (p). 
Asi, pues, 
T (1) < la M (r) < Et (_), (7.5:1) 
de donde 
la 7 (A <Iinla MMS = 
Por consiguiente, haciendo p —=2r, obtenemos: 
In 7 (») Z Inin M4 (r) .7 In7 (2r) in 7 (2r) 
A a 
O sea, 
li Tm 220 Tim lim PO ; 
—00 n+- r>0 lar 


Recordando la definición de orden de crecimiento de una función 
entera (ap. 1.1), vemos que en esta definición puede ubilizarse la 
función característica 7 (r) en lugar del módulo máximo 4 (r), 
sustituyendo ln M (r) por 7 (»). 

Joxaminemos ahora el caso de una función f (2) que es meromoría 
en el plano finito y no es entera. Aquí la función M (r) = 
= max |f (2) | no puede desempeñar inmediatamente cl mismo 


|z jr 
Dabel que descmpeñaba en la teoría de las funciones enteras. En efec- 
to, M (r) ya no es una función no decreciente, puesto que, haciéndose 
infinita para cada r = r, que coincida con el módulo de algún polo 
de la función f (z), toma valores finitos para todog los valores de 
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r suficientemente próximos a y y distintos de ry. Además, doja ya 
de coincidir con el módulo máximo en el círculo corrado: 

hato If (2) |. La función característica 7 (r) la cual, cono so vio 

z 12 r 
Giol ap. 7.4, es una función no decreciente y convexa de In r, repre- 
senta una sustitución nalural del módulo máximo para una función 
meromoría arbitraria. Aplicándola se puede extender el concepto 
de orden de crecimiento a cualesquiera funciones meromorías, supo- 
niendo por definición que el orden de crecimiento 
.. — In7 (r) 
de la función es len ——— . 
poe In - 

Para ilustrar esto, determinemos el orden de crecimiento de la 
función tg z. Como se sabe, esta función no toma Jos valores ¿ y —i 
(t. l, ap. 4.10, cap. 2). Por lo tanto, en este caso N (p, ¿) = 0 y, por 
consiguiente, para calcular 7 (p) se tiene (en virtud del Leorema fun- 
damental del ap. 7.2): 


¿n 
1 1 
T(p) (pp, 04 0(1) --— | J* da --() (1). 
) 2 > | tg (pu) —¿ 
Pero 
1 exp pipe) nxp (— dpeti) | < 
tg (per —: | | 20xp (ipe**) 
 0xpíp sen) 4-expi—psena) 4,4 ¿e AER 
Se TT ep l—psena) > pl — ep (2p sen 2); 


la última cantidad no supera a 1 si x=¿a<2r, por lo cual en 
el segmento [r, 21): 
In+ E A 
| ty (pet)— ¿| 


sw el ¡intervalo Uco < e se tiene: 


1 
20 s0n a > 11 ——_—_——-. = 
d | tg (pe) 1) 


1 |- ¿20 sen u 


2 


-- 2p sen a -L In > 2p sen a —1n 2; 


por lo cual 


1 : 
M Vez (pe = 24 sen a -|- O (1) 


y, por consiguiente, 


HN 
T (o) == | 29 sena da +0 (1) e p+0(1). 
y 
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De aquí se deduce, finalmente, que el orden de crecimiento de la 
función lg z es igual a 


Nz In [Go+0(] 2 
P=>00 


np 


En resumen, tg z es una función meromorfa de primer orden. 
Calculemos también el orden de la función meromoría $ (z). 
np? 

+ -+ O (p), donde D cs el área del para- 


lelogramo fundamental de periodos (véase el ejemplo 4) del ap. 7.3), 


resulta 
lim El p) =2 
p>w np 


Como para ésta T (p) = 


es decir, la función elíptica Y (2) es do segundo orden. 
7.6. Para terminar este párrafo deduzcamos la fórmula gencral 
para Ja representación de las funciones meromorías de orden finito, 
Partiremos de la fórmula de Poisson — Jentzsch 
2x1 
a tu pep. 
T | In] 7 (ps ) | p? + 12— 2rp cos (a— 6) pa N 
1) 
nin) JAP) 


.2 Mm | LEA Leen ARA » A AE 
|p2—apz | |p3—b43 | 


1 


Está claro que la función armónica que figura en el primer miembro 
de la igualdad es la parte real de la función analítica de 2=rei?: 
2.1 


27 | nl (os 4) |. E des 


(véase la fórmula (1.2:15), cap. 6), y la función armónica del segundo 
miembro”de la igualdad representa la parle real de la siguiente 
función analítica: 


| Ñ e 
LL); lap Fine = Y int 


por lo tanto, 
2x1 


25 | tal 1000) 1 2 Es Ss 
”7 


np) 


— 2 Ly A e a Y coin E (7.6:1) 
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Designemos con q el menor número entero para el cual_se cumple 

la igualdad 

r , 
140 =0  (0<g<o0). 

Tal número a pues, por la hipótesis, f (2) es una función de 

orden finito p. I:videntemente, q =(u)] si L no es un número entero 
q=w0q=u4—1 si u cs un número entero. Derivando la fórmula 

(7.6:1) término a lLérmino q—4 veces OS que 


ditin ft _, Aa 
— AA P A 


q AA faut? 


nip) PIP) PLA) 1 
+ y BS LE A > CS E 
(92 — ax 2)0+ (2 —b,)1+1 ; (92 —by2y0+ 


ae ¿da E FED 
+ In | f (peta) | a de (7.6:2) 
Consideremos las funciones 
up) Gqt ! PIN) e 
S = ql! Pr: A E 
o(2) =g 2 (pl —apz)1+ al 2 (p2 —by2y it 


y (a) == CEM f ln] (ae) 


2 g)0+2 


y demostremos que éstas tienden a cero cuando p tiendo al infinito 
y, además, uniformemente respecto de z, [z[«r<oo. lín efecto, 
si lalsor<p, so tiene: 


Ah ys | aL | É 1 
cl ra 


puesto que [az | «<p. Por consiguienle, 
np) 921 
Ch 


— a, ) 


> (pArA pat 


Dei - ”(p, 0) nr (p. 0) (1-2, 
; (pl — apz)0+l 
pero 
ep 2 ep a 
n(p, 0) n(p, 0) | F- <) A LD de N (ep, 0) <7 (ep) +0 (1); 
p 


p 
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por lo tanto, 


n(p, 0) _eHT (ep), 0 01m 
ES 


—>0 cuando p—>00. 


Así, pues, 
np) a+ 1 
a 
. h - 
lim ————_—— = Q; 
2 (aya 


del mismo modo se demuestra que 
lim ———- = 
pro E (p2 bp 230 + 


Por consiguionte, 
poo 


Acotemos ahora el dia de la integral 7, (2): 


Io (2) Je LEDO j [In] 7 (octa) |! da = 


T (0 —ry1+2 


_ la Dep A e d _ 
E Ñ ln*|/ (pete) | da + f in de] = 


HO! mp como 


2 +1 “ 
a (1-2 fp 


Ag 27 (pr40(1) 
<A A 
da 


hen 


—>() cuando p—0o0. 


Por esta razón, de la fórmula (7.6:2) se deduce la relación siguiento: 


o pin) . ] ni) ; 
grin nl | A A A ==] 
dar (—1) q 2 (¿— hat za 2 ay iH Jj? 
(7.6:3) 
siendo uniforme la convergencia en cada círculo |z|<r<oo. De 
aquí, integrando hajo el signo del límite g+4-4 veces, oblenemos: 
n(p) 


16)=2M2+ Yes Bs A [ In ( (1-)+ 
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R 4 ES 
Im) 
ht + HL ( (7) "1, + 0 (7.6:4) 


«donde los cocficientes Jl e; g=0.. .., q) representan los valores de 
di In (o) en ] 
dei 
Llegamos al siguiente teorema: loda función meromorfa en el 


plano finito, que satisface a la condición lim e 


entero), se expresa según la fórmula (7 Í. 7-6: 4) o según la fórmula 
siguiente: 


en el punto 23=0 y m:=m, es un número entero. 


=() (q es un número 


f(z) Pep (Ney) X 


n(p) 


II _- exp [E A 
dh Ak q nA 


». Lia  _EAAIMI[éZX. US) 


Si las series E jaj y Sr son convergentes, entonces los 
pa rt 3 


productos finitas 


MOSES Er 
Maelo «(6 


COnNvergen NSOIÍá y uniformemente en cada circulo de radio finito. 
Jin esto caso la fórmula (7.6:5) se puede sustituir por la signiente: 


f(2) =2*0xp y ej2) Xx 
1 


: (7.6:6) 
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Asi o para tg z la función característica tiene la forma 7 (p) = 
=+ O (1) y, por consiguiente, q = 1. Como los ceros de tg z 


son pe puntos ja (¿ = 0, +1, +2, .. .), y los polos son: (2) + 1)35 


mM to 
6 ; 1 
(G=0, +1, +2, .. .), las series o y Ny son con- 
1 1 


vergentes y la fórmula (7.6:6) toma la forma: 


nn Ez 
(1-3) +“ 
lg z == o 


Ñ [1 422 
(2) + 432 aa] 
tg z E EE : ] 
Como El es una función par, el cocficiente e, tiene que ser igual 


. 9 . t z . 
a cero. Je la relación lim El = 1 sale que cy = 0 (o 2mxti, donde 
z>(0 
m cs un número entero); por consiguicnte, 


(557) 
(q AA A A A á«<áÁX— 
ta! 


Claro, esta fórmula puede obtenerse fácilmente partiendo del conocido 
desarrollo de senz en producto infinito. 
Si f (2) es una [unción entera de orden y, entonces, según el apar- 
tado anterior, tendremos para esta función 
lim AA = h. 
pro AP 


tg 2-==2- 


De aquí se deduce que a la función f (2) se le puede aplicar la rela- 
ción (7.6:5), haciendo en ésta q = lp) o g = [pl — 1 (de modo que 


29-1234 
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se cumpla la relación lime = 0) y sustituyendo por la unidad 
P-=00 


el producto que figura en el denominador. Entonces tendremos: 


f (2) =2*>exp (3 ca) TI (1-2) exp (+ 07 (7. 
6 1 


Héómos obtenido el desarrollo de una función entera de orden finito 
en producto infinito; este resultado se obtuvo de otro modo en el 
$ 2 del presente capítulo, 

Finalmente, apliquemos la fórmula (7.6:6) para demostrar el 
siguiente leorema: 

Para que una función f (2). meromorfa en el plano finito, sea racio- 
nal, es necesario y suficiente que se cumpla la relación 

«7 (p) 


lim la p 


=r<oo. (7.6:7) 


Isla relación es necesaria, pues para una función racional se tiene: 
T (9) =0 (In p) (véase el ejemplo 1, ap. 7.3). Para demostrar que 
es suficiente, Obsérvese que, debido a la condición (7.6:7), para 
cualquier valor A, finito o infinito, se tiene: 


a N(py A) Zi Tp) 
o y a id 
p>00 p>00 


Pero, para cualquier pp> 1 se liene también 


L 
Ñ (p, 4) = LAIA 4 (0, Ay Ino > 
U 
Y l 
> ¡ MAI A (o, A) np > 
1 


p 
, A 1 
> [2 2t>n (po, 4)1mp (1-2). 
Po 
Por consiguiente, 


Nip, A 
rn (po, A) lim ELL er, 
P+D 


es decir, la cantidad de A-puntos de Ja función f (z) en cualquier 
círculo no es superior a r. Por cllo, en particular, no es superior 
a r también la cantidad de ceros no y la cantidad de polos p, en todo 
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el plano finito. Utilizando esto, y teniendo en cuenta que en la fór- 
mula (7.6:5) se puede poner en el caso dado q = 0, hallamos de ésta: 


no 


f (2) = 2% exp co , 
2) 


o sea, f (2) es una función racional de grado no superior a F. 
Evidentemente, el teorema demostrado se puede formular del 
modo siguiente: 
Para toda función trascendente f (2), que sea meromarfa en el plano 
finito, se cumple la relación 


CAPITULO 
OCTAVO 


CONCEPTO DE SUPERFICIE 
DE RIEMANN. 
PROLONGACIÓN ANALITICA 


$ 1. CONCEPTO DE SUPERFICIE. SUPERFICIE ABSTRACTA 
DE RIEMANN 


1.1. Generalizando las propiedades de diversas superficies ele- 
mentales se llega al concepto de superficie topológica. 

Sea E un conjunto infinito, a cuyos elementos los llamaremos 
puntos. Supongamos que en el mismo se ha elegido un sistema deter- 
minado de subconjuntos ([U) que posee las propiedades siguientes: 

a) a cada punto e € £ se han puesto en correspondencia ciertos 
conjuntos de / (al menos uno); estos conjuntos contienen al punto e, 
se designan con U (e) y se llaman entornos del punto e; 

b) para cualesquiera dos entornos de un mismo punto e existe 
un tercer entorno del punto e que está contenido en cada uno de los 
dos dados; 

c) si e” EU (e), entonces existe U (e') C U (e); 

d) si el punto e” es distinto de e, entonces existen U (e) y U (e) 
sin puntos comunes. 

Los conjuntos E, en los cuales se han elegido tales sistemas de 
subconjuntos, forman una clase especial de espacios topo- 
lógicos y se Jlaman 72,-espacios*), 

En un To-espacio E, para cada conjunto M se puede definir el 
concepto de puntos de acumulación como tales puntos de £ que 
cualquier entorno de los mismos contiene un conjunto infinito de 
puntos de M; luego se pueden introducir los conceptos de clausura 
del conjunto M, de conjuntos abiertos y cerrados, conexión. los con- 
ceptos de recintos y continuos, de curvas continuas y, en pacticular, 


*) Sobre los espacios topológicos y los conceptos roferentes a ésto3 véaso 
P.S. Alexándrov, Introducción a la tcoría general de los conjuntos y 
funciones (M. C. Anexcamapon, Boenento B OOMYIO TOOPIMIO MILOAXECTA 
n pyagreuía, OPM3, Pocrexumagar, M.—Jl., 1948, lpubanrermo K v.:1ave urecToú). 
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de Jordan, de compacidad, etc. Todo esto se hace igual que, por 
ejemplo, para los conjuntos en el plano. Sometiendo «a un 
Ty-espacio E a unas condiciones complementarias determinadas, 
se llega al concepto de superficie topológica. Tales condiciones son: 

u) E esconexo (es decir, cualquiera que sea la división 
del mismo en dos subconjuntos disjuntos, al menos uno de ellos 
contiene puntos de acumulación del otro). 

$) Existe un sistema B de recintos de £*, que no es más que numera- 
ble, y tal que, para cada punto en € E y cada entorno U (e,), se puede 
señalar uno de los recintos del sistema B que contiene al punto e, 
y está contenido en esto entorno. (De un espacio que satisface a esta 
condición, se dice que posee una base numerable B). 

y) Cada punto ey € E posee un entorno U (ey) que admite una 
transformación biunívoca y bicontinua z = pe, (e) en un recinto 
simplemente conexo g., del plano z, por ejemplo, en el círculo unidad 
o en todo el plano finito. (De un espacio quo posee esta propiedad 
se dice quees localmente homeomorfo al plano). 

Eu este caso la continuidad de la transformación z = Q., (e) 
en un punto e, € U (e,) se entiende en el sentido siguiento: Para 
cada entorno k: |z — z, | < p del punto z, = q (e,) existe un entor- 
no UY (ey) < U (ep) tal que z = Qe, (e) Ek si e € U (ej). 

De un modo similar sc define la continuidad de la transforma- 
ción inversa e = qe. (z). 

La condición y) permite reducir el estudio de los entornos YU (e,) 
al estudio de los recintos simplemente conexos g., correspondientes 
mediante la transformación homeomorfa z = Q., (e). Se puede decir 
que todo entorno U (e) posee la misma estructura (topológica) 
que un recinto simplemente conexo del plano. 

Obsérvese que en la transformación z = qe, (e) los conjuntos 
cerrados y abiertos de puntos del entorno U (e,) se convierten en 
conjuntos cerrados y abiertos de puntos del recinto g.,, respectiva- 
mente. Demostremos esto, por ejemplo, para el caso de un conjunto 
abierto M < U (ep). 

Sea 3, = Qe, (e,) un punto de la imagen m = o, (M) de esto con- 
junto. Suponiendo que éste no es interior -para m, hallaremos una 
sucesión de puntos (ftn), pertenecientes a £« y no pertenecientes 
a m, que converge hacia z,. Sus preimágenes £, = q (£n) tienen 
que converger a £,, pues la función qe, (2) es continua. Por consiguien- 
te, éstas estarán contenidas en el conjunto M comenzando desde 
cierto rn en adelante (debido a que e, es un punto interior del conjun- 
to M). Pero de aquí se deduce que £, = Qeo (En) tienen que pertene- 
cer a m = Qe (M) comenzando desde cierto n en adelante. De la 
contradicción obtenida sacamos la conclusión de que la imagen 
de un conjunto abierto en la transformación z = q», (e) es también 
un conjunto abierto. 
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Un Ts-espacio que posea las propiedades onumeradas (que sea 
conexo, que exista una base numcrable y que haya para cada punto 
un entorno homeomorfo a un recinto simplemente conexo del plano), 
se llama superficie topológica (abreviadamento, 
superficie) o variedad bidimensional?) 

Las superficies so dividen en cerradas, las cuales se carao- 
terizan por la propiedad de compucidad, es decir, que cualquier 
conjunto infinito de puntos portonecientes a ellas posee al menos 
un punto de acumulación, y abiertas, en las cuales existon 
conjuntos infinitos sin puntos de acumulación, 

He aquí unos cuantos ejemplos elementales de superficies. 

1) El plano finito en un espacio euclídeo con la definición ordi- 
naria de entorno, representa una superficie abierta. 

2) La esfera (o cl plano ampliado) es una superficie cerrada. 

3) El toro, obtenido por rotación de una circunferencia de radio r 
alrededor de un eje situado en un plano con la circunferencia y que 
no tiene puntos comunes con ella. 

Si /i es la distancia desde el centro de la circunferencia hasta 
el eje de rotación (R > r»), entonces el entorno de un punto del toro 
se puede definir como la parte del toro que cae dentro de cualquier 
esfera con el centro en esto punto y de radio menor que 27 y 2 (RN — r). 
Jin esta definición el conjunto de puntos del toro es una superficie 
cerrada. 

4) Dividamos el plano finito en franjas 2ak < zx < 2n (kk + 1) 
(« =0, +1, +2, .. .) y llamemos a los puntos z y 2' congruentes 
si 22 —2 = 2mxn, donde m es un número entero. Para cada punto 
del plano existe un conjunto infinito (numerable) de puntos congruen- 
tes con él y situados uno en cada franja. Uniéndolos en ina clase 
podemos considerar cualquier punto como representante de boda 
la clase, en el sentido de que a la misma clase van a pertenecer los 
puntos del plano que son congruentes con el puntodado, y sólo ellos. 
Llamemos entorno de una clase dada al conjunto de las clases que 
se representan por puntos situados en el interior de un círculo de radio 
p < xí con el centro en uno de los puntos de la clase. Con'tal defini- 
ción el conjunto E de todas las clases posibles representa una super- 
licie. Esta superficie es homeomorfa al cilindro circular recto 


E=pcos0,  n=psenb, ¿=b  0<0<2a, 


puesto que, poniendo en correspondencia a cada clase representada 
por el punto z =x-+ ¿y de la franja fundamental (0 < x < 21) 
el punto E = p cos x, n = p sen x, £ = y del cilindro, resulta, como 


*) A veces, en la definición de varicdad se omite la condición de existoncia 
do una base numcrablr. Entonces el concepto de variedad bidirnensional resulta 
ser más amplio que el conecpto do superficie. 
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fácilmente/:9 observa, una correspondencia homeomorfa entre la 
superficie E y los puntos del cilindro. La superficie construida aquí 
es abierta. 

5) Dividamos el plano finito en rectángulos 


lam<x<2a(m+41), — 2fn<y< 2 (n+ 1) A 


(a y $ son unos números reales positivos fijados) y llamemos a los 
puntos z y 2' congruentes si 2” — z = 2am + 2ifPn. Para cada punto 


6 


FIG. 58. FIG. 59. 


del plano resulta un conjunto infinito numerable de puntos congruen- 
tes, situados uno en cada rectángulo. Reuniéndolos en una clase, 
se puede considerar cualquiera de ellos como representante de toda 
la clase. Llamemos entorno de una clase dada al conjunto de las 
clases que se representan por puntos situados en un círculo de radio 
p <¿ min (a, (fB) con cl centro en uno de Jos puntos de la clase. Con 
tal definición el conjunto E de todas las clases posibles representa 
una superficie. Esta superficie es homeomorfa al toro, por ejemplo, 
al toro de rotación del ejemplo 3). En efecto, con una clección ade- 
cuada de Jos ejes coordenados y de los parámetros q y 0 (fig. 58) 
las ecuaciones de este último pueden expresarse en la forma 


E=(R +rc0s p) cos 0, n =(R + rcos q) sen 6, E=rsenq 
(0<0< 27, 0<qp <2m), 


y si se pone en correspondencia a la claso representada por el punto 
z = x + ly del paralelogramo fundamental: (OZ<24,0< y < 
< 28, el punto del toro que se determina por los valores de los 
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o ¿ri 21 : 
parámetros O = TY resulta una correspondencia 


homeomoría entre E y el conjunto de los puntos del toro. 

6) Consideremos la franja —1 < y < 1 y llamemos a dos puntos 
do la misma 2" = 2 + iy” y 2 = 2 + ly congruentes en uno de Jos 
dos casos: x” — x = 4nk y y” = y (k es un número entero) ox — x = 
== (2k + 1) 21 y y” = — y. Reuniendo en una clase los puntos 
congruentes y definiendo el entorno de una clase como el conjunto 
de todas las clases que se representan por todos Jos puntos de cual. 
quier círculo contenido en la franja con el centro en uno de los puntos 
de esta clase, hallaremos que cl conjunto E£ de todas las clases repre- 
senta una superficio. Fácilmente se comprueba quo ésta es homeomor- 
faala banda (o cinta) de Móbius, cuyo modelo puede 
obtenerse recortando un rectángulo de papel de base 27 y de altura 2, 
doblándolo de tal modo que se unan a pares los puntos de los lados 
laterales quo son simétricos respecto del centro del rectángulo, 
y pegando uno a otro los lugares unidos. Se puede obtener un modelo 
análogo si en cada posición de la circunferencia, cuya rotación forma 
el toro determinado por cierto valor del ángulo 9, 0<80< 2x, 
se toma en lugar de la circunferencia el radio que forma el ángulo 
p =9 con el plano ¿On (fig. 59). 

1.2. Las superficies nos van a interesar solamento en la medida 
en que para las funciones definidas en ellas o en los recintos perte- 
necientes a Jas mismas se pueda introducir el concoplo de analiticidad 
(del mismo modo que este concepto se introdujo para las funciones 
definidas en los recintos del plano o de la esfera). 

Fijemos para cada punto ep un entorno determinado UY, = U (e,) 
y llamémosle entorno selecto de este punto; fijemos también 
una transformación homeomorífa determinada ft =A(e) =1,, (e) 
de este entorno sobre algún recinto simplemente conexo g = ge, 
del plano finito que contenga al origen de coordenadas. Lxigiremos 
que se cumpla la condición %+, (ep) = 0. A la función ft = 1, = 
= hey le) la llamaremos parámetro local (o también 
parámotro de uniformación local) del punto eo. 
A continuación someteremos al sistema de parámetros locales a una 
restricción esencial. 

Una función w = F (e) del punto e situado en la superficie dada 
(los valores de la función son números complejos), definida en un 
entorno del punto e, contenido en U,, se transforma en la función 
F (2-1 (£)l = P* (t) del parámetro complejo +, definida en un recinto 
perteneciente a g que contiene a] punto ¿= 0, 

Supongamos que existe un entorno uy € U, del punto €, tal, 
que F* (£) es una función analítica en el recinio correspondiente que 
pertonece a g. Seria natural llamar en este caso a la función F (e) 
analítica en el entorno u, del punto e, de Ja superficie dada y, junto 
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con ollo, llamarla analítica en cada punto perteneciente al entorno 
Up. Sin embargo, para admitir esta definición se necesita una condi- 
ción complementaria respecto del sistema de parámetros locales 
eo (E) )- 

Jon elos sea €; y eg un punto de aquel entorno uy < U, del 
punto e, en el cual F (e) cs una función analítica. Ticne que existir 
un entorno uy, del punto e, que esté contenido en uy; podemos exigir 
también que esté contenido también en el entorno selecto U, del 
punto e, Como u, perteneco a up, F (e) es analítica en u,. Pero, por 
otra parte, de la analiticidad de la función F (e) en un entorno del 
punto e, se puede juzgar basándose on la transformación t = ?,, = 
= he, (e), la cual transforma la función F' (e) en F [2¿! (1)] = F** (7). 
Para que nuestra definición de analiticidad no nos Jleve a ninguna 
contradicción, es necesario exigir que la última función también 
sea analítica en cierto recinto que contenga al punto + = 0. Hagamos, 
en particular, FP (e) = Ae, (e) = £. Entonces tendremos F* (tf) = £, 
y como esta función es analítica en el recinto g, la función t = 
= hey (e) se debe suponer analítica en la superficie en todo el entorno 
U¿. Para el punto e, € U,, el cual corresponde al valor t = t, en la 
transformación t = As, (e), hallamos según lo anterior que la función 
t= F** (1) = deghs, (7) tiene que ser analítica en un entorno del 
punto + = 0 y, además, univalente, puesto que la transformación 
t= dedo, (1) es biunívoca. Esta es la condición a la que hay que 
someter los parámetros locales: 

A) Si t = hey [e) es un parámetro local del punto ey y e, es algún 
punto del entorno selecto correspondiente del punto e,, entonces este 
parámetro tiene que ser una función analitica del parámetro + = 
= he, (e) en cierto entorno del punto += 0, 


Cumpliéndose esta condición, toda función w = P (e), cuya ana- 
liticidad en uy < U se haya establecida mediante el parámetro 
local 1 = Ae (e), sorá analítica también on un entorno de cualquicr 
punto e, € uy si es estable su analiticidad mediante el parámetro 
local Y = Ar, (6). 

La selección del sistema de parámotros locales para la superficie 
dada la someteremos a la condición hallada, sin detenernos por ahora 
en el problema de la posibilidad de tal selección. Del método mismo 
de obtención de la condición A) se deduce que, cumpliéndose ésta 
respecto de cada función w = F (e), definida en cierto recinto D 
de la superficie, también para cada punto €, € D se puede dar una 
respuesta unívoca a la pregunta de si esta función es analítica en 
la superficie en un entorno del punto e, o no lo es. 

Una superficie E, para cuyos puntos se ha elegido un sistema 
de parámetros locales que satisface a la condición A), se llama 
superficie abstracta de Riemann. 
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Expresándose de una manera descriptiva, las superficics dle 
lRiemann son aquellas que están preparadas de un modo especial 
para quo, respecto de las funcionos del punto sobre las mismas que 
toman valores complejos, el problema de la analiticidad uv no anali- 
Licidad de estas funciones tenga un sentido tan determinado como 
para las funciones del punto en el plano o en la esfera. Obsérvese 
que ol plano y la esfera (el plano ampliado) son los ejeroplos más 
simples de superficies de Riemann. Para la primera de éstas por pará- 
metro local para un punto arbitrario z, se puede tomar l! =Z — zp 
(el entorno selecto será entonces, por ejemplo, un círculo con el centro 
en zp), mientras que para la segunda (habiendo realizado previamente 
su proyección cstereográfica sobre el plano), también lt =Z — zp 


para cada punto finito y £ == para el punto del infinito (para el 


último punto, el entorno selecto será entonces la parte exterior do 
un círculo con el centro en el origen de coordenadas). Hagamos un 
resumen de lo cxpuesto: 

Sea £ una superficie a cada uno de cuyos puntos e, se han puesto 
«*n correspondencia cierto entorno UY, (entorno selecto) y una función 
t = dao (e) (parámetro local) que realiza una transformación homeo- 
moría de JU, en un recinto simplemente conexo del plano € que 
contiene al punto ¿ = (, de modo que al punto e, le corresponda 
el cero. Si en este caso se cumple la condición: 

A) el parámetro local t., del punto ey es una función analítica 
t(v) = Anda, (7) del parámetro local t=?,¿, para cada punto 
e € Uy en cierto entorno del punto 


T=UÚ 


que depende de e,, entonces E se llama superficie abstracta de Rie- 
mann (respecto del sistema dado de parámetros locales). 

En la superficie abstracta, para cualquier función del punto 
we = F (e) que tome valores complejos se puedo dar una respuesta 
unívoca a la pregunta de si es ésta analítica en un entorno de algún 
punto ez, en el cual ella esté definida, o no lo es. Precisando, la res- 
puesta será afirmativa o negativa según que sea F [A (£)] una 
función analítica en un entorno del punto ¿ =0 o no lo sea. 

Las dofinicionos establecidas aquí no serán completas si no se les 
agrega la condición, según la cual dos superficies abstractas de 
Riemann que se obtienen de dos superficies E y E” (quo pueden ser 
idénticas) mediante dos sistemas de parámetros locales (A, (2)) 
y e. (e")), se consideran como superficios idénticas de Riemann. 
Esta condición consiste en lo siguiente: E y E” tienen que admitir 
una transformación homeomorfa e” = O (e) una en la otra tal, que 
los parámetros locales A,, (e) se transformen cn funciones Ap D7? (e”) 
analíticas en ciertos entornos de los puntos correspondientes e, = 
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= 0 (€), y los parámetros locales Ao (e”) se transformen en funciones 
d, ¿D (e) analíticas en ciertos entornos de los puntos correspondientes 
de = (D- =1 (€,). 

De esta condición se deduce que toda función w = F (e) que 
sea analítica en cierto recinto D en la superficie E, se convierte, 
en la transformación e” = OD (e), en una función analítica en el recinto 
correspondiente D' de la superficie E”, y recíprocamente; por lo tanto, 
ambas superficies de Riemann no se distinguen entre sí como por- 
tadoras del argumento de la función analítica. 

1.3. Aclaremos con ejomplos los conceptos introducidos en 
el ap. 1.2. 

Obsérvese que todo recinto G del plano (o de la esfera) se puede 
considerar como una superficie de Riemann, si por parámetro local 


del punto z, € G se toma? =2z — zp (0 t=Z si 29 =00). Sean 


G y D dos recintos; hallemos las condiciones según las cuales éstos 
representan una misma superficie abstracta de Riemann. Como ya 
sabemos, la condición general consiste en la existencia de una trans- 
formación homecomoría w = 0 (z) de un recinto en el otro, tal que 
el parámetro local w — toy se transforme en una función analítica 
de z — Zo (y, reciprocamente, z — zp se debe transformar en una 
función analítica de w — wp); aquí w = 0D (z) y ww. = UD (zp). Pero 
esto significa que en un entorno de cada punto z¿ € G cs válido un 
desarrollo de Ja forma 


D (2) =0 (zo) + A, (2 — Zo) + Az (2—2Z0).+..., 

es decir, O (z) cs analítica en el recinto G. Como la transformación 
w = 0 (2) es homeomorfa, sacamos la conclusión de que es también 
conforme. Por consiguiente, dos recintos G y D del plano representan 
una misma superficie abstracta de Riemann cuando, y sólo cuando, 
existe una transformación conforme de uno de ellos sobre el otro. 
De aquí se deduce, por ejemplo, que todos los recintos simplemente 
conexos, cuyas fronteras contienen más de un punto, representan 
una misma superficie abstracta de Riemann. Por el contrario, entro 
los recintos biconexos ya se encuentra un conjunto infinito e incluso 
no numerable de superficies de Riemann distintas. 

Es suficiente considerar el conjunto de todos los anillos circulares. 
Ya sabemos (ap. 2.1, cap. V) que dos anillos de éstos pueden trans- 
formarse. conformemente uno en otro cuando, y sólo cuando, son 
semejantes entre sí. Por consiguiente, los anillos r < |z |< 
y p e |z| <P representan distintas superficies de Riemann si 


pss Ls a 
p 
He amil un ejemplo sencillo que muestra que una misma super- 
ficie (topológica) puede representar superficies de Riemann iguales 
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o distintas para una elección diferente del sistema de parámetros 
locales. Examinemos el plano finito. Este es una superficie de 
Riemann si para cada punto z, se hace t,, = 2 — Zy. Se puede llegar 
a la misma superficie de Riemann si para cada punto zp, se elige el 
parámetro local en forma de una función analítica arbitraria 2,, (2) 
cuyo desarrollo en cierto entorno del punto zp, tenga la forma 
bzo = Azp (2) = 91 (2 — 2p) + 0% (2—2).+... (0, 0) 

(tal función es univalente en cierto entorno del punto z, y, por con- 
siguiente, realiza una transformación conforme de este entorno en 
un recinto simplemente conexo que contiene al origen de coordena- 
das). Para convencerse de que en estos dos métodos de elección 
resulta una misma superficie de Riecmann, es suficiente tomar la 
transformación idéntica w = 2. 

Señalemos ahora un sistema de parámetros locales según el cual 
el plano se convierte en una superficie de Riemann distinta de las 
anteriores. Con este fin, realicemos una transformación homeomorfa 
del plano tw on el círculo unidad (por ejemplo, mediante la función 


¿ = y (vw), donde E arctg |w |, si w+0 y [=0 si 


w = 0) y elijamos para el punto tw, el parámetro local ty, = € (w) — 
— £ (wp). Entoncos la condición A) del apartado anterior quedará 
cumplida, puesto que los parámetros locales para dos puntos distin- 
tos wWy y w, están ligados por la relación 


t=5 (w1) — E (Wo) +7 


(aquí t= Luo 5 E (w) an E (ws) A Lor Sn 5 (w) 0 G (11), Cs 
decir, cada uno de estos parámetros es una función analítica del 
vtro. Por consiguiente, con la elección indicada de los parámetros 
locales cl plano representa una superficie de Riemann. Esta será 
distinta de aquélla, a la cual le corresponden los parámetros f,, = 
=2 —2g. En efecto, es obvio que siendo ty, = £ (w) — £ (wo), 
la función £ (w) es uniforme y analítica en toda la superficie. Si ambas 
superficies son idénticas, existo una transformación homeomoría 
de una sobre otra: w = 0 (z), en la cual la función € (w) se convertirá 
en una función £* (z) analítica en cada punto del plano finito z, 
es decir, desarrollable en serie 


6 (2) =5" (20) + Ay (2— 20) +... 
en un entorno de cada punto z¿. Por consiguiente, la función (£* (z) 
es entera y, además, acotada (| £* (z) | < 1), lo cual, según el teore- 
ma de Liouville, es imposible, puesto que ¿* (z) se const. 

El lector demostrará fácilmente que el plano con los parámetros 
locales t.) = $ (u) — € (wp) es idéntica (como superficie abstracta 
de Riemann) al círculo, donde por parámetros locales se toman 
teo = 2 — Zo. 
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Volviendo al conceplo general de superficie abstracta de Riemann, 
aclaremos el significado geométrico de la introducción del sistema 
de parámetros locales que satisface a la condición A) del apartado 
precedente. Supongamos que en la superficie topológica dada se 
lla establecido tal sistema de parámétros locales. Entonces en csta 
superficie se puede introducir el concepto de ángulo entre dos líneas 
curvas y $e pueden medir los ángulos exactamente igual que en el 
plano o on la osfora. Precisando, scan y, y y, dos arcos de Jordan 
que pasan por un punto e, de la superficie. Mediante el parámetro 
Jocal t = to, = Ao (e) estas curvas se transforman en dos arcos de 
Jordan 6, y $, del plano t que pasan por el origen de coordenadas. 
Sí estos últimos poseen tangentes en el punto ¿ = 0 y, por consi- 
guiente, forman entre sí cierto ángulo, diremos que los arcos y, y Y, 
forman también un ángulo en el punto e, de la superficie, y por medi- 
da de este ángulo tomaremos la medida del ángulo formado por los 
arcos 0, y 6, en el plano. 

Con. tal definición de los ángulos Ja transformación del entorno 
selecto Uy del punto ey mediante la función t = Ap, (e) en el recinto 
simplemente conexo g = fe, del plano t será conforme en el punto es. 
El significado de la condición A) consiste en que ésta garantiza que 
sea también conforme la transformación en todos los demás puntos 
«del entorno selecto Uy. En efecto, si e, = Ag (81) € Un y Y; y ví 
son arcos de Jordan que pasan por el punto e, y forman en él un 
ángulo a, on el sentido de la dofinición admitida, entonces en la 
transformación T= fe, = Ae, (e) estos arcos se convierten on arcos 
$, y 6, que pasan por el punto t = O y forman cn éste el ángulo a. 
En virtud de la condición A), el parámetro t es una función analítica 
del parámetro + en un entorno dol punto t = 0 que es, además, 
univalente (pues la correspondencia entre r y ti es biunivoca). Por 
ello, la transformación t = Ae, (1) es conforme y transforma Ó, 


y 6, en un par de arcos 5; y $; que pasan por el punto t, y obman 


también en el mismo el ángulo a. Pero Jos mismos arcos 5, y 5; 
se forman directamente en la transformación t= Ae, (e) "como 
imágenes de los arcos y; y y; De aquí se deduce que la transformación 
d = hep (€) es conforme en todos los puntos de U.j. 

Vemos, pues, que en cualquier superficio de Riemann se pueden 
definir los conceptos de ángulo y su medida, de modo que esta super- 
ficie no sólo admita en un entorno de cada punto una transformación 
homecomoría en un recinto simplemente conexo del plano (lo cual 
es propio de cada superficie), sino que también admita una transfor- 
anación conforme. Tal translormación se realiza mediante los pará- 
metros locales que figuran en la definición de superficie de Riemann. 

Considerando que en cada superficie de Riemann se ha introduci- 
do la medición de los ángulos del modo indicado anteriormente, so 
puede enunciar de otra manera la condición de identidad o distinción 
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de dos superficies de Riemann dadas de formas distintas. Precisando, 
dos superficies abstractas de ltiemann son idénticas o distintas según 
que exista o no exista una transformación conforme de una de estas super- 
ficies sobre la otra. 

En efecto, en caso de identidad de dos superficies abstractas 
de Riemann E y £*, se trata de la existencia de una transformación 
homecomorfa de una de ellas sobre la otra, tal que los parámetros 
locales en una superficie son funciones analíticas de los puntos co- 
rrespondientos de la otra superficie. Si al punto e, € E le corresponde 
el punto e, € E”, entonces de aquí se deduce que ol parámetro local 
t = tes una función analítica del parámetro 1” = f,. en un entorno 


del punto ¿' =0, y recíprocamente: ¿' es una función analítica 
de £ en un entorno del punto ¿ = (). Por csta razón, en la transforma- 
ción considerada de E sobre £”, entre los parámetros locales (o, 
y t's, en los entornos de los puntos ¿=0 y ¿' =0 se establece una 
correspondencia biunívoca y analítica, es decir, una correspondencia 
conforme. Pero en £ y E* los ángulos entre las curvas que pasan por 
los puntos e, y e, se determinan como los ángulos formados por las 
curvas en el plano que se obtienen en las transformaciones ¿ = 
= hon (e) y = des (e”). Por ello, la existencia de una corresponden- 
cia conforme entre los parámetros locales significa la correspondencia 
conforme entre las superficies E y E”, que es lo que se afirmaba. 

Al comienzo de este apartado, eu el caso de recintos del plano, 
considerado como superficies de Riemann, señalábamos que para 
éstos la identidad significaba la posibilidad de transformar uno 
do ellos en el otro. Ahora vemos que esto inismo ocurre en el caso 
de cualesquiera suporficies abstractas de Riomann. 

De aquí se deduce que en las superficies abstractas de Riemann 
solamente se pueden estudiar las propicdades más generales de las 
funciones analíticas que no varían al realizar cualquier transforma- 
ción conforme de una superficie en otra. Si se quieren estudiar las 
propiedades que pueden alterarse al realizar alguna transformación 
conforme, se deben introducir unos elementos complementarios en 
la misma dofinición de superficie de Riemann, de modo que éstos 
permilan en condiciones determinadas establecer una diferencia 


entre las superficies que se transforman conformemente una en la 
otra. 


$ 2. TRIANGULACION DE UNA SUPER TICIE. 
TRANSFORMACIONES INTERIORES 


2.1. Sca £ una superficie topológica; supongamos que F es 
un conjunto de puntos de ella que es homeomorfo a un recinto cerrado 
del plano limitado por una curva de Jordan. Entonces F representa 
también un recinto cercado sobre la superficie, cuya frontora T' es 
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una curva de Jordan. Fijemos en T' tres puntos cualesquiera A. B 
y C, y llamemos triángulo (topológico) sobre la superficie E 
al conjunto F junto con estos Lres puntos fijados en la frontera. 


A los puntos A, B y C los llamaremos vértices, a los arcos AB, BC 


y CA (se tiene en cuenta cada vez aquel arco, entre los dos posibles, 
quo no contiene el tercer vértice) los llamaremos lados del triángulo 
y a los puntos interiores del conjunto F, puntos interiores del trián- 
gulo. A una fijación de un orden (cíclico) determinado de los vértices 
del triángulo ABC o ACB la llamaremos orientación del 
triángulo, y al triángulo mismo, para el cual está fijado el orden 
de los vértices, lo llamaremos triángulo orientado. Es obvio 
que cualquier triángulo admite dos y sólo dos orientaciones distintas. 

Supongamos que la superficie E está dividida en triángulos (A) 
de tal modo que se cumplen las siguientes condiciones: 1) ningún 
punto interior de un triángulo Á pertenece a otro triángulo A” del 
mismo sistema (A); 2) todo punto frontera de un triángulo A, 
distinto de sus vértices, pertenece también a un triángulo A”, y sólo 
a uno, que tiene con Á un lado común; además, todos los puntos comu- 
nes de los triángulos A y A” pertenecen a este lado; 3) si dos triángu- 
los no tienen un lado común, entonces, tienen un vértice común, 
y sólo uno, o carecen de puntos comunes; 4) para cada punto de la 
superficie E existe un entorno que se cubre por un número finito 
de triángulos A. 

El sistema de triángulos (A) que engendra tal división, así 
como la división misma, se llama triangulación de 
la superficie. Se puede demostrar quo cualquier superficie 
admite triangulación. Aquí no vamos a exponer esta demostración 
(por cierto, es elemental), puesto que para las superficies que nos in- 
leresan la existencia de la triangulación so establece inmediatamente. 

Deduzcamos algunas propiedades de la triangulación. 

Sen A el vértice de algún triángulo Aj, € (A). En virtud de las 
condiciones 4) y 2) éste no puede ser interior ni punto frontera 
distinto de los vértices ni punto de alguno de los demás triángulos A. 
Debido a la condición 4), existe un entorno U del punto A que 
se cubre por un número finito de triángulos A,, ..., Am. Ninguno 
de los triángulos distintos de los últimos puede tener puntos en el 
interior de U. En efecto, si existiese tal triángulo Á, entonces en 
U habría algún punto interior perteneciente a los triángulos Á,, .. . 
.-., Am (auno o a vacios), distintos de A, lo cual es imposible debi- 
do a la condición 1). 

Sea AB uno do los dos lados del triángulo A, que tienen un vér- 
tice común A. Entonces, en virtud de la condición 2), existe un 
triángulo A”, distinto de Aj, para el cual AB es uno de los lados, 
Como sus puntos están siluados en cualquier entorno del punto A, 
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éste tiene que coincidir con uno de los triángulos Ay, ..., An. 
Consideremos su lado AB” distinto de AB. Este no puede pertenecer 
2 A,, debido a la condición 2); por consiguiente, en virtud de la mis- 
ma propiedad 2) existe un triángulo A” (4” % A, y A" 23) al 
cual pertenece .4B”", Este triángulo tumbién tiene que coincidir con 
uno de los triángulos Á,, ..., An. 

Continuermmos estos razonamientos. Como el número de triángulos 
que cubren (Y es igual a m, resultan en Lotal n Lriángulos distintos 
An ALMA”. ..., A”, donde 3<n<m, cada uno de los cuales 
tiene con el precedente un lado común que parte del vértico A. 
Además, el lado AB“” del triángulo A*” que no es común con AMD 
será común con A“ (en caso contrario el número n de triángulos 
considerados podría aumentarse más) y distinto de AB. 

Realizando una transformación homeomoría de un entorno del 
punto A (que coincida con U o furme una parte propia del mismo) 
en un recinto simplemente conexo dol punto z, vemos que las imáge- 
nes de las partes de Jos triángulos Ay. A”, ..., A'” pertenecientes 
a este entorno, colocándose cíclicamente alrededor de la imagen zp 
del punto A, cubren un entorno del punto z,. Por consiguiente, los 
triángulos Ag, A”, ..., A” cubren el entorno del punto 4. Así, 
pues, cada vértico 4 de cualquier triángulo Ay € [A) es un vértice 
común de una cantidad finita n > 3 de triángulos del mismo sistema, 
los cuales están colocados en un orden cíclico alrededor del punto A 
y cubron cierto entorno del mismo. 

Llamaremos cadena que une a dos triángulos cualesquiera Ap 
y A' a un conjunto finito de triángulos Ay, Ay, ..., Ar, = A” tal 
que cada uno de ellos tiene un lado común con el anterior. Demostre- 
mos que dos triángulos cualesquiera Ay y A”, pertenecientes a cierta 
triangulación (A) de la superficie considerada, pueden unirse por 
una cadena formada por triángulos de la misma triangulación. 
Fijemos A, y consideremos todos los triángulos que pueden unirso 
con Ay mediante una cadena de triángulos pertenecientes a (A) 
(figurará aquí Ay y también Jos tres triángulos que tienen con Ap 
lados comunes, etc.). Supongamos que con cestos triángulos no se 
agota todo cl sistema (A). Entonces el conjunto do todos los puntos 
de la superficie tiene que descomponerse en dos conjuntos no vacios E, 
y Ez, donde el primero consta de los puntos pertenecientes a Jos trián- 
rulos que se unen por una cadena con A, y el segundo, de los puntos 
pertenecientes a los triángulos que no pueden unirse por una cadena 
con Ap. Todo punto e, € £, o es interior para algún triángulo, o es 
un punto frontera distinto de los vértices (entonces está situado 
en el lado común de dos triángulos), o finalmente, es el vértice común 
de varios triángulos que están situados en un orden cíclico y cubren 
cierto entorno de este punto. En todos los casos, cada uno de los 
triángulos a que pertenece e, puede unirse por una cadena con Áy 
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y, por consiguiente, e, es un punto interior del conjunto £,. De) 
mismo modo, ninguno de los triángulug que contienen a e, € E,» 
puede unirse por una cadena con A, (si se supone que uno de ellos 
puede unirse por una cadena con Ág, entonces esto mismo se puede 
hacer también con todos los demás, de donde se deduce que e, € E); 
por consiguiente, ez es un punto interior del conjunto £. 

Asi, pues, £, y E2 son dos conjuntos no vacíos disjuntos en los 
que se descompone toda la superficie; además, ninguno de ellos con- 
tiene puntos de acumulación del otro. Resulta una contradicción 
con la propiedad de conexión de la superficie. De aquí se deduce que 
cualquier triángulo del sistema [Aj puede unirse con Á¿ por una 
cadena compuesta de triángulos del mismo sistema. 

Basándose en el último resultado, demostremos que el conjunto 
de triángulos del sistema (A) tiene que ser finito o numerable. Con 
este fin, numeremos todos los triángulos, comenzando desde Ap, 
después, todos los triángulos que tienen lados comunes con Ap, 
más tarde, todos los triángulos que tienen lados comunes con los 
que ya se han numerado, etc. 

Si después de cualquier número de pasos existen triángulos no 
numerados, entonces el proceso continuará indefinidamente, y resul- 
tará un conjunto numerable de triángulos. Como en este caso quedarán 
numerados todos los triángulos que pueden unirse con Ay por una 
cadena, el conjunto indicado agotará a todo el sistema fA). 

Obsérvese que el conjunto de los triángulos (A) será finito cuando, 
y sólo cuando, la superficio dada es cerrada. En efecto, si el sistema 
(A) es finito, entonces toda la superficie se cubre por un número 
finito de conjuntos homeomorfos a recintos cerrados del plano, 
limitados por curvas do Jordan y, por consiguiente, compactos. 
Por ello, la superficie representa también un conjunto compacto, 
o sea, es cerrada. Recíprocamente, supongamos que la superficie 
es cerrada. Si admitiese una triangulación (A) que constase de un 
conjunto infinito de triángulos, entonces, eligiendo sendos puntos 
dentro de los triángulos, obtendríamos un conjunto infinito de puntos 
de la superficie que carccería de puntos de acumulación. En efecto, 
cada punto de la superficie posee un entorno que puede cubrirse 
por un número finito de triángulos y que, por consiguicnte, conliene 
solamente un número finito de puntos en cuestión. 

En la fig. 60 ostá representada en proyección estercográfica la 
triangulación de la esfera; en la fig. 64 se representa la triangulación 
del toro en furma de un rectángulo, cuyos puntos de los Jados opuestos 
tienen que identificarse dos a dos (tienen que «pegarse»). lin ambos 
casos hay una cantidad finita de triángulos (8 y 18). En la fig. 62 
está representada la triangulación de la superficie abierta de la banda 
de Móbius en forma de un rectángulo, en el cual se identifican los 
puntos de los lados laterales que son simétricos al centro de éste. 
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2.2. Soan E y E' dos superficies y sea e” = f (e) una transforma- 
ción continua de E en E”. Si existe una triangulación (A) de la 
superficie E tal, que esta transformación es homeomoría en cada 
triángulo y en cierto entorno de cada uno de sus puntos frontera. 
a excepción, posiblemente, de los vértices del triángulo, entonces 


FIG. 60, FIG. 61. 


ésta se llama transformación interior (en el sentido 
de S. Stoiluw). 

Es obvio que cualquier transformación homeomoría es interior. 
A S. Stoilow lc pertenece el teorema de que una transformación 
continua de una superficie E en otra que transforme cada conjunto 
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FIG. 62. 


abierto en otro abierto y que no transforme en un punto a ningin conti- 
nuo distinto de un punto, es una transformación interior. El teorema 
recíproco es evidente. 

Aquí consideraremos la transformación de una superficie dada E 
en la esfera E”, designando los puntos de la esfera E” por los números 
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complejos correspondientes: e” =2 . Obsérvese que no cualquier 
superficie admite una transformación interior en la esfera. 

Sean Ap y A' dos triángulos en la superficie dada £. Unámoslos 
por una cadona de triángulos y orientando Ap de un modo determi- 
nado, orientemos después todos los demás triángulos de la cadena 
de tal modo que el lado común de cada par de triángulos contiguos 
(el precedente y el siguiente) se recorra en sentidos opuestos entre sí. 
Entonces el triángulo A” obtiene una orientación completamente 
determinada, que depende de la orientación del triángulo Aj y de 
Ja elección de la cadena que une A” con Aj. Si para cualquier par de 
triángulos Ay y A” la orientación de A” dependo solamente de la 
orientación de Á, y no varía al sustituir una cadena que una estos 
triángulos por otra cadena cualquiera, entonces la superficie dada 
se llama orientable (y también bilateral o de dos 
caras). Se puede demostrar*) que, por ejemplo, el plano, la esfera, 
el toro, son superficies orientables. En la demostración podemos 
limitarnos a considerar triángulos pertenecientes a una triangulación 
determinada cualquiera de la superficie. 

Si en la superficie dada, para algún par de triángulos A, y A” 
existen dos cadenas que conducen a orientaciones distintas del 
triángulo A” para una misma orientación inicial del triángulo Ap, 
entonces Ja superficie se llama no oricecntable (unilateral 
o de una cara). Puede servir de ejemplo elemental de tal superficie 
la cinta o banda de Múbius, lo que se puede ver examinando las dos 
cadenas representadas en la fig. 62, que unen los triángulos 1 y 6 
(una cadena consta de seis y la otra de dos triángulos). 

Supongamos que z = f (e) realiza una transformación interior 
de una superficie E en la esfera E”. Entonces cada uno de los trián- 
gulos del sistema (A) que figura en la definición de transformación 
interior se transforma en cierto triángulo de la esfera; además, 
a una orientación determinada del triángulo en E le corresponde una: 
orientación determinada del triángulo esférico. Si so supone que 
en E existen dos cadenas quo unen Aj y A” y que dan lugar a orienta- 
ciones distintas del triángulo A” para una orientación fijada del 
triángulo Ay, entonces Jo mismo tiene que cumplirso también para 
las imágenes de estos triángulos en la esfera. Pero esto último es 
imposible, puesto que la esfera es una superficie orientada. Do aquí 
se deduce que sólo las superficies orientadas pueden admitir una 
transformación interior en la esfera. 

Demostremos quo cualquier superficie orientable E admite una transfor- 
macion interior en la estera. Sca [ A) una triangulación fijada de la superficie E. 


Numeremos los triángulos (A) de tal modo que cada uno que siguo tenga un 
lado común al menos con uno de los triángulos de menor índice (ya se vio en el 


*) Véaso, por ejemplo, P. S. Alexándrov, Topología combinatoria 
(1. C. AnekecnHnxpon, HomÓHnIatopuaa TOMOJOFAAm). 
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ap. 2.1 que Lal numoración es posible) y: orientando el triángulo A,, transmita- 
mos la orientación correspondiente a todos los demás triángulos de (A ) medianto 
las cadenas que unen A, con cada uno do estos triángulos. Resultará «(que todos 
los triángulos A quodarán orientados de tal manera que el lado común de dos 
triángulos so recorrerá en éstos on sentidos opuestos entro sí. 
Construiremos la transformación interior de la superficio E on la esfera 
aplicando cel método de inducción. Con coste fin, realicemos una transformación 
homcomoría de A, sobre un triángulo esférico cualquiora 0, y supongamos que 
par cierto número natural » los triángulos Ay, . . ., A, ya han obtenido trans- 
ormaciones humeomourfas sobre los triángulos esféricos Ó,, ..., 07, de tal 


n 
modo que la transformación z = f, (e) del conjunto E, = U Aj sobre el conjun- 
j=1 


n 
to E, = U 0, es uniforme y continua y, además homoomoría, en ciertos entot 


J= 
nos du aquellos puntos frontera da los triángulos Ay, .. ., 4), distintos de los 


vértices, que son interiores a E,. 
n+1 


Demostremos que también se puedo hallar para el conjunto E,,1 = Y, y 


una translormación z = f.,1 (e) que posca las mismas propitdades. 


c 


FIG. 63. 


Hagamos f.,1 (e) = fn (e) on todos los puntos del conjunto £,. El conjunto 
de los puntos frontura del triíngulo A,,,, pertencciontes a E, ea constar: 
a) de un lado: »h) de un lado y del vértice opuesto; c) de dos lados; d) de tros 
lados. Eligiendo el triángulo esfórico 9,,, (la imagen del triángulo A,,.,) se 
tienen quo suponer dados, según cl caso, a un lado del mismo, o un lado y el 
vértice, n dos lados, o finalmente, los tres lados. 

La elección de tal triángulo esférico 8,1 está indicada on la fig. 63, donde 
se representan los cuatro casos que corresponden a las posibilidades a), b). 
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c) M d). Obsérvese que en cada uno de estos casos se consigue construir el trián- 
gulo 9, +1 de tal modo que en ciertos entornos de sus puntos, distintos de los 
vértices y pertenecientes a los triángulos de menores índices (64, 0¿ 0 Óm ), NO 
tenga puntos interiores comunes con estos triángulos. Aquí nos basamos «sen- 
cialmente en que la superficie es orientable, lo cual queda claro al observar 
la fig. 64, donde están represontados los casos c) y d) que pueden encontrarse 
al probar aplicar unos razonamientos similares a una superlicio no orientable. 

Una vez sIsEIdo ol triángulo 8,,, no queda más que definir 2 = fays (e) 
en los puntos del triángulo An,1 de tal manera que esta función realice una 
transformación homeomoría de A,,,, sobre 0,,,, teniendo (que coincidir esta 
transformación con z = f, (e) en los puntos del triángulo A, +, que son comunes 
con E, . Siempre es posible tal construcción. Para convencerse do esto, realice- 
mos una transformación homeumorta de 0,1 sobro el circulo | ¿1 <4 (par 
ejemplo, una transformación conforme). Según el concepto de triángulo sobre 
la superficie, A», admite una transformación horaeomoría sobre un recinto 
cerrado limitado por una curva de Jordan y, por consiguiente, también sobre 


FIG. 64, 


el circulo | 2 | << 1. En cada una de estas transformaciones auxiliares las imá- 
genes de los vértices de los triángulos considerados serán unas ternas de puntos 
situados en Jas cireunferencias unidades, y las imágenes de Jos lados de los 
triángulos serán los arcos de estas circunlerencias con los extremos en estos 
puntos. Por lo tanto, el problema sc ha reducido a una transformación homeo- 
morfa del círculo | t | <41 sobre el círculo | £ | <1, con la condición do que 
ya so ha establecido una correspondencia homcomoría entre: a) un arco en 
[+ |= 4 y un arco en || = 41,0 bh) un arco y un punto en |£ | = 1. no por- 
teneciente al arco, y un arco y un punto en | E | = 4 no perteneciente al arco, 
o e) dos arcos (con un extremo común) en |¿ | = 1 y dos arcos (con un extremo 
A ¿E e 1, o d) toda la circunferencia |t | = 1 y toda la circunfe- 
rencia | |. 4. 

Podemos limitarnos a considerar solamente cl último caso, puesto que la 
correspondencia homeomoría en los casos a), h) y e) se puede extender n toda 
la circunferencia, emploando, por ejemplo, Ja interpolación lineal. Así, pues, 
no queda más quo realizar una translormación homeomorfa del círculo | ¿] <1 
sobre el «írculo 1 £ | <4t, con la condición de que ya se ha establecido una co- 
rrespondencia 0 = A (pp) entre los puntos de Jas cireunferencias unidades (1 = 
= 0 yí = 0). Se alcanza ol objotivo haciendo ¿=0 para : =0yf = re MO 
para ¿== re", O<r<l. 

En resumen, si existe una transformación z = f, (e) del conjunto E, = 


m. 
= |] A, en la esfera que es continua en E, y es homeomoría en cada uno de los 


al 
idarilós As. -.., An y también en ciertos ontornos de aquellos puntos fraon- 
tera que son distintos de los vértices y son interiores a E,,, entonces existe tam- 
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na+1 
bién una transformación 3 = f, +; (e) del conjunto En+: = U Aj; que poseo 


J= 
unas propiedados similares en £, +. y que coincido con f, (e) en los puntos dol 
conjunto E, . Finalmente, de aquí se deduco da existencia do una transforimación 
interior z = f (e) do la suporficie E en la csfera, determinada en cada E, por 
la condición f (e) =f, (e) k=1, 2,3, .. .). 


2.3. Estudiemos la transformación interior z = f (e) de la super- 
ficie £ en la esfera en los entornos de aquellos puntos de la supcrfti- 
cie E, en los que la transformación no es homcomorfa. Como tales 
puntos sólo pueden ser los vértices de los triángulos del sistema (Aj, 
lo más que puede haber es un conjunto numcrable de ellos; además, 
esto conjunto no posee puntos de acumulación en E. Sea e, el vértice 
de un triángulo Aj, en cualquier entorno del cual la transformación 
considerada no es homeomorfa. Esto significa que en cada enlorno 
del punto e, existen distintos puntos en los cuales f (e) toma valores 
iguales. Como ey es un vértice común de un número finito » «dle 
triángulos Ay, Az, .. ., An, y en cada uno de estos la translormación 
es homcomorfa, resulta que un mismo valor no puede tomar la fun- 
ción f (e) más que en n puntos distintos. Hagamos f (ep) = zp y con- 
sideremos un entorno Xy del punto z¿ que no contenga puntos de las 
imágenes de los lados de los triángulos As, .. ., An, que son opues- 
tos a ey. Este entorno se cubre por Jas imágenes de los triángulos 
indicados. Demostromos que a cada punto z € Ko, 2 % Zo, lo corres- 
ponde una misma cantidad m (1 < m < n) de preimágenes situadas 
en los triángulos A,, ..., An (además de éstas pueden existir otras 
preimágenes que no pertenezcan a los triángulos indicados). En efec- 
to, supongamos que m denota el mayor número de preimágenes de 
este tipo para los puntos pertenecientes a Xy. Si para 7” € Ky el núme- 
ro de preimágenes es igual a m, entonces habrá la misma cantidad 
de preimágenes para cada punto de cierto entorno del punto z'. 
En efecto, sean €,, ..., €m las preimágenes, distintas entre sí, 
del punto z' y sean [7 los entornos de los puntos ej (j =1, ..., m), 

n 


sin puntos comunes dos a dos, pertenecientes a U A; y tales que 


pd 
la transformación z = f (e) es homeomoría cn cada uno de ellos. Las 
imágenes f (U;) = K;j de estos entornos contienen cierto entorno K 
del punto z'; está claro que cada punto z € K tícne una sola imagen 
en cada U;, siendo distintas entre sí todas estas imágenes. De aquí 
que la cantidad total de preimágenes del punto z también es igual a m. 

Por lo tanto, el conjunto M de puntos de Ko > Zy, para los 
cuales la cantidad de preimágenes es igual a m, es abiorto. Demostra- 
remos que éste coincide con todo el recinto Ky¿ X z¿. comprobando 
para ello que cada punto del recinto Xp A zp que es de acumulación 
para M, pertenece a M (véase el ap. 4.5, cap. [). En efecto, sea 
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zZ" E Ko zg un punto de acumulación del conjunto M; supongamos 


n 
que el número u de sus preimágones, contenidas en |U Aj,es menor 
just 
que m. Tomando para cada una de estas preimágenes e, un entorno 
Tit= de oa de un modo semejante a lo que se hizo anterior- 
IU p 1 : 
mente para los puntos ez, hallaremos que en cualquier entorno del 
n 


punto z” existen puntos z, que tienen preimágenes situadas en Y Á, 


J= 
Le E . . 
y no pertenecientes a YU U;. Pasando a sucesiones parciales, obten- 
j=1 


dremos unos puntos Zk,, Zks» + +» Zkps » - - tales que Z;, —> 2” para 
p —>00, y Cuyas preimágenes €a,, Cho +» -» Ehps - - - CONYergen 
hacia un punto e” distinto de los puntos e;. Como f (e”) =lim f (ea,) = 


Ppno0 
= lim zp, =2" € K,, resulta que e” no está situado en los lados de 
Rp > 
los triángulos Ay, .. ., An opuestos a e,; no obstante, e” está conle- 
rn 
nido en el conjunto Y Áj. 
j=1 


j= 

Hemos obtenido que el número de preimágenes del punto 2” 
tiene que ser superior a y, es decir, la hipótesis de que  < m da 
lugar a una contradicción 

Así, pues, la imagen z, de un punto e, € E, en cualquier entorno 
del cual se vulnera el homeomorfismo de la transformación interior, 
posee un entorno K, tal, que para cada punto Z€ Ko, 2% Zo, la 
cantidad m de preimágenes en el interior de Aj+...+Á, es 
la misma. 

Designemos f (A;) mediante 9); los triángulos 6, se sitúan alrede- 
dor del punto z, de tal modo que cada triángulo siguiente posce un 
lado común con el anterior, y el último, 6,, tiene un lado común 
con el primero, 5,. De lo demostrado se deduce que estos triángulos 
realizan un cubrimiento m-múltiple del entorno Ky del punto zo, 
o sea, que cada punto z € K, (z + zp) pertenece a m triángulos distin- 
tos $, (si z está situado en los lados de algunos triángulos, entonces, 
en este cálculo, cada par de triángulos para los cuales z, es un punto 
frontera común, se toma por un triángulo). 

Consideremos en Un entorno del punto e, la transformación 

1 


auxiliar t = (3 — zp)" = If (e) — f (ep)1 7 y demostremos que ésta 

es homeomorfa. En cfecto, cada triángulo A, (f =4, ..., n) con 

el vértice en el punio e, admite una transformación homeomorfa 

sobre un triángulo Ó, con el vértice en el punto z¿. Á su vez, mediante 
1 


las ramas uniformes de la función t = (2 — zp)”, 9, admite una 
transformación homeomorfa sobre un triángulo con el vértice en el 
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origen de coordenadas. Fijando en 0, una rama determinada de 
1 


t = (z — 2)", obtendremos en el plano t un triángulo delermina- 


do 0. En el triángulo 0, que tiene frontera con 6, a lo largo de un 
1 


lado común, elegiremos aquella rama de la función t = (2 — zp) " 
que toma en los puntos de este lado los mismos valores que la rama 
anterior. Entonces, por imagen del triángulo 62 en el plano t obten- 
dremos un nuevo triángulo dz, con el vértice en el origen de coorde- 
nadas, el cual tiene un lado común con 0,. La transformación 1 = 


= (2 — 2q) ", definida del modo indicado, será homeomoría no 
sólo en los puntos de los triángulos Ó, y 0», sino también en ciertos 
entornos de cada punto de su Jado común, a excepción del punto zp. 


Continuando este razonamiento, definiremos una función t=— 
1 


= (z — 2p)”en cada uno de los triángulos $, y, por consiguiente, 
en cada triángulo Aj. EN 

La transformación correspondiente t = [f (e) — f (ep)1'” trans- 
forma el conjunto de triángulos A; en el conjunto de triángulos 0, 
con el vértice común t = 0; cada uno de estos tiene un lado común 
con el anterior, y el último tiene un lado común con el primero. 
Este es debido a que, cuando z, recorriendo todos los triángulos 0, 


uno tras otro, vuelve al triángulo inicial 6,, el argumento de z — z 
1 


varía en 2xm y, por consiguiente, los valores de t = (2 — 2)” 
vuelven a los valores de la rama inicial. 

Obsérvese también que en entornos suficientemente pequeños 
de los puntos del lado común, distintos de los vértices, los:triángulos 
correspondientes no tienen puntos interiores comunes. Por ello, 


los triángulos og; cubren cierto entorno del punto t = 0. 
1 


Como la transformación definida t = [f (e) — f (e,)17 es uni- 
forme, a distintos valores de £ les tienen que corresponder como 
preimágenes distintos puntos e. Comprobemos que en un entorno 
suficientemente pequeño del punto t =0 a cada valor t le correspon- 
de solamente una prcimagen e. Suponiendo lo contrario, admitamos 
para t' 4 0 al menos dos preimágenes. Como t' es uno do los m valores 

1 


de (2 — zp)” y cada uno de los m — 1 demás valores tieno que tener 
1 


al menos una preimagen, en total, para m valoros (z' — zp)” halla- 
mos al menos m + 1 preimágenes distintas. Pero las últimas tam- 
bién son preimágenos del punlo z' en la transformación z = f (e). 
y si 2” está suficientemente próximo a zp (lo cual ocurrirá cuando 
1” esté suficientemente próximo a cero), obtenemos una conlradicción. 
puesto que z” sólo tiene m preimágones. 
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Asi, pues, la transformación e = q (£), que es reciproca respecto: 
1 


de t = [f (e) — f (eo), es uniforme en cierto entorno del punto 

= 0. De todo lo expuesto anteriormente sobre esta transformación 

se deduce inmediatamente que ésta es continua. Por esto, t = 
1 


= [f (e) — f (e,)17 es verdadoramente homcomorfa en un entorno 
del punto e = €. 

Todos estos razonamientos se efectuaron para el caso en que 
f (e) = z, es un número finito. En caso contrario, es decir, cuando. 
2 = oo, se debe considerar qe en lugar de f (e) — f (e,) y se debe 

1 
tomar el parámetro local en la forma t = Íf (e)] ”. 

En rosumen, para una transformación interior arbitraria z = 
= f (e) de la superficie E en la esfera y para cada punto e, € £, 
sc pueden señalar un número natural m y un entorno U,, tales que 

4 1 


la transformación t = [f (e) — f (eg)1 (o t =If (eJl >) es homeo- 
moría en este entornv. No queda más que añadir a esto que m puede 
ser superior a la urniidad lo más para un conjunto numecrable de puntos 
que no tiene puntos de acumulación en la superficie. 
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3.1. Los hechos establecidos en el párrafo anterior permiten 
considerar cada superficie E, en la que se ha fijado alguna transfor- 
mación interior 2 = f (e) de la misma en la esfera. como superficie 
de Riemann. Precisando, para cada punto €, € E elegimos por pará- 


metro local t = [f (e) — f (eg)1”” para aquel valor m y aquel entorno 
del punto ey de los cuales se hablaba al final del $ 2 (si f (e) = oo, 
1 


hacemos t = |f (e)] "). Si e” pertenece a este entorno y 1 = |f (e) — 
f 


— fte) es el parámetro local correspondiente, entonces ten- 
dremos: 

1 

t=1f (0) —Í (e) 417)" 
y £ será una función analítica de ren cierto ontorno del valor t = 0, 
si f (e*) + f (ea). Pero siempre se puede satisfacer a esta condición 
sustituyendo el entorno inicial del punto e, por otro menor. de modo: 
que en éste sea f (e”) + f (ep) si e” + €, (puede ser necesaria tal sustj- 
tución sólo en el caso en que m > 1; debido a la definición de trans- 
formación interior, el punto e, siempre posee un entorno en el cual 
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se cumple la condición pedida). Así, pues, el sistema elegido de pará- 
metros locales satisface a la condición A) del ap. 1.2. Por consiguien- 
Le, con una elección tal de los parámetros locales la superficie E 
se convierte en una superficie de Riemann. 

En el ap. 2.2 se había demostrado que toda superficie orientable 
admite una transformación interior en la esfera. Por ello, cada super- 
ficio orientable £ puede convortirse en una superficie de Riemann 


lijando el sistema de parámotros locales (£ = [f (e) — f (ep)1” ) 
engondrado por una transfurmación interior determinada z = f (e). 
Suponiendo que se hace precisamente tal elección cada vez que 
se da una transformación interior de la superficie E en la esfera, 
vamos a considerar cualquier superficie con una transformación 
interior z = f (e) definida en la misma como una superficie abstracta 
de Riemann. 

Se llega a un nuevo concepto, en comparación con cl concepto 
«de superficie abstracta de Riemann, al identificar las dos superficies 
de Riemann: E, con la transformación intorior fijada en la misma 

=/ (e), y E”, con la transformación interior 2 =f' (e ). cuando, 
y des cuando, existe una transformación homcomoría de E" sobre E: 
e” -= q (e), según la cual z= f' (e”) se transtorma en z =f (e) 
lo z=f(e) en z =P (ey), es decir, 


2=1' [q (e)] =/ (e). 
Dos superficies que satisfacen a esta condición representan una 
misma superficie abstracta de Riemanm. En efecto, si F (e) es una 
función analítica en un entorno del punto e€ ¿: 


F (e) =0 +0 t+ati+... 
e 
donde t = [7 (e) — f (e9)1 ” (para precisar, suponemos que Í (en) e 
5% 00), entonces en la transformación e' = (e) el entorno del 
punto ey se transforma en un entorno del punto e, € E”, f (e) se con- 
vierte en f' (e) y, por consiguiente, para F (e) = Fp" (e”) resulta: 


1 2 
P(e)=0% +0 1f (e) —f (e)17 +02 18 (e) —P (ep m+...= 
= Oy Ot ati r..., 
es decir, F (e) se convierte en una función analítica en un cnlorno 
del punto correspondiente e”. 

No obstante lo recíproco no es justo: dos superficies que repre- 
sentan una misma superficie abstracta de Riemann pueden no satis- 
facer a la condición expuesta anteriormente. Para ver esto, recurra- 
mog a ejemplos elementales. 

Seu E = E' el plano ampliado (la esfera). Designemos e con 10, 
e” con w” y fijomos las transformaciones: z =w y z =w*. La pri- 
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mera de éstas es una transformación homeomorfa (es precisamente 
la transformación idéntica) de la superficio E sobre la esfera, la 
segunda es homoomorfa en cada uno de los triángulos de la triangula- 
ción representada en la fig. 60 (pág. 466), y también en los entornos 
de los puntos frontera de estos triángulos, distintos de los vértices. 
Por ello, ambas transformaciones son interiores y convierten al plano 
ampliado en superficies de Riemann con los sistemas de parámetros 


; 1 d 
locales: 1 =w — wy si woo y i== Si y = 00 (para E); 


1 
l=zvtiwi si m0, =Vz=w siw,=0 y =z ?*-. 
=w"! si 19, = co (para E”). Las superficies E y E”, consideradas 
como superficies abstractas de Riemann, son idénticas. En efecto, 
la transformación homeomoría w” = w convierto a una de ellas en 
la otra de tal modo que las funcionos analíticas en una Superficie 
se convierton en funciones analíticas en la otra superficie. Por 
ejemplo, si la función q (w) es analítica en un entorno del punto 
w=wo 306: 

p (w)=%+Aat+...=%9 +0 (W—Wo)+..., 
1 
entonces, como w= ww” = (w,* 1”), tendremos: 


1 

pl) =09) +0 (++ Bordo 
o sta, q(w') también es una función analítica. Del mismo modo, 
si p(w) es analítica en un entorno del punto w=0: 


q (wW)=0%4 +0 tb... =%9+FAU0AE¿.., 
entonces, como w=w” =1”, resulta: 


p(1n=a+ aut +... 
o sea, se liene de nuevo una función analítica. 

Sin embargo, desde el nuevo punto de vista, según el cual en 
la definición de superficie de Riemann se incluye su transformación 
interior en la esfera, ambas superficies son distintas. In cfecto, 
la función z = f (e) = w toma valores distintos en puntos distintos 
de la superficie E, mientras que z = f' (e”) = w'? puede tomar valo- 
res iguales en distintos puntos de la superficie £”. De aquí se deduce 
que mediante ninguna transformación homeomoría de E” sobre E 
se puede transformar la función z =f' (e') en z =f (e). 

Jos evidente que si E = E” os de nuevo el plano ampliado, pero 


. : ; 17) 2 
las transformaciones interiores son: 2=( ) y 2=w?, 


w—1 
Ñ .. w 
entonces existe la lransformación homeomoría w ==> de la 


superficie E sobre E”, la cual transforma z =f' (e) en z =] (e). 
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Por ello, en esle caso ambas superficies de Riemann son también 
idénticas desdo el nuevo punto de vista. 

Hagamos un resumen de lo expuesto en forma de la definición 
siguiente: 

Una superficie E, en la que se ha fijado una transformación interior 
z = f (e) en la esfera, determina una superficie de Rie- 
mann en el sentido propia de la palabra, 
o abreviadamente, una superficie de Rie- 
m a nn; dos superficies de Riemann en el sentido propio de la palabra 
se consideran idénticas si, y sólo si, existe una transformación homeo- 
morfa de una sobre la otra según la cual la transformación interior que 
figura en la definición de la primera superficie se convierte en la trans- 
formación interior que figura en la definición de la segunda. 

Obsérvese que la transformación interior misma z =f (e) es 
una función analítica en £ en todos los puntos en los que f (e) toma 


valores finitos. In efecto, si f (ey) + oo, entonces el parámetro 
1 


loca] correspondiente a este punto tiene la forma ¿=[f (e) —f (ep) 1”, 
de donde / (e) =f (ep) + 1” en un entorno del punto eo. 
1 


Si f (ep) = co, ontonces t = [/ (e)| ” 7 y para f (e) obtenemos: 
f (e) = 17”. Diremos, en general, respecto de una función f£ (e), 
definida en un entorno de un punto e, de una superficie de Riemann 
y que admite un desarrollo de la forma 
Fl =2% 2? HO mL LOA RA +... (0 m>+0, m> 1), 
que esta función tiene un polo en el punto e, (1 = £,, es el parámetro 
local). Podemos decir entonces que la transformación interior que 
figura en la definición de superficio de Riemann £ en el sentido pro- 
pio, es una función uniforme y analítica en esta superficie, a excep- 
ción de polos. Fácilmente se observa que el conjunto de estus últimos 
puntos no tiene puntos de acumulación en E. 

3.2. Adjuntemos a cada superficio de Riemann, en el sentido 
propio de Ja palabra, una imagen gcométrica perceptible, la cual 
la vamos a considerar como un modelo de esta superficie. 

Dividainos la suporficie E mediante una triangulación cn trián- 
gulos (A,), de modo que en cada uno de éstos la transformación 
z = f (e) sea homeomoría. La imagen f (A,) = 6, en la transforma- 
ción z = f (e) es un triángulo en la superficie de la esfera. 

Vamos a identificar (a «pegar») entre sí a lng puntos pertenecientes 
a los triángulos 6, y 6, (j >= k), cuando y sólo cuando, éstos sean las 
imágenes de unos mismos puntos de la superficie E. Debido a las 
condiciones a que satisface toda triangulación, pueden pegarse sula- 
mente los puntos frontera de los triángulos. 

Los triángulos que tienen un vértice común zo formarán ciclos 
finitos de triángulos, donde cada uno de ellos quedará pegado con 
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el anterior a lo largo de un Jado común que parte del vértice común. 
Si en este caso zy es la imagen de un punto eq € £ tal, que en un entor- 
no del mismo la transformación z = f (e) es homeomoría (m = 4), 
entonces el ciclo indicado cubre simplemente, formando una capa. 
cierto entorno del punto z, en la esfera. Si la transformación z = f (e) 
no es homeomoría en ningún entorno del punto ey, entonces, como 
ya sabemos, existe un número natura] m tal, que los triángulos del 
ciclo realizan un cubrimiento m-ple, de m capas, de un entorno del 
punto zo. Todo el conjunto de triángulos (6, ), pegados unos con otros 
del modo indicado (lo más que puede haber es un conjunto numerable). 
pucde uno imaginárselo como una especie de manta, confeccionada 
por trozos de triángulos y capas que envuelven toda la esfera o sola- 
mente cierto recinto de la wisma. Precisamente esta «manta» 
o «superficie multifacética» sirve de modelo do la superficie de Rie- 
mann en el sentido propio. Ordinariamente este modelo S no lo dife- 
rencian de la superficie representada por él mismo, llamándole 
también superficie de Riemann en cl sentido propio de la palabra. 
Operando con $ se debe tener presonte que Ja indicación de que 2 
pertenece al conjunto de valores f (e) no es suficiente para fijar un 
punto en la superficie S. Para que la determinación sea completa 
hay que indicar también su preimagen e, o aquel triángulo Aj al que 
pertenece e. Entonces, entre todos los puntos de la superficie S, 
a los que corresponde un mismo punto z (estos puntos los percibimos 
como «situados sobre z» o «que se proyectan sobre 2»), se debe tomar 
el único punto perteneciente al triángulo 6, =f (Ay). 

Consideremos el vértice común, situado sobre z,, de un ciclo de 
triángulos (f6,), que representa un recubrimiento m-ple (m >> 1) 
do cierto entorno del punto z/. Val punto de la superficie S lo lMama- 
remos punto de ramificación de la superficie de Rie- 
mann; al número m — 4 lo llamaremos orden del punto de ramifica- 
ción. De lo expuesto antoriormente se deduce que el conjunto de 
puntos de ramificación no es más que numerable y que éste no posce 
puntos de acumulación en S (no obstante, es fácil construir ejemplos 
en los que el conjunto de las proyecciones de todos los puntos de 

"ramificación de la superficie de Riemann dada, es denso sobre toda 
la esfera). 

Ya sabemos que en cada superficie de Riomann se introduce 
la medida de los ángulos de un modo muy natural. Esto se realiza 
en S de una manera muy perceptible. Si el punto dado de la superfi- 
cie S, que está situado sobre z,, no es un punto de ramificación, 
entonces el parámetro local t = z — zo, y para determinar el ángulo 
entre dos curvas situadas en S que pasen por zp, se debe proyectarlas 
sobre la esfera y hacer luego una traslación a zp, (si zp = oo, en Jugar 


de la traslación se hace la transformación =2) . Como en la 
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esfera Ja traslación no altera los ángulos, el ángulo entre las dos 
curvas dadas se mide directamente por el ángulo formado por sus 
proyecciones sobre la esfera. Cuando el vértice del ángulo, situado 
sobre z,, es un punto de ramificación de orden m — 4, el parámetro 


local t = (2 — zp)” y, por consiguiente, el ángulo entre las curvas 
en $ es igual al ángulo entre sus proyecciones sobre la esfera dividido 
por m. Al calcular el ángulo formado por las proyecciones es nece- 
sario tener en cuenta correctamente el múltiplo de 2x, que corres- 
ponde ala variación continua del Arg (z — zp) cuando el punto situa- 
do en S se desplaza continuamente en un entorno del vértice del 
ángulo desde uno de sus lados hasta el otro. 

Fil modelo $ de la superficie de Riemann £ so contempla mejor 
cuando la superficie es cerrada y, por congiguiente, la triangulación 
de la superficie consta de una cantidad finita de triángulos As, 
Az, + -., An. Comprobemos que cada punto de la superficie de la 
esfera pertenece al conjunto de valores z = f (e), es decir, que S 
envuelvo a toda la esfera. En efecto, en virtud de las propiedades 
conocidas de Ja transformación interior, cl conjunto (fz = f (e)) 
es abierto. Si z' es un punto de acumulación de este conjunto, enton- 
ces, como la superficie E es compacta, se puede hallar una sucesión 
de puntos e, € £, convergente hacia cierto punto e” € E, tal que 
fz, = f (€n)) convergo hacia z'. Como la transformación f (e) es con- 
tinna, de aquí se deduce que f(e') =2', es decir, 2” pertenece al 
conjunto ([z =f (e)). Por lo tanto, este último conjunto ticne que 
coincidir con toda la esfera (ap. 4.5, cap. 1). Excluyendo de la esfera 
las proyecciones de los puntos de ramificación (en el caso dado hay 
una cantidad finita de éstas), resulta un recinto G, cada uno de cuyos 
puntos z tiene una cantidad acotada de preimágenes f7* (z) sobre E 
(no más que una en cada triángulo), siendo la transformación z = f (e) 
homeomoría en un entorno de cada preimagen. 

Razonando exactamente igual que en el ap. 2.3, observamos que 
cada punto del recinto G tiene una misma cantidad m de preimágenes 
cn toda la superficie E. Esto significa que la superficie S, siendo 
el modelo de una superficie cerrada de Riemann, es un recubrimiento 
m-ple, o de m capas, de toda la esfera. Se suele decir también que ósta 
es una superficie de m hojas. 

3.3. Expondremos aquí algunos conceptos auxiliares relaciona- 
dos con Jas curvas analíticas. Una curva continua £ se lama anall- 
tica, Si su ecuación so puede expresac en la forma z =4 ( donde 
2 (t) os una función analítica del parámetro £ en el segmento la, pl. 
Debido a esto, la función 4 (t) es desarrollable en serie de potencias 
en un entorno de cada ty € la, fl: 


A (t) = 2 (An + ¿bn) (E— to)”. 
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Asignando a t valores reales y separando las partes real e ima- 
ginaría, obtenemos: 


4 
ll 
ely 3 


An (ty? e y= 2 Br (t— to)", 


o seca, z e y también se expresan por series de polencias y, por consi- 
guiente, son funciones analíticas de f. 

Diremos que la curva es regular analítica, si la fun- 
ción 4 (£) se puede elegir de tal modo que se cumpla la condición 
A (1) +0 en todos los puntos del segmento fa, Bl. La condición 
de regularidad permite expresar la ecuación dol arco de la curva 
en un entorno de cada punto £ = t¿ en la forma y = y (7), o on 
la forma zx = z (y), según que sea xy” (t.) +0 0 y' (tp) + 0, donde 
las funciones y (x) o z (y) son analíticas en un entorno del punto 
5 = Lo 0 Y = Yo, Tespectivamente. 

Pueden servir de ejemplos de curvas regulares analíticas el 
segmento de una recta, la circunferencia, la elipse (sus ecuaciones 
correspondientes son: 


2 == 29 + let0;, z = 2 -+ re2rit, 
= Zp +4 cos 211 -- ¿b sen 2x1 (0 <t< 1). 


La curva z =P + il (—1<t< 1) también es analítica, sin 
embargo, no es regular analítica. En efecto, realicemos una trans- 
formación monótona t = y (7) tal, que la función z = [p (+) 4 
+ 1 fu (7)1* siga siendo analítica. Sin restringir generalidad, se puede 
suponer que uH (0) =0. Enlonces las funciones [up (1) y Ip (5)1* 
tienen que ser también analíticas en un entorno del origen de coorde- 
nadas y, por consiguiente, ora as =pu (17) también es analítica 
en un entorno del punto t = 0, a excepción, posiblemente, del mismo 
punto t = O, donde a priori puede haber un polo. Ahora bien, como 
esta función está acotada, tiene que ser también analítica en el 
origen de coordenadas, de donde 


zx" (0)=3[p(0)1Pp" (3) [r=o=0 e y'(0)=4 [p (1)1% p” (7) le=o == 0. 
En resumen, la curva no es regular analítica. Esta circunstancia. 
4 
se debe al hecho de que y se expresa mediante zx así: y = x?, y esta 


última función tiene singularidad en el punto z = 0 (igual que 
3 


zx =y* en el punto y = 0). 

Obsérvese que la jmagen de una curva regular analítica L: z = 
= 4 (t) (a < t S P), perteneciente a un recinto G, en una transfor- 
mación conforme de este recinto en algún recinto D, es también una 
curva regular analítica. En efecto, si la función quo realiza la trans- 
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formación cs w = f (z), entonces la ecuación de la imagen de la cur- 
va L puede expresarse en la forma w = f/A (6 (a < t< B). Pero 


la función f) (() es analítica cn el segiento [x, f), siendo Se 
7 EE — +0 en este segmento, de donde se deduce que la imagen 
de la cUivk L es una curva regular analítica. 


Señalemos, finalmente, la siguiente propicdad importante de las 
curvas analíticas. Sean 


Li:2=9M (0) (au <t <p) y Lo:z=khm() (1 < <B) 


dos curvas regulares analíticas. Si los conjuntos de los valores de los 
parámetros t' y t”, para los cuales L, y Lxz tienen puntos comunes, no 
son simultáncamente conjuntos finitus (por ejemplo, si el conjunto 
mismo de los puntos comunes es infinito), entonces L, y L: poseen arcos 
comunes (uno o dos), cuyos orígenes y extremos son los puntos iniciales 
y finales de las curvas L, y Lo. 

Para ontonder el enunciado de este teorema es suficiente examinar 
el ejemplo de dos arcos de circunferencias. Estos pueden corlarse 
por un conjunto finito, compuesto de 0, 4 6 2 puntos, o por un conjun- 
to infinito, compuesto de uno 0 dos arcos de circunferencia. 

Supongamos que para un conjunto infinito E” de valores t” los 
puntos de la curva L, también pertenecen a £z. Sea t, un punto de 
acumulación del conjunto E” y sea f£,) una sucesión de puntos 

Vistintos de E”, convergente hacia £,. Si da (10) = Zo, entonces, debido 
a la condición A; (£0) + 0, la función z =), (t”) realiza una trans- 
formación conforme de cierto entorno del punto t” = ft; en un recin- 
Lo g que contiene al punto z,¿. Como esta Lransformación. es biunivoca, 
a distintos valores de s; que caen en este entorno les corresponden 
distintos puntos z, = A (t,) de la curva £;,, pertenecientes al recin- 
to g. Estos puntos están situados en el arco l, E £, que corresponde 
a cierto entorno del punto £;. Según la definición del conjunto E”, 
los puntos z, también están “situados en Lz. VYijemos para cada uno 
de éstos un valor del parámetro t”: zn = 22 (tn) y, pasando en caso 
de necesidad a subsucesiones, supongamos que (f,) converge hacia 
cierto punto f,. Es obvio que 


2 (5) = lim Aj (65) > lim A (£5) = Ay (05) == 20 


Consideremos un entorno del punto £, lan pequeño que el arco 
correspondiente ly E £) esté contenido en el recinto g. Es evidente 
que l¿ es una curva regular analítica z = As (1%) (£ — e<tS< t + 
+ 8), que posee un conjunto infinito de puntos z;, = Az (t,) que son 
comunes con el arco ?,. En la transformación conformo t' = 4;* (2) 
«lel recinto g en un entorno del punto £, al arco ?, le corresponderá 
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un intervalo del eje real que contiene a este punto, y al arco la, 
una curva regular analítica que corta al eje real en un conjunto 
infinito de puntos distintos con el punto de acumulación £,. La orde- 
nada de los puntos de esta curva es una función analítica de 1”, 
que se anula en un conjunto infinito de puntos distintos 7, con el 
punto de acumulación to. De aquí se deduce que ésta es idénticamento 
nula, es decir, la imagen del arco l¿ coincide con la imagen del arco ?, 
en cierto enlorno del punto t = £,. Por ello, también el arco l, 
de la curva £, coincide con el arco ?, de la curva £, en cierto entorno 
del punto za = 4, (€,) = Az (£,), el cual es un puntu de acumulación 
para los puntos comunes de las curvas £, y La. 

Así, pues. hemos demostrado que el arco de la curva £,, en cierto 
segmento T, < ' < r, que conliene en su interior a t;, coincide con 
un arco de la curva La on cierto segmento +, <  < Y, que contiene 
en su inlerior a £,. Aplicando este mismo razonamiento a los puntos 
inicial y final de) arco común hallado, podemos alargar este arco 
en las dos direcciones. Como según lo demostrado, todo punto de 
acumulación de los puntos comunes de las curvas £, y Lg es mn punto 
interior de su arco común, este proceso de alargamiento puede 
terminarse solamente cuando el arco común llegue hasta los puntos 
iniciales o finales de las curvas L, y £z. Llamando, para abroviar, 
extremos a los puntos iniciales o finales, tendremos las siguientes 
posihilidades: 

a) los extremos de la curva £;, coinciden con los extremos de 
la curva £»,; entonces £, y £, coinciden (geométricamente, aunque 
pucdan tener distintos sentidos del recorrido); 

b) cxiste al menos un extremo de una curva que es un punto 
interior de la otra, y al ¡menos un extremo de una de las curvas que 
no es interior de la otra; entonces £; y £a2 no coinciden y tienen un 
arco común; 

cy los extremos de cada una de Jas curvas son interiores para la 
otra; entonces £, y Lo. por lo general, no coinciden y lienen dos arcos 
comunes (en este caso, si ambas curvas £, y Lo. son cerradas, éstas 
coinciden; si solamente una de las curvas es cerrada, cutonces 
Jus dos arcos comunes se confunden en uno). 

Todos estos casos quedan claros en la fig. 65. 

3.4. El método más simple de introducción de las superficies 
de Riemann cn el sentido propio de la palabra en la teoría de funcio- 
nos es el siguiente: 

Se considera por superficie E un recinto arbitrario G del plano 
ampliado w, y en el mismo se considera una función meromorfa 
arbitraria z = f (u) se const. Como se demostrará en ec) presente 
apartado, f (w) realiza una transformación interior del recinto G 
en la esfera (en el plano ampliado) y. por consiguiente, determina 
una superficie de Riemann en el sentido propio. Por Jo tanto, toda 
3 1=1234 
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Junción meromoría z = Í (w) en un recinto dado G determina una 
superficie de Riemann en el sentido propio de la palabra. 
Basándose en el teorema de Stuilow citado anteriormente (véase 
el ap. 2.2), la demostración de que z = f (w) > const realiza una 
transformación interior del recinto G, resulta evidente, puesto que 
z = f (mw) transforma cada conjunto abier- 
lo de puntos del recinto G en un con- 
La L, junto abierto del plano ampliado (de la 
esfera); además, ninguno de los conti- 
nuos situados en G y distintos de un 
punto se transforma en un punto (debido 
al teorema interior de unicidad). No 
obstante, esto mismo puede oblenerse 
La también directamente. ls suficiente cons- 
truir una triangulación del recinto 
tal, que Ja transformación z = f (w) sea 
homeontorfa, es decir, que la función 
Ly j (w) sea univalente, en cada uno de sus 
triángulos y también en los entornos de 
“sus puntos frontera, distintos de los 
vórtices. 
Comenzaromos la constencción seña- 
laudo los puntos del recinto Gen los que 
f(w) Loma valores múltiples. Tales puntos 
sou: todos Jos ceros de f/” (w) y todos los 
L, polos múltiples de f (w). J21 conjunto de 
£, los puntos indicados no es más que nume- 
£ — rable. Numerémoslos en algún orden: 
Uy, Ad... Any»... y construyamos 
primero u» recinto Xy E G que conleuga 
al punto ay y tal, que lodos los puntos 
FIG. 85. q; .1 Un. . .. estén situados fuera 
de K, y que KK, se pueda dividir en 
uva cantidad finita de sectores curvilineos cerrados, on cada uno 
de los cuales z =- f (w) sea univalente. La posibilidad de tal construc- 
ción se deduce del ap. 1.1. cap. V. Precisando, si 


= dy +19 (1. 
donde 
¡PA 
p (10) = Y az (u—«a;) |: ..- (4]> 1), 
entonces la transformación z = f (u) se puede expresar cn la forma 
siguiente: z = Ay + £*, donde £ = q (w) es una función univalente 
en un entorno Y, del punto w = a. Elijamos ahora el recinto K, 
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del entorno U, de tal modo que su imagen q (X,) sea un círculo con 
el centro en el punto 0: | ¿ | < p. Enlonces la fronbera del recinto K 
será la imagen de la circunferencia: q 7? (1 £ |] = p), o sea, es una curva 
cerrada de Jordan que es regular analítica. Dividamos el círculo 
IE |< p mediante | k | — 1 radios en | « | + 4 sectores con ángulos 
iguales en el origen de coordenadas. Las preimágenes de estos sectores 
en la transformación € = «q (tw) serán sectores cerrados con el vértice 
común tw = 4, los cuales forman en su conjunto todo el recinto 


corrado K,. Sus lados comunes son imágenes de los radios del círculo 
IE I<p, es decir, son curvas regulares analíticas. No queda más 
que observar que la función 3 =f (w) lo sea, [ =p (w) y 2 = 
= A, + £*) os univalente en cada uno de los sectores construidos, 
y lambién en los entornos de sus puntos frontera, a excepción del 
punto w = 4. Está claro que tomando p suficientemente pequeño 
se puede conseguir que el recinto K, pertenezca a cualquier entorno 
previamente asignado del punto a. Suponiendo que para los puntos 
Gi -.., €, yase han construido los recintos K,, . . ., K,, podemos 
construir después el reciulo K, 4, = G que contenga al punto a,+1, 
de tal modo, que no tenga puntos comunes con Ay, ..., K,, que 


Un+2o ++ Gato + >» - estén situados fuera de K,+1 y luego, que 
K, +1 se pueda dividir en una cantidad finita de sectores curvilíneos, 
en cada uno de los cuales la función z = f (w) sea univalente. La [ron- 
tera del recinto K, +, y los lados comunos de Jos sectures serán curvas 
regulares analíticas. De este modo, quedarán construidos los recin- 
tos K, para todos los puntos «, en los que f (2) loma valores múlti- 
ples. Para todos los demás puntos zo del recinto ( construiremos sus 
entornos U (z,) tan pequeños que la función z = f (w) sea univalente 
en U (zp). 

Supongamos ahora que (G,, ) es una sucesión creciente de recintos 
que aproxima a G por el interior. Señalemos una cantidad finita 
de recintos (K,) y de entornos (UC (2)) que cubran G, (aquí nos 
basamos en el lema de Heine-Borel); señalemos después una cantidad 
finita de recintos ([X,) y de entornos (U (2)) que cubran G, — G,, 
elc. Como resultado, obtendremos un conjunto numerable M de 
recintos (de tipo A, o U (z)) que cubren todo el recinto G, de modo 
que cualquier conjunto cerrado F C G queda cubierto por una cantí- 
dad finita de recintos de M1. En este caso, la transformación z = / (w) 
o es homeomorfa en los conjuntos cerrados de M (si se Lrata de U (2), 
o el recinto correspondiente (K,) se divide en uua cantidad fínita 
de sectores en cada uno de Jos cuales esta Lransformación es humeo- 
morfa (incluyendo Jos entornos de los puntos frontera de los sectores 
y excluyendo los entornos de su vértice común). Cada recinto K, = 
< M, así como cada círculo también U (2) € M, solamente se corta 


31» 
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con una cantidad finita de recintos de M. Como las fronteras de los 
recintos K, y U (2) son curvas regulares analíticas, éstas pueden 
cortarse cutre sí solamente en una cantidad finita de puntos y, por 
consiguiente, cada uno de los recintos pertenecientes a M se divide 
en una cantidad finita de recintos por todos los recintos de la familia 
M que tienen puntos interiores comunes con el recinto en cuestión. 

Esto mismo es ciertu también para los sectores que forman K,, 
puesto que la frontera de cada sector consta de una cantidad finita 
(de tres) curvas regulares analíticas. Los recintos cerrados menciona- 
dos (las partes de los recintos K, y U (2)) en su conjunto cubren tudo 
el recinto G; además, cada conjunto cerrado F — ( se cubre por 
una cantidad finita de ellos y ningún par de éstos Liene puntos into- 
riores comunes. Consideraremos el conjunto de estos recintos cerrados 
como un parquet (o mosaico) que cubre el recinto E, y cada 
recinto por separado, como una tarima de dicho parquet. 
Según la construcción, z = f (w) determina un homcomorfismo de 
cada larima del parquet sobre cierto recinto cerrado del plano 
ampliado z. La transformación también es homeomoría en los entornos 
de log puntos frontera, a excepción de los puntos 4,, fa, ...., 
A 
No queda más que dividic cada una do las tarimas del parquet 
en triángulos, para obtener una triangulación del recinto G (o sea, 
del parquet triangular) que satisfaga a las condiciones planteadas. 
Obsérvese que cada tarima del parquet tiene frontera coraún con una 
cantidad finita de tarimas. Por consiguiente, su frontera consta 
de una cantidad finita de arcos (o lados), cada uno de los cuales es 
una componente conexa de la parte común de las fronteras de dos 
tarimas. A los puntos iniciales y finalos de estos arcos los llamaremos 
vértices del parquet y, cuando la cantidad de vértices de alguna 
tarima sea menor que Lres, completaremos la cantidad de vértices 
hasta tres, dividiendo con puntos algún lado en dos o tres nuevos 
lados. Finalmente, fijemos dentro de las tarimas sendos puntos 
_y unamos todos estos puntos mediante arcos de Jordan con todos los 
vértices de la tarima a que pertenece el punto dado. Exigiremos 
también que los arcos de una misma tarima no teugan otros puntos 
comunes más que el inicial y que estén contenidos dentro de la 
tarima, a excepción de sus extremos, que son los vérlices de la tari- 
ma. Precisamente estos arcos dividirán la tarima en triángulos, que 
en su conjunto forman da Lraingulación pedida. 

En resumen, hemos demostrado que loda función meromorfa 
z = f (w) se const en un recinto G del plano ampliado u: realiza una 
transformación interior de este recinto G en el plano ampliado z 
y, por consiguiente, determina una superficie de Riemann en el 
sentido propio «de la palabra. Si z =f (w) y 2 = £ (w) son dos 
funciones meromorías en un mismo recinto, envonces las superficies 
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de Riemann correspondientes serán idénticas cuando, y sólo cuando, 
existe un homeomorfismo w” = q (w) del recinto G sobre sí mismo 
tal, que f (w”) se transforma en F (w), es decir, que 


fp (w) =P (w). 


De aquí se deduce que q (w) = FF (us), o sea, q (1) también es 
una [unción meromoría y, por consiguiente, el homeomorfismo 
w' = (q (w) es una transformación conforme del recinto G sobre sí 
mismo. Por lo tanto, para el recinto dado G, determinan la misma 
superficie de Riemann que la función 2 = f (w) solamente las fun- 
ciones de la forma z = fg (u), donde w' = q (1) realiza una trans- 
formación conforme del recinto G sobre sí mismo. 

La suporficie de Riemann correspondiente y su modelo S, se 
llaman superficie de Riemann de la función 
z =f (w), o también superficie de Riemann de la 
función inversa = f-1 (z). La última denominación 
se dube a que la superficie S se emplea ordinariamente para estudiar 
en ella la función inversa a la dada. 

Ocurre pues, que w = f7? (2), considerada como función de la 
variable compleja z, cs decir, en la esfera, es multiforme (claro, si 
se excluye el caso elemental en que la función z = f (w) sea univa- 
lente en el recinto G). Considerándola como función del punlo en 
la snperficie de Rliemann S, ésta resulta uniforme. 

Jin efecto, para caracterizar Jos puntos de la superficie S no 
basta señalar sus proyecciones z, sino que también hay indicar el 
número (0 índice) del triángulo 0, a que pertenecen. El triángulo 6, 
es la imagen homeomorfa de un triángulo determinado Á), y, por 
consiguiente, al punto z E 6, Je corresponde un punto delerminado 
te € As, el cual es el valor de la función f7? (z) en el punto dado de 
la superficie de Riemann. El valor de la función en el triángulo 
de la esfera, sobre el cual está situado el triángulo 6; < $, representa 
una rama uniforme de la función f* (z) en oste triángulo. La determi- 
nación de la superficie de Riemann por la función f[”* (2) no sólo revela 
todo cel conjunto de las ramas uniformes de la función multiforme, 
sino que hace que sea geométricamente perceptible su relación mutua. 

La transformación z =f(w) no es homeomorfa en cualquier 
entorno de cada uno de los puntos %;¡., Xa, ..., An, - . ., O sca, de 
los ceros de f' (19) o en los polos múltiples de f (ww). Para todos los 
demás puntos del recinto G existen entornos en los que esta trans- 
formación es homeomoría. De aquí se deduce (véase el ap. 3.2) 
que todos los puntos de ramificación de la superficie S están situados 
sobre las imágenes de los puntos a,: f a) = A». es decir, sobre las 
imágenes de los ceros de f' (w) y do los polos múltiples de f (w). 
Supongamos que cn un entorno del punto a, la función f (w) posee 
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un desarrollo de la forma: 
Án -- Ap ke — On Y —-Oñ41 (w— Om) *+ +ho.. (a, 0, | e | > 1) 


(si A, == oo, aquí no se escribe 4,). Entonces, cada valor z % Á,, 
situndo en un entorno suficientemente pequeño del punto A,, la 
función f (w) lo toma en | X% | puntos distintos de un enlorno del 
punto a, . Por consiguionte, el punto de ramificación de la superficie 
Y que corresponde a q, y que está situado sobre A,, es de orden 
|k]— 41, Para la función inversa misma w == f7* (2) el punlo A, 
también es un punto de ramificación (algebraico) en el sentido expli- 
cado en el ap. 5.2, cap. IT. Precisando, el ciclo de triángulos A;,, ..... 
«.., Aj de la triangulación del recinto G, que tienen un vérlice 
común 2, se transforma mediante z = f (w) en un ciclo de triángulos 
AS 5, de la superficie S con el vérbice común A,. El último 
ciclo es un recubrimiento |/ |-ple de cierto entorno del punto A,. 
Si so fija en cada uno de los triángulos 0, - +. 05 la rama unifocr- 


me de la función f7? (2) que transforma este Lriángulo en el triángulo 
correspondiente del ciclo Ai Aj, , entonces, al hacer un reco- 


rrido el punto z alrededor de A, estas ramas se irán convirtiendo 
continuamente una en otra a medida que cl punto en $, situado 
sobro z, va desplazándose del triángulo A;, a Ajy,, de Aj, a Á;,. ebe. 

Cuando el punto z de | k | vueltas en la esfera en un mismo senti- 
do alrededor de 4,, el punto de la superficie situado sobre él recorrerá 
todos los triángulos (cada unu de ellos una sola al con el vérbice 
común en el punto considerado de ramificación y volverá a la posi- 
ción inicial en el triángulo 6, . A. la vez, las ramas de la función 


inversa volverán a la rama inicial. Vemos, pues, que el concepto 
de punto de ramificación de una superficie do Riemann y el concepto 
introducido anteriormente de punto algebraico de ramificación 
de una función multiforme están estrechamente ligados entre sí. 
J3l primero es la imagen geométrica del segundo. 

3.2, Obsérvese que la superficie S es homeomorfa al recinto 
FE =G. Por esto, puedon obtenerse todas las propiedades de la fun- 
ción f7* (z) que se observan al estudiarla en S, considerando solamen- 
le el recinto (GF triangulado del mismo modo que se indicó en cl 
ap. 3.4, es decir, dividido en recintos de univalencia de la función 
z =f(w), cuyas posiciones relativas satisfacen a las condiciones 
que se imponen a una triangulación en general. Jín el $ 5 del cap. Jl, 
estudiando las funciones multiformes que son inversas a las funciones 
elementales enteras y meromorfas, también ubilizamos el método 
de división del recinto dado en recintos de univalencia, sin exigir 
para ello que estos recintos proporcionen una triangulación del 
recinto. Jín efecto, para el estudio de la función inversa la triangula- 
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ción última es superflua. Pero después de que se ha establecido que 
una función meromoría siempre realiza una transformación interior, 
en cada caso concreto en que se necesite cunstruir el modelo de la 
superficie de Riemann correspondiente podemos negarnos de la 
triangulación y entarimar el recinto dado G con un parquel de cual- 
quier forma, con la condición de que f (w) sea univalente en cada tari- 
ma de este parquet. Designando estas tarimas, igual que anterior- 
mente, con Aj, Az, .... y sus imágenes f (A;) con 6;, el modelo de 
la superficie de Riemann S se formará por el conjunto de todas Jas 
(6,), donde se deben pegar entro sí las fronteras de distintas 6, 
en aquellas partes que son Jas imágenes de las partes comunes de las 
fronteras de las A, correspondientes. 

Explicaremos lo expuesto en unos cuantos ejemplos concretos. 

1) Sea G el plano ampliado y 2 = ue" (mn es un número nalural :> 
7> 1). Dividamos G, con rayos que partan del origen de coordenadas, 
en 2m ángulos iguales: Ay, Az, -. ., Az... En cada uno de los recintos 
cerrados Aj f=41, 2, ..., 2m) la función w” es univalente. 
Supongamos, para precisar, que uno de estos rayos coincide con la 
parte positiva del eje real. y sea A, cl ángulo 0< arg 2. 
Entonces las imágenes 6, de los recintos cerrados Ay serán los semi- 
planos superior e inferior tw; además, 6, con subíndices impares desig- 
narán los semi planos superiores y con subíndices pares, Jos inferiores. 
Para obtener el modelo pedido de superficie de Riemann no queda 
más que pegar entre sí las fronteras de dichos semiplanos por el mismo 
esquema con que se unen entre sí las fronteras de Jos recintos Aj. 
Si la parle positiva del cje real que figura en la frontera del semi- 
plano 6;,, se designa con j,. y la parte negativa con Jj, entonces 4_ 
se debe pegar con 2, 2, con 3h, ..., (2m — 1). con 2m- y, final- 
mente, 2m, con 1,. Jíste esquema de pegar un semiplano con otro 
sec muestra en la fig. 66, donde se ha tomado m -«= 4. Como resultado 
se Obtiene sobre la esfera una superficio de mm hojas con dos punlos 
de ramificación de orden m — 1, situados sobre z=Ó0 y 2 .= 00. 
Este es el modelo de la superficie de Riemann de Ja función Pz. 


En esta superficie la función "Y z es uniforme y analítica en lodos los 
puntos, a excepción del punto de ramificación que está situado sobre 
¿=00, en el cual tiene un polo. 

2) Sea G el plano finito y z = e”. lDividamos ( con rectas parale- 
Jas al eje real en franjas de anchura x cada una, Supongamos, para 
precisar, que una de estas rectas es el eje real. Dosignemos con A, 
la franja U < y < xy y numeremos las franjas según su orden; las que 
están situadas sobre A, con números enteros crecientes y las que están 
situadas bajo A¡. con números enteros decrecientes. ln cl easo dado 


las franjas cerradas A, no están contenidas completamente en el 
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recinto G; excluiremos de éstas el punto frontera w = oo. Entonces, 
en los conjuntos A; > oo la función e” será univalento. Esta trans- 
forma cada uno de éstos en un semiplano cerrado z del cual se han 
excluido los puntos z = (O yz = oo, En este caso, a la franja de subín- 
dice impar lo corresponde el semiplano superior, y a la franja de 
subindice par, el inferior. No queda más que pegar entre sí el conjun- 
to infinito numerable de semiplanos superiores e inferiores ó, y = 


= y, —3, —2, —-1,0,1, 2,3, ...) por cl esquema según el 


Lee ol ] 
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FIG. 66. 


cual vienen unidas entre sí las franjas A,. El esquema correspondiente 
se mucstra en la fig. 67; éste es análogo al esquema de la fig. 66, 
pero el conjunto de recintos 6; es infinito y entre éstos no hay primero 
ni último, por lo cual ya no se puedo cerrar toda la superficie como 
antes se hacía, pegando el úllimo con el primero. Resulla, pues, 
una superficie de infinitas hojas cuyos puntos están situados sobre 
todos los puntos de la esfera, excluyendo z = 0 y 2 = oo. Sobre 
estos últimos no hay ningún punto de la superficie construida. 
Obsérvese que esta superficie no contiene ningún punto de ramifica- 
ción, pues la función z = e” es univalente en un entorno de cada pun- 
lo del recinto G. 

La superficie oblenida representa el modelo de la superficie de 
Riemann de la función Ln z. Sobre ésta, la función Ln z es uniforme 
y analítica en todos los puntos sin excepción. 

3) Sea G el plano finito y z = sen w. Dividamos G con rectas 
paralelas al eje imaginario, primero en franjas de anchura n y des- 
pués, con el eje real, en semifranjas. Supongamos, para precisar, 
que una de las franjas es simétrica respecto del eje imaginario. 
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- 


y numeremos según su orden las semifranjas del semiplano superior: 
las que están situadas a la derecha de A; con números enteros cre- 
cientes y las que están a la izquierda, con números enleros decre- 
cientes. Resultan las semifranjas Aj, ]=...—3, —2, —1,0, 4, 
2,3, ... Del mismo modo, llamando Aj a la semifranja inferior 


. A ] i z da Ej 
Llamemos A, a la semilranja superior — EXI S, y >0, 


pon Ó, 
lp panooo=-- -)-/- 


FIG. 67. 


— + Za + , y <0, nuneremos las somifranjas del semiplano 
inferior que cstán situadas a la dorecha de A; con números enteros 
crecientes y las que están a la izquierda, con números enteros decro- 
cientes, Resultan las semifranjas Aj, ¡=... —3, —2, —1, (, 
1, 2,3, ... Las semifranjas cerradas Aj y Aj no están contenidas 
completamente en el recinto G; excluiremos de ellas el punto z = oo. 


Entonces ohlenemos los conjuntos Aj oo y Aj oo, en cada uno 
de los cuales la función z = sen w es univalente. La función 2 = 
= sen w transforma estos conjuntos en Jos semiplanos superior 
e inferior cerrados, respectivamente, de los cuales se excluye al 
punto z = co. Los semiplanos superiores son las imágenes de Jas 
semifranjas Aj de subíndices impares y de las semifranjas Aj de 
subíndices pares; los semiplanos inferiores son las imágenes de las 
semifranjas Aj de subíndices pares y de las semifranjas Aj de subín- 
dices impares. No queda más que pegar entre sí el conjunto infinito 
numerable de semiplanos superiores e inferiores 83, 6; por el mismo 
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esquema según el cual están unidos centre sí las semifranjas A; y Aj 
(véaso la fig. 68). Resulta, pues, una superficie de infinitas hojas que 
se extiende sobre toda la esfera, a excepción de un punto z = oo, 
sobre el cual no está situado ningún punto de la superficie. Como 
sen tv no toma nunca cl valor oo y su derivada, cos w. se anula para 


TU .p .. . o. 
== -EAK, tudos los puntos de ramificación do la superficie 


, . T 
están situados sobre los puntos de la esfera sen (5 + na) = +1. 


e (Y 


FIG. 68, 


Il conjunto de estos puntos en la superficie es infinito; el orden de 


cada uno de ellos es 1 [ puesto que el seno toma doblemente los valo- 


an 


ros +1 en los puntos 5 + na) . Jn la fig. 68,b están representados 


a pr ., R y xn 

dos puntos de ramificación. los cuales son las imágenes de w =— < 
rn ... . M . . 

y W==3. La superficie construida cs el modelo de la superficie 


de Riemann Are sen z. Esta función es uniforme y analítica en todos 
log puntos de Ja superficie sin excepción. 

4) Sea G el plano finito y z = € (us). Supongamos, para simpli- 
ficar, que los períodos fundamentales de la función Y (u) son el 
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número real 2a y el número imaginario puro 2if. Dividamos todo 
el plano en una red de rectángulos congruentes al rectángulo 0 Z x < 
< 2a, 0< y < 2f, y dividamos huego cada uno de cstos reclángu- 
los en cuatro rectángulos pequeños jgnales entre sí. Ya sabemos 
(ap. 6.3, cap. VII) que la función Y (w) es univalente en el rectán- 
gulo cerrado U<T" <A, 0<y<f, y transforma a éste en el 
semiplano inferior cerrado de tal modo que los homólogos a los 
vértices del rectángulo 0, «, a + if, tB son los puntos del eje real oo, 
e, € y €s. En general, rayando los rectángulos pequeños en el orden 
del ajedrez, comenzando por el que neabamos de examinar, resulla 


a a A e es 
= 


E 


A a 


a 


que todos los rectángulos rayados se Lransforman inediante z = $ (1) 
en el semiplano inferior, y los no rayados, en el semiplano superior. 
Para obtener e] modelo de da superficie de Riemnmann paca la función 
que es inversa a z = € (w), o sea, para la integral elíptica 


"ZA VA 
TAZA 2 


FIG. (9. 
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es necesario pegar entre sí un conjunto infinito numerable de ejem- 
plares de semiplanos superiores e inferiores por el esquema según 
el cual están unidos unos con otros Jos rectángulos pequeños. 

En la fig. 69 se muestran ambos esquemas; en la parte de la derecha 
del dibujo vemos cómo se pega un ejemplar del semiplano inferior 
con cuatro cjemplares de semiplanos superiores. Esto corresponde 
al método de unión de un rectángulo rayado con los cuatro conti- 
guos que no están rayados. Como resultado se obtiene una super- 
ficic de infinitas hojas que se extiende sobre toda la esfera. 
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Como z=00, €y, €2, €, Son valores múltiples de z = € (uv), 
y además, dobles (correspondientes a los polos dobles de $ (tw) 
o a los ceros simples de (* (w)), los puntos de ramificación del 
modelo de la superficie de Riemann considerada están situados 
sobre los puntos de la esfera oo, ey, €, €q. El orden de cada uno de 
ellos es igual a la unidad; además, sobre cada uno de los puntos 
indicados de la esfera hay un conjunto infinito numorahle de puntos 
de ramificación de la superficie (que corresponde a que la función 
g (us) toma cada uno de los valores múltiples en un conjunto infi- 
nilo de puntos distintos). La función 


7 

dt 
uu = | TV 
. V 113 — gal — gy 


es uniforme y aualílica en toda la superficie construida. 


$ 4. PROLONGACION ANALITICA. FUNCION ANALITICA COMPLETA 
E IMAGEN ANALITICA 


4.1. Sean G y D dos recintos del plano ampliado 2 y supongainos 
que f (z) y q (2) son dos funciones uniformes y analíticas en estos 
recintos. Se dice que estas funciones son la prolongación analítica 
inmediata una de la otra, si se cumplen las dos condiciones siguientes: 

a) los recintos G y D tienen al menos un punto común; 

lb) existe un recinto g que está contenido tanto en el recinto G 
como en el recinto D, en cuyos puntos f (2) = q (2). 

Jn virtud del teorema interior de unicidad, f (2) y q (2) tienen 
que coincidir en todos los puntos de la componente conexa g” de la 
intersección de Jos recintos G y D, que contiene al recinto g. Pero 
la intersección de Jos recintos G. y D puedo no ser concxa; entonces, 
en las demás componentes puede no cumplirse la igualdad f (2) = 
— q (2). 

Como ejemplo, consideremos el recinto ( cuya frontera es la 
semirrecla — 0 «Y 0, y — 0, y el recinto Y cuya froutera es 
la semirrecla Ó<zx1< po, y=0, Seca f(z) =1In]z2]|-+ 9, 
donde 0 es el valor del argumento del punto 2 que satisface a la 
condición —1a<0b<xm, y p(2) =1In|z2| + iz, donde a es el 
valor del argumento del punto z que satisface a la condición 0 <a < 
< 211; estas funciones son uniformes y analíticas en los recintos 
correspondientes. Los recintos G y PD tienen puntos comunes que 
en su conjunto forman dos recintos distintos: los semiplanos superior 
e inferior. En este último los valures de 0 y a están ligados cn cada 
puoto por la relación 


a=0+2x, 
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de donde se deduce que en estos puntos f (2) =eqp(2). Está claro 
que en el semiplano superior g se tiene: 


a=0 y q()=/(2). 


De todo lo expuesto se deduce que f (z) y q (z) son la prolonga- 
ción analítica inmediata una de la otra. 

Modifiquemos un poco este ejemplo. Sin variar los recintos G 
y D y la función f (2), tomemos en cl recinto /) en lugar de q (2) = 
=lIn|z|+¿q otra función y (2) =1In | 2 | + $, donde Ss es el 
valor del argumento z que satisface a Ja condición — 21 < PB < 0. 
Como fi y a están ligados en todos los puntos del recinto D por la 


relación 
a=P-+ 2n, 


se liene, q (2) y (2) en todos los puntos del recinto D. Pero en 
el semiplano inferior, PB = 0 y, por consiguiente, f (2) = 1 (2). 
Así, pues, f (z) son prolongaciones inmediatas una de la otra, mien- 
tras que q (2) y y (2) (definidas en recintos coincidentes) no son 
prolongaciones inmediatas una de la otra. 

Generalicernos el concepto de prolongación inmediata; sean f (z) 
y p (z) dos funciones analíticas en los recintos arbitrarios € y D. 
respectivamente. Diremos que cada una de éstas cs la prolongación 
analítica de la utra (sin el epíteto «inmediata»), si cxiste una can- 
tidad finita do recintos G) =G, ...,G, =D y en ellos sendas 
funciones analílicas f, (2) =f (2), .... fi ()=«wYy(), tales que 
f, (z) es la prolongación inmediata de f,., (2) de =1, 2. ..., a). 

Al conjunto formado por el recinto G y la función uniforme 
y analítica en el mismo f (z), lo llamaremos elemento (G, f (2)) (ya 
empleamos este término en el cap. TIT para el caso particular cn 
que G es un círculo) y diremos que el recinto G os el campo del ele- 
mento. Al sistema de elomentos 


(Go, to (7), e y Gr, Fn (23), 


donde f, (2) es la prolongación inmediala de f,-, (2) (« = 1, 2, .. 

, n). lo llamaremos cadena de elernentos que une (Co, fa (2)) y 
(Ga. fn (2)). Se puede decir que dos elementos son la prolongación 
analítica uno de otro *), si existe una cadena de clementos que 
los unc. 

Como ejemplo, consideremos el conjunto de recintos (7, (k = (, 
+1, +2, ...) determinados por las condiciones 


sli << O, < re (k + 2), 
*) A continuación Se considerarán equivalentes las expresiones: «prolun- 


pan de una función f (23 que es unllerme y analítica en el recinto G> y « pro- 
ongación del elemento 4G, f(2)». 
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donde 0, = 0, (z) es el valor correspondiente de Arg z, y en cada. 
uno de Jos recintos G, la función f,(z) = In | z | -+ ¿92 (z). 131 
lector puede comprobar fácilmente que dos funciones cualesquiera 
fu (2) y fm (2) sou prolongación analítica una de la otra. Además, 
si para precisar se Supone que mM > y Mm =p -+ p, entonces 
[Gus fut2)). +) (Gm: /m (2)) forman una cadena de p + 41 cle- 
mentos que une (Gu, fu (z)) y [(Gm> fm (2)). 

De las definiciones dadas se «deduce inmediatamente que la 
relación de prolongación analítica enbre los clementos posee las 
siguientes propiedades: 

a) propiedad reflexiva: cada elemento es la pro- 
longación analítica do sí mismo; 

b) propiedad simétrica: si el elemento (D, q) es 
la prolongación del elemento (G. f), entonces el elemento (G, f) 
cs la prolongación del elemento (D, q); 

e) propiedad transitiva:si el elemento (D, q) es 
ly prolongación «del elemento (6, $), y el elemento (2, q) os la 
prolongación del clemento (D. q), entonces el elemento (£, y) 
es la prolongación del elemento (G, f). 

4.2. Consideremos ahora el conjunto de todos los elementos 
posibles, es decir, do todos los recintos del plano ampliado y de 
todas las funciones uniformes y analíticas en los recintos correspon- 
dientes. Podemos dividirlos en clases, considerando que dos elemen- 
tos pertenecen a una misma clase cuando, y sólo cuando, uno es la 
prolongación del otro. Es obvio que cada elemento pertenece a al- 
guna clase, y también que cada elemento (G. fj de una clase K 
caracteriza por completo a esta clase, en el sentido de que cualquier 
elemento (D, q) pertenece a Ja clase K si es prolongación del ele- 
mento (E, f/f), y no pertenece a dicha clase en caso contrario. 

Diremos que cada una de las clases indicadas XK define una 
función analítica complela F (2): aquí, distintas clases definen dis- 
tintas funciones analíticas completas. El elemento (G, f] € K 
se lama elemento de la función EF (2) o también rama uniforme de la 
Junción F (z) en el recinto G (ya empleamos este término en casos 
particulares). A los valores de los elementos de la función £ (2) los 
llamaremos valores de esta función. 

Sen F (2) una función analítica completa y sea M el conjunto de 
todos los puntos pertenecientes a Jos campos de los elementos de 
esta función. Está claro que este conjunto no es vacío, pueslo que 
no es vacía la clase A determinada por F (z). Por olra parte, éste 
es abierto, pues. si zo € M, entonces z¿ es un punto de cierto recinto G 
que figura en el elemento (E, $) € K, por lo cual existe un entorno 
del punto z, que pertenece a G (y, por consiguiente, a AT). Finalmente, 
M es un conjunto conexo. Tin efecto, sean Zo y z' dos puntos distin- 
tos de AM. Supongamos que z, € Cy, donde (G,, f,)EK y 7 EG, 
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(GC, FER; según la definición de clase de elementos, tiene que 
existir una cadena que una (Go, fo) y (E, f"): 


(Go, fo). ...,) (Gn, 1n) == (G”, f3. 


Como (GEr-s, /fi-1) Y (En, fi) son prolongaciones inmediatas uno 
de otro, los recintos Gj-, y G), tienen que lener puntos comunes. 
Sea ¿1 un punto común de G, -; y G, y sea y, una curva continua, 
perteneciente a G,, que una <, con E,r+1 (4 =41, 2, .... n— 1). 
Entonces, uniendo también z¿ con Y, en el recinto Go y E, con z' 
en el recinto G, mediante curvas continuas Yo y Ya, resulla una 
curva continua y =YoU y: U... UY (en cuyo recorrido el 
extremo de cada arco y, (le < n) se toma por origen del siguiente 
arco Yr+1), perteneciente a M y que une zy con z'. 

Resumiendo: Af es un recinto. Este se Hama campo de 
existencia de la función analítica completa F (z). lista deno- 
minación se debe a que no exisle ningún clemento de la función 
F (2) que esté determinado en algún punto no pertencciente al reo- 
cinto Af. 

Antes de examinar ejemplos, introduzcamos otro lérmino cos- 
veniente. El elemento (D, q) se llama subordinudo a) 
elemento (6. f/f), si DZÓG y q(2)=f(2) (2€ D). Esto se 
escribirá así: ([D, q) — (€, f). Es evidente que si (D. $) C (6, y), 
entonces estos elementos son prolongación inmediata uno de olro, 
Por ello, cada clase X que determina una función analílica completa 
liene que contener, además de un elemento (G, f), también Lodos 
los elementos subordinados a 4G, f). 

Obsérvese también que si un elemento (O. q) es la prolongación 
inmediata del elemento (GE, f) y D CG, entonces [D, q) C (6, f). 
En efecto, existe un recinto g EDT, en el cual f (2) = q (2); 
por consiguiente, en virtud del teorema de unicidad f (2) = 4 (2) 
en todos los puntos del recinto D. 

43. Ejemplo 4. Sea f (2) una función meromoría en el 
plano finito (en particular, enteran). Jsla es unilorme y analític: 
en el recinto (Gf que se ohliene del plano ampliado al excluir los 
puntos singulares de la función f (3), los cuales forman lo más un 
conjunto infinito numerable con el único punto de acumulación 
en el infinito. 

Demostremos que ta clase X que contiene al clemento (GC, f$ 
consta solamente de elementos subordivados a (G, f). Evidente- 
mente, para ello es suficiente demostrar que lLoda prolongación in- 
mediata «del elemento [G, f) (o del elemento subordinado a él) repre- 
senta un elemento subordinado a (G, f). Supongamos lo contrario, 
y sea ([D, q) la prolongación inmediata del clemento (G, f), sin 
estar subordinado a este último. lintonces el recinto D fliene que 
contener puntos no pertenecientes a €, es decir, puntos singulares 
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de la función f (2). Sea z, uno de éstos, Como la parte común de los 
recintos G y D también es un recinto y f (z) y q (z) coinciden entre 
sí en un recinto g perteneciente a esta parte común, resulta que 
éstas también coinciden entre sí en toda Ja parte común. Por ello, 
éstas coinciden en un entorno del punto z, (a excepción del punto zp): 


fíz=0(2),  0<|z—2|<e, 


y. por consiguiente, zy es un punto singular aislado de la función 
f (2). Mas para la función q (z) este mismo punto es regular, lo cual 
es imposible. Tlemos obtenido una contradicción. Asi, pues, todas 
las prolongaciones analíticas del elemento (G, fY están subordinadas 
a este elemento. le aquí se deduce que e] campo de existencia de la 
función analítica completa F (2) determinada por la clase K, coin- 
cide con el recinto G, y los valores de F (z) coinciden en todos los 
puntos con los valores de f (2) (F (2) no toma obros valores). sto 
permite identificar F' (z) con f (z) y considerar cada función mero- 
morfa en el plano finito como una función analítica completa. 

Ejemplo 2. Sea G algún recinto. cuya fronlera conste de 
una cantidad finita de curvas de Jordan sin puntos comunes entre 
si. Demostremos que éste es el campo de existencia do una función 
uniforme y analítica. Con este fin, consideremos una sucesión de 
puntos del recinto G que no tenga puntos de acumulación cn el 
interior de G y tal que todo punto frontera del recinto G sea un 
punto de acumulación de esta sucosión (instamos al leclor a que 
lleve a cabo la construcción de una sucesión semejante). 

Según el ap. 3.4, cap. VIl, existe en el recinto G una función 
uniforme y analítica f (z) 54 O que se anula en cada punto de la 
sucesión. Consideremos el elemento que consta del recinto G y de 
la función f (2), y demostremos que solamente su elemento subor- 
dinado puede ser su prolongación inmediata. 

Supongamos lo contrario, y sea (D, q) una prolongación inme- 
diata del elemento (G, f) que no está subordinada a este último. 
Entonces el recinto D tiene que contener tanto puntos pertenecientes 
a G como puntos no pertenecientes a G. Jixaminemos una componente 
conexa g” de la intersección de los recintos G y D, en la cual sea 
f (2) = y (2). Como g' no puede coincidir con D, entre los puntos 
[rontera de g” tiene que haber puntos interiores del recinto D. Sea 
£a uno de éstos; £¿ no puede ser un punto interior del recinto G, 
pues en caso contrario g” podría ampliarse uniéndole cierto entorno 
del punto £,. Evidentemente, £,, siendo un punto de acumulación 
del recinto G, es un punto frontera de G. 

Construyamos un entorno U, del punto ¿£/, perteneciente a D, 
y sen g” aquella componente conexa de la intersección de Jos recin- 
tos G y E,, en cuya frontera está situado £.. Debido a las hipótesis 
respecto de la frontera del recinto (7. tal componente es única. Por 
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consiguiento, ésta está contenida en el recinto g”, para el cual £, 
también es un punto frontera. Pero, según la construcción, cn el 
recinto g” hay un conjunto infinito de ceros de la función f (2), los 
cuales también tienen que ser todos ceros de la función « (2). Por 
ello. el punto Z,, que es interior al recinto D, es un punto de acumu- 
lación de los ceros de la innción q (2), de donde q (2) =0 y, por 
consiguiente, f (2) =0. Resulta una contradicción con la hipótesis 
respecto de la función f (2). 

Así, pues, todas las prolongaciones inmediatas del elemento 
(G. f) están subordinadas a este elemento, de donde se deduce que 
el campo de definición de la función analítica completa correspon- 
diente F (2) coincide con G, y todos los valores de £ (2) coinciden 
con los valures de f (z). Por esta razón, podemos identificar la función 
analitica completa /" (2) con la función uniforme f (z) en el recinto G. 

Jin todos los casos semejantes a éste, en los que el campo de de- 
finición G de una función uniforme y analítica f (2) coincide con el 
campo de existencia de esta función, la frontera del recinto € se 
llama frontera natural de Ja función f (2). 

Pueden servir de ejernplos clemontales de funciones para las cuales 
Ja frontera natural cx la circunferencia unidad. las sumas de las series 
de potencias examinadas en el ap. 6.3, cap. 1IJ, con puntos singula- 
yes que llenan loda la circunferencia unidad (por ejemplo, f (2) = 
= Y 22). 

Ejemplo 3. Consideremos la función multiforme Ln 3 en cl 
G < E costa [unción posee un conjunto infinito numerable de ramas 
uniformes analíticas. 

Consideremos todos los recintos simplemente conexos posibles 
G<E y on cada uno de ellos todas las ramas uniformes analíticas 
posibles de la función Ln z, y demostremos que el conjunto A de 
todos los elementos (G, f) forman una clase, En otras palabras, se 
necesita demostrar que dos elementos cualesquiera de X son la 
prolongación uno del otro, y luego, que cualquier elemento que es 
la prolongación de cierto (G, $) € K, también pertenece a /£. Supon- 
gamos primero que la frontera del recinto G es el rayo U < 7 < oo, 
y =0. Entonces, todas las ramas uniformes de la función En z 
en este recinto so expresan en la forma f», (2) = 1n | 2 ] + ¿0zz, 
donde k =0, +1, +2, ... y 022 es el valor del Arg z que salis- 
face a la relación 210% < 0p < 21 (1 + 1). Es obvio, que en este 
caso [G, fa.) y [G. fa, ) son la prolongación uno del otro para cuales- 
quiera u y m (compárcse con el ap. 4.1) y, por consiguiente, perte- 
nocen a una misma claso. 

Consideremos abora un recinto arbitrario D y en el mismo, una 
rama uniforme q (z) de la función Ln z. Supongamos que z¿€ D 
y que z, no pertonece a la frontera del recinto G (o sea, que no es 
32—1234 
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un número real no negativo). lón un entorno del punto z,, que no 
contenga puntog frontera del recinto G, la función «q (z) tiene la 
forma q (2) = In | z | + ¿02,, (puesto que todos los valores del 
Arg z en el ontorno indicado se agotan con las funciones 0), = 
= Us, (2), k =0, +1, +2, .. .); por ello, en el entorno indicado 
q (z) coincide con fa, (2), es decir, (D, q) es la prolongación inme- 
diata del elemento (G. f2,,) y. por consiguiente, pertenece a la 
misma clase que cualquiera de los elementos (G, fa»). 

Así, pues, todos los elementos del conjunto considerado A per- 
tenecen a una misma clase. No queda más que demostrar que éstos 
agotan toda esta clase, para lo cual es suficiente convencerse de que 
la prolongación inmediata de cualquier clemento de K pertenece 
a K. 

Supongamos que (G, $) € K y que (D. q) es la prolongación 
inmediata del elemento (G, f). Evidentemente, (D, y”) también 
es la prolongación inmediata del clemento (G, f') (donde q” (2) 


y F' (z) son las derivadas). Pero f' (2) = ze por lo tanto, también 


$” (2) = =. De esto se deduce quo el recinto D na puede contener 
el origen de coordenadas (pues q” (2) tiene que ser regular en todos 
los puntos del recinto D). Pero éste tampoco puede contener al 


punto z = oo, pues q (2), siendo regular en este punto, tendría un 


desarrollo de Lanrent de la forma q (2) = cp — . “|- == oc 
de donde q” (2) — + — dez —.. O 

ón resumen, D cs un recinto simplemente conexo perteneciento 
aE:0<j]2|<oo. 

Sea zp un punto común de Jos recintos G y D, en cuyo entorno 
f(z) y q (2) coinciden, y sea o (2) una rama uniforme cualquiera 
de Ln z en el recinto D. 

Como q (2) — q (2) = f (2) — Go (2) = 2Leyri cn un entorno del 
punto zo (no olvidemos que f (z) y Qo (2) son ramas uniformes de 
Ln z en este entorno), se tiene q (2) — Go (2) = 2kyanti en todo el 
recinto D. Por consiguiente, «q (2) = o (2) 4- 2egati Lambién es 
una rama uniforme de Ln z en el recinto D, con Jo cual se termina 
la demostración. 

Vemos, pues, que el conjunto de todas las ramas uniformes de 
£n z en todos los recintos simplemente conexos, pertenecientes a E, 
coincide con el conjunto de todos los elementos que determinan una 
función analítica completa. Esto permite hablar de Ln z como de 
una función analítica completa con el campo de existencia (0 < 
<l|23|<o0. 

4.4, Si el recinto G es un círculo |z— zo | <r o la parte exte- 
rior al círculo | z | > r, cntonces una función analítica f (z) en este 
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recinto se expresa en forma de una serie convergento 


2.2) 


vo 
Mo=Y anla—zo)" osca f(2)= > az” respectivamente. 
v 0 


En cada uno de estos casos el elemento (G, f) se caracteriza 
por completo por la serie de potencias dada y por el radio r del 
círculo, en cuyo interior o exterior se considera la suma de una de 
las series. Tales clementos los llamaremos circulares. A con- 
tinuación, hablando de clementos circulares, no señalaremos ordi- 
nariamente cl radio r, suponiendo que éste toma uno de los valores 
que corresponden a las condiciones del problema en cuestión (por 
ejemplo, un valor suficientemente pequeño) y que garantizan la 
convergencia de la serie de potencias. Demostreomas que, utilizando 
solamente elementos circulares, se puede introducir cl concepto 
de función analítica completa del mismo modo que se hizo anterior- 
mente para los elomenlos correspondientes a recintos de forma arbi- 
ftraria. 

Sea K la clase de todos los clementos posibles que determinan 
una función analítica completa F' (z), y sea k la subclase de la misma 
que consta solamente de clementos circulares. Esta subclase (0 
incluso cualquiera de sus elementos) determina univocamente toda 
la clase X y, por consiguiento, determina la misma función analítica 
completa. Jista última afirmación debe cntendersoe no sólo en el 
sentido abstracto de que, una vez dada k siempre se puede averi- 
guar sí un elemento cualquiera dado pertenece a la clase K = k 
o no pertenece, sino que en el sentido de que todo elemento no cir- 
cular de K (es decir, toda rama uniforme de la función /' (z) en 
cierto recinto G) puede expresarse mediante clementos de k. En 
efecto, los desarrollos de esta rama en series de potencias en Jos 
entornos de distintos puntos del recinto G son, evidentemente, 
elementos circulares de k. Representando G en forma del límite de 
una sucesión do recintos crecientes (G,y y observando que cada 
uno de los conjuntos cerrados (4. EG XMCGi, ..., Gnsi MN Ens. 
que en su conjunto cubren a G, puede a su vez cubrirse por una 
cantidad finita de círculos pertenecientes a G, hallamos que para 
la representación de la rama dada es suficiente no más que un con- 
junto numerable de elementos circulares. Basándose en todas estas 
obsorvaciones, al definir una función analítica completa podemos 
considerar solamente elementos circulares. 

Generalicemos el concopto de clemento circular, incluyendo para 
ello también aquellas series de potencias generalizadas que se ob- 


tienen al invertir las series de la forma Fa, (z — 2," 0 ap" 


(véase el ap. 5.1, cap. IV). Precisando, datos a condenar las 
32* 
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series Siguientes: 


S ELA a 
2 (220) "> 2 nz Ys (4.4:1) 
n=m n=m 


donde m es enlero y v es un número natural, en los recintos de la 
forma |z=z»|<r y |z|:>"r, respectivamente. Dircmos que 
un elemento de la forma (4.4:1) está aserito en Íorma canó- 


: . . . n . 
nica, si a, 50 y las fraccionos del conjunto (= , escritas para 


aquellos valores de n para los cuales a, + 0, no pueden simplificarso 
por un mismo número (mayor que la unidad). Suponiendo que 
el elemento está escrito en forma canónica, llamémosle no ra- 
mificado siv=4, y ramificado siv>>1. Al número 
v — 1 lo llamaremos orden de ramificación del elemento. Al punto z, 
(respectivamente, oo) lo llamaremos centro del elemento; dire- 
mos que rezel radio del elemento y que ]z — zp | <r(o|z |] > 
> r, respectivamente) es el círculo del mismo. Un elemento 
no ramificado se llama regular si m > 0. Los elementos no 
regulares se llaman irregulares. 

Extendamos el concepto de prolongación analítica a los clemen- 
tos generalizados. Evidentemente, es suficiente extender el con- 
cepto de prolongación analítica inmediata al caso de elementos 
ramificados. Consideremos, para precisar, el elemonto 


00 n 

Y anle=z Y (2—2]|<»n), (4.4:2) 

n=m 
expresado en la forma canónica (siendo v > 1). Su suma es una 
función v-forme en ol círculo |z — zo | <r. Para cada punto 2, 
perteneciente al círculo indicado y distinto de zp, existe un entorno 
Iz—2z, | <p, donde p = min (|z, — Zo |, 7 — | 21 — Zo |). en el 
cual la suma de la serie tieno v ramas analíticas uniformes. Para 
fijar una de cllas, es suficiente fijar una de las v ramas uniformes 

1 


de la función (z — zp)”. Diremos que las ramas uniformos del ele- 
mento (4.4:2) en los circulos |z— zp | <p, donde [2 — zp | <r 
y 2,2%, son sus O0lementos subordinados. Está 
claro que todos los elementos subordinados de un olemento ramifi- 
cado son no ramifícados y, además, regulares (en Jos puntos del 
círculo |2 —z¿|<r, distintos del centro, la suma de la serie 
(4.4:2) no se hace infinita). Diromos que dos olementos de la lurma 
(4.4:1) son la prolongación inmediata uno del otro, si tienen al 
menos un elemento subordinado común. Después de esto se formula 
naturalmente la definición de prolongación analítica para los ele- 
mentos generalizados y, finalmente, se introduce el concepto de 
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imagen analítica, que es similar al conceplo de [unción 
analítica completa. Precisando, dividamos en clases el conjunto 
de todos los elementos posibles de la forma (4.4:1), colocando en 
una misma clase a dos elementos cuanilo, y sólo cuando, éstos son 
prolongaciones analíticas uno del otro. Respecto de cada clase 
obtenida diremos que ésta determina una imagen analí- 
tica. Excluyendo todos log clementos de ramificación de la claso 
que determina la imagen analítica, resulta una clase con elementos 
circulares no ramificados solamente, la cual determina una función 
analítica completa. Por consiguiente, la imagen analítica se dife- 
rencia de la función analítica completa en que se agregan lodos los 
elementos ramificados que son prolongaciones analíticas de los 
clementos de la función dada. 

Así, por ejemplo, las series de potencias que represontan todas 


» . e... Yo a 
las ramas uniformes posibles de la función yz, o sea, las serios 


de la forma 
co 1 
ARE 


0 rn 


donde z¿ son números complejos cualesquiera, distintos de O y oo, 

determinan una función analítica completu. Agregando al conjunto 

de los elementos regulares correspondientes los clementos ramifica- 
1 

dos. que se expresan por una misma serie degenerada de 2* y que, 


no obstante, se distinguen entre sí según que se trate del entorno 
del punto z =0 0 z +< 00, obtenemos la imagen analítica, la cual 


expresa la función multiforme Y z en todo el campo desu definición. 
De un modo similar, todas las series de potencias posibles que repre- 
sentan las ramas uniformes de Ja función Arcsen z en los entornos 
de los puntos Za + + 1 (sobre éstos están situados Jos puntos de 
ramificación de Arcsen 3), determinan una función analítica comple- 
ta. Agregando a éstas el conjunto infinito de elementos ramificados 


que representan Arcsen z en los entornos de los puntos + 1 ( instamos 
al lector a cl halle estos desarrollos aplicando la fórmula Arecson z = 


= via Vi 5) , Obtenemos la imagen analítica, Ja cual representa 
a la a multiforme Arcsen z en todo e) campo de su definición. 
Obsérvese que en el caso de funciones meromorfas en todo el plano 
o de tales funciones multiformes, inversas a las meromorfas, cuyas 
superficies de Riemann no tienen puntos de ramificación, la función 
analítica completa coincide con la imagen analítica. 
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$ 5. PROLONGACION A LO LARGO DE UNA CURVA. TEOREMA 
DE MONODROMIA. ESTRELLA RECTILINEA DE UN ELEMENTO. 
LA IMAGEN ANAEITICA COMO SUPERFICIE DE RIEMANN 


5.1, Sea L: 2 =14(£ (a < t < f) una curva continua y Sea e: 
09 


f(2) = Yan (a — 29)” (12 — zo | <r) un elemento circular regular 
0 


con el centro en el punto incial de la curva dada zp. = 1 (a). Supon- 

gamos que para cierto valor del parámetro rt, a < 1 < fi, se puede 

señalar un número finito de valores intermedios del parámetro t: 

ta =a <<... < fp = 7 y para cada uno de éstos un elemento 
00 


j 


circular ey: Da? (3 — 2,)”, de tal modo que se cumplan las con- 
y 


diciones Siguiontes: 

Dle=e; 

2) €j+1 es la prolongación inmediata dee, ( =0,..., k— 1); 

3) el centro del elemento e; es ol punto z, = A (t;) de la curva L 
=0,..., hh; 

4) cada arco ty L1< €j44 ostá cubierto por los círculos de los 
elementos e, y ej+1 G=0,1, ..., k— 1). 

Jón estas condiciones, se dirá que el elomento e se prolonga analí- 
ticamente a lo largo del arco Lig, «y de la curva L y que la cadera de 
olementos €,, .. ., €, renliza la prolongación analítica a lo largo 
dol arco indicado; finalmente, el elemento e” = e, se llamará re- 
sultado de la prolongación del elemento e a lo largo de este arco. 

De la definición se deduce quo si la cadena eq, €1. . . ., en realiza 
la prolongación del elemento ep a lo largo del arco z == A (1) 
(a < t < v), entonces la cadena de elementos en, €n-1, . +.» 61, € 
realiza la prolongación del elemento e, a lo largo del mismo arco, 
pero recorrido en sentido contrario, siendo el resultado de la pro- 
longación el elemento inicial e. 

Obsérvese que toda prolongación anulítica se puede considerar 
como la prolongación a lo largo de cierta curva. Precisando, si el 
elemento e” es la prolongación del elemento €, y €o, 1, -- .. lt =€ 
es una cadena de elementos que liga e, con e”, entonces, uniendo 
con segmentos reclilincos los centros de Jos círculos de cada par de 
clumentos vecinos, resulta una poligonal Á, a lo largo de la cual 
la cadena dada realiza la prolongación analítica del elemen- 
lo €. 

La introducción del concepto de prolongación a lo largo del arco 
de una curva tiene su justificación en el siguiente teorema: 


Teorema 1. £l resultado de la prolongación analítica de un 
elemento e a lo largo de un arco dado la, vt] de la curva L no depende 
de la cadena de elementos que realizan esta prolongación. 
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Demostración. Sean €p €, ..., € Y lu lp... Ch 
dos cadenas de elementos que realizan la prolongación de Un mismo 
elemento e = €p = es a lo largo de un arco £ja, «y de la curva £, 
Las sumos de las series de potencias, correspondien tes a loselementos 
de una y otra cadena, determinan en este arco dos funciones analí- 
ticas f (z) y q (2), por lo general, multiformes. Ahora bien, conside- 
rándolas como funciones del parámetro £, éstas son uniformes. ln 
efecto, supongamos que t, E 1 <S bis 3ntonces z =) (£) pertenece 
al arco que está cubierto por los círculos de los elementos e, y Cjy+4. 
Si este punto pertenece “olamente a uno de estos dos círculos, por 
ejemplo, al círculo e,, entonces f (2) se determina como la suma de 
la serie del elemento e;. Si el punlo pertenece a la parte común de 
los dos círculos, entonces para determinar f (2) se puede tomar cual- 
quiera de las dos series posibles, pues ambas sumas tienen que 
coincidir en esta parte. Así, pues, cuando el punto z en la curva se 
toma junto con su valor correspondiente del parámetro t, el valor 
de la función f (z) se determina de un modo único. La multiformidad 
de esta función se debo a que un mismo purto de la curva £ puede 
corresponder a distintos valores de £ y, por consiguiente, puedo 
pertenecer a arcos que están cubiertos port pares distintos de círculos 
de clementos vecinos de la cadena. 

Jón los puntos de la parte inicial dol arco L, comenzando desde 
el punto zy¿ hasta el primer punto de intersección de £ con la circun- 
ferencia |z — Zo | =7 que limita al círculo del elemento e, ambas 
funciones f (2) y q (2) coinciden. Seca F, a <T 7, el extremo 
superior de aquellos valores del parámetro que, para cada ', a < 

< ' < YT, los valores de las funciones f (2) = fA (1) y q (2) = qa (1) 
oineidon en el arco La, e]. 

Supongamos el que T < t; entonces existen unos números 
u y u” tales que t,. X<LI S tur y tu <TS tlvr41, de modo que 
Z =A4(T) está situado en dl arco que está cubierto por los círculos 
de los clementos e, y €.+, de una cadena y, a la vez, está situado 
en el arco que está cubierto por los circulos de los elementos e;,- y 
€u'+1 de otra cadena. Supongamos, para precisar, que Z =14(T) 
está situado en el círculo del elomento e,, de la primera cadena y en 
el circulo del elemento tu-+4 = €p de la segunda cadena. Iintonces 
fm = - fA (t) se expresa on un entorno del punto 2 = 4 (7) por la 


serie y %n (2 — Z)”, que está subordinada a la serie y aed (z— 7 
y la función q (2) = qA (t), por la seric Ya, (2 — Zy", que está 
(1 


09 
subordinada a la serie > axt* (2 — 2,)”. Como los valores de las 
0 


funciones fl (t) y q4 (£), según la hipótesis: coinciden para todos 
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los valores do lt: a <t< YT, resulta, en virtud del teorema de uni- 
cidad, aplicado a las series Sa, la — Zy” y Das (z — Zy,. que 
0 


estas serica son idénticas y, por consiguiente, les valores de las 
funciones 72 (t) y er (£) coinciden en cierto entorno del punto 7, 
lo eval contradice a la definición del punto 7 como el extremo 
superior. 

De aquí se doduce que 7 = t, y luego, aplicando el razonamiento 
que acabamos de exponer a las series 


0 


Narro y Dat ag", donde I=A(0, 
1 


deducimos que estas seriez son idénticas. Pero las scries indicadas 
representan los clementos e; y ex"; por consiguiente, el teorema de 
la coincidencia de estos elementos queda demostrado *). 

Otra propiedad importante de la prolongación a lo largo de una 
curva, que se puede considerar como una generalización de la pro- 
piedad que acabamos do demostrar, consisto en que el arco, a lo 
largo del cual se cfectúa la prolongación, se puede cambiar centre 
ciertos límites, sustituyéndolo por arcos de otras curvas que tengan 
el mismo origen y extremo, sin que por eso varíe el resultado de la 
prolongación. 

Antes de dar el enunciado exacto y demostrar esta proposición, 
ucmostremos el siguiente lema: 

Je ma. Sea e un elemento arbitrario y supongamos que l es una 
curva continua z =4A(t) (a Xt < (3) perteneciente al circulo K de 
este elemento. Entonces el elemento ey con el centro en el punto inicial 
3, de la curva l, es prolongable a to largo de l y el resultado de la pro- 
longación es un elemento e' con el centro en el punto final z' de la curva 
l, que también está subordinado a e. 

Sea p >0 la distancia desde 1 hasta la frontera del círculo K 
(si esta distancia es igual a oo, hacemos p = 1). Dividamos el seg- 
mento [a, bl por los puntos ly =a <t<...< ti = f en partes 
tan pequeñas que cada arco tí, ¿Uy quede contenido en ol círculo 
Iz—2,| <p, donde 2, =4A ( (e); “ahora so cumplen las condiciones 
| Zy+1 — 2] <p. Entonces cada círculo | Z—2z¡| <p estará con- 
tenido cn K y contendrá dentro de sí mismo al arco tir, jar En 

cada uno de estos círculos la suma de la seric que expresa a h puedo 
desarrollarse en serie de potencias de z — z;. La úllima serie deter- 
mina el clemento e; que tiene el centro en z; y está subordinado 
al elemento e. Como el centro z;,, del elemento e€;.+, está contenido 


*) Las diferencias posibles ontre los radios de los círculos do los elementos 
€4 Y €j no se tienen on cuenta. 


5 5. TEORISMA DE MONODROMIA 505 


en el círculo del elemento e, (¿ = 0, 1, ..., k— 1) y en un en- 
torno del punto 3;4, las series €y4+1 y €, representan una misma 
función analítica unilorme (precisamento la suma de la serie «lol 
elemento e), resulta que e,+, es la prolongación inmediata del ele- 
mento E, y, por consiguiente, €o, €1, . . ., €. forman una cadena 
de elementos que une el elemento €) = €, que tiene el centro zp 
y está subordinado al elemento e, con el olemento e, = e” que tione 
el contro 2” y también está subordinado al elemento e. sta cadena 
realiza la prolongación del clemento ey a lo largo de 1, puesto que 


FIG. 70. 


los centros z; = 4 (ty) de los círculos de los elementos de la cadena 
están todos en 1 y el arco dps, jaa) $e cubre con los círculos de los 
dos elementos vecinos 2, y €,+1, (e incluso con el círculo del solo 
elemento =;). Con esto se termina la demostración del lema. 


Teorema 2. Supongamos que la cadena de elementos €p, tq, . . . 
-., €p =e' realiza una prolongación del elemento es a lo largo 
de una curva continua L: z =2(0 (a <S t £ P) y sea también L": 
z= uy (1) (a <t S P') una curva continua con el origen zo y el 
extremo z' en L y tal, que para cterta subdivisión del segmento la”, P”) 


¿tl =0<t<...<t<ti =P 


cada punto 2; = y (t;) (excluyendo el origen y el extremo de la curva Ly 
es común. para los círculos de los elementos e;-., y e, y cada arco TA 410 
de la curva L' está contenido en el circulo del elementoes( =0, 41, ... 
. -. n) (fig. 70). 
En estas condiciones, el elemento e, puede prolongarse a lo largo 
de E" y el resultado de la prolongación es el mismo elemento e”. 
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Demostración. Consideremos los clementos e;, que tienen 
los centros z; y están subordinados a los elementos correspondientes 
e, Como z;+1 está contenido en el círculo del elemento e, y €j+: 
os la prolongación inmediata del elemento e;, se puedo elegir e,., 
de tal manera que éste lambién esté subordinada al elemento e, 
F=0. 4.0.0: 

Apliquemos el lema al elemento ey y a la curva ty con- 
tenida en el círculo de este elemento. Hallemos la cadena de elementos 
ed =e, ed, ... e) =éj1., que realiza la prolongación del 
eleniento ez a lo largo de Laos, 6 El resultado de la prolongación es 


eja,. Pero de aquí se deduce que la cadena do elementos 


(0) . (0) (0) 0) 
En" =€0=€0), €1 , +». > ho —=C1 y", 
5 1 , (2 (n) (n) 1 
€; $4 4.2% eh — Ca An €u A ...7) €; q.0 0 -, €ín = ln = e' 


realiza la prolongación del elemento e, a lo largo de £”, y el resultado 
de la prolongación es e”, con lo cual se termina da demostración. 

Señalemos el caso particular del teorema en que L cs un seg- 
mento de una recta que une dos puntos z, y z'. Si la cadena de ele- 
mentos eo, € « . ., €, vealiza la prulongación del clemento ey a lo 
largo de £, entonces siempre se puede indicar un entorno del punto 
3" tal, que para cualquier punto í de este entorno la poligonal de 
dos lados L”, compuesta del segmento de la recta que une z¿ con £ 
y del segmento que une E con z', satisface a las condiciones del 
teorema 2 (fig. 71). De aquí se deduce que si el elemento e, es pro- 
longable analíticamente a lo largo del segmento rectilínco lzp, 21), 
entonces z, posee un entorno tal, que para cada punto £ pertencciente 
a este entorno la prolongación analítica del clemento ey a lo largo 
de Iza, £] también es posible y, además, la prolongación a lo largo 
de Ja poligonal con los vértices zp, £ y z, da el mismo resultado que 
la prolongación a lo largo de [zo, 24. ; 

5,2. Este apartado lo dedicamos a la demostración de un teore- 
ma importantísimo de la teoría de las funciones. 


Teorema de monodromia. Si un elemento e, es 
prelongable analiticamente a lo largo de cualquier curva continua 
perleneciente a un recinto simplemente conero dado (, entonces la 
función Í (2) determinada en este recinto por todos los elementos que 
se obticnen en las prolongaciones indicadas, es uniforme. 


Demostración. Demoslraremos el tcorema por el método 
de reducción a lo absurdo. Supongamos que f (z) no es uniforme cn 
ol recinto G. Entonces, en cierto punta z, € G ésla tiene al menos 
dos valores distintos y, por consiguiente, existen al menos dos ele- 
mentos distintos e; y ez, con e] centro z,, que son los resultados de la 
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prolongación del elemento e, a lo largo de dos curvas £Lj y £L» que 
están situadas en el recinto G y unen el punto zo (cl centro del ele- 
mento ey) con el punto z,. Supongamos que, prolongando €. a lo 
largo de £,. se obtiene en el punto z, el clemento e;. y a lo largo de La, 
se obtiene en el mismo punto el elemento e,. Izntonces, prolongando 
e, a lo largo de £z hasta el punto z, tiene que resultar un elemento e, 
distinto de eo. 

En efecto, si resultase el elemento e, entonces la prolongación 
de éste a lo largo de £, en el sentido directo daría e,, a pesar de que 


FIG. 71. 


se había supuesto que el resultado de esta prolungación es el ele- 
mento e distinto de e,. En resumen, negar la justeza del teorema 
equivale a admitir la existencia de una curva continua cerrada £, 
perteneciente al recinto G (L = £, U £7), tal que la prolongación 
«lel elemento ea a lo largo de L da un elemento e, distinto de e,. 
Comprobemos de que en esta afirmación la curva L se puede susti- 
tuir por una poligonal. En efecto, teniendo alguna cadena de ele- 
mentos que realice la prolongación analítica a lo largo de £, pode- 
mos sustituir esta cadena por una nueva, introduciendo para ello 
elementos subordinados, de tal modo que las cuerdas de la curva Z 
que unen los centros de los elementos vecinos sean más cortas que 
Ja distancia desde £ hasta la frontera del recinto G. La poligonal A 
formada por estas cuerdas está situada en el recinto G, y la cadena 
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construida realiza una prolongación del elemento e, a lo largo de A, 
resultando el elemonto e, distinto de ez. 

Razonando igual que en la demostración dol teorema integral 
de Cauchy (ap. 2.3, cap. TT), se demuestra que Á se puede susti- 
tuír primero por una poligonal sin autointersecciones, y después 
por un circuito triangular A perteneciente al recinto G 

lin efecto, recorramos sucesivamente los lados de Ja poligonal A, 
comenzando desde el punto z,, hasta que un nuevo lado encuentre 
por primera vez uno de los lados ya recorridos en cierto punto z;. 
Llamemos A, a la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer A, 
comenzando desde z, hasta que se vuelve a llegar por primera vez 
a este punto: está claro que A, no posee autointersecciones. Sea e, 
el resultado de la prolongación del elemento e, a lo largo de la parte 
de la poligonal A, desde zp hasta el primer paso por z,. Si en la pro- 
longación del elemento e, a lo largo de A,, al volver al punto z, 
resulta un elemento e; distinto de e,, entonces en los razonamientos 
ulteriores A se sustituye por la poligonal A,. Si como resultado de 
la prolongación del elemento e, a lo largo de A, resulta el mismo 
elemento e,, entonces se excluye A, de A; queda una poligonal 
AM A, con una autointersección menos que A y tal que al prolon- 
gar el elemento ey a lo largo de AN Ay resulta un elemento e, dis- 
tinto de es. 

Continuando este razonamiento, después de una cantidad finita 
de pasos obtendremos una poligonal cerrada A”, situada en el inte- 
rior de G, sin autointersecciones, y tal, que al prolongar a lo largo 
de A” un elemento e” (el cual, a su vez, es el resultado de la prolon- 
zación del elemento e, en el interior de (7) resulta un elemento distin- 
to de e”. Obsérvese que si en cl proceso de liberación de la poligonal 
A de las autointersecciones nos encontramos con lados que se reco- 
rron doblemente, en sentidos opuestos entre sí, entonces cada uno 
de estos lados se puede despreciar inmediatamente, puesto que la 
prolongación a lo largo de éste no altera al elemento que se prolonga. 

Una vez obtenido el polígono, limitado por la poligonal A”, lo 
dividimos primero en polígonos convexos, y después cada uno de 
éstos lo dividimos en triángulos. 

Sea Ó uno de los lados de estos triángulos, no situado en A” y sean 
So y £ ol origen y exlremo, respectivamente (<a y £” están situados 
en A? y £y precede a £¿' al recorrer A” en el sentido elegido). 

Si el elemento e, es el resultado de la prolongación del elemento 
e” alo largo de A” desde el punto inicial z' hasta £,, entonces, pro- 
longándolo luego, por una parte, a lo Jargo de Ó y, por otra parte, 
a lo largo de la parte de la poligonal A” desde ¿y hasta Z', obtenemos 
en el punto ¿* dos elementos, respectivamente: e” y e”. Estos tam- 
bién pueden coincidir, entonces la parte de la poligonal A” desde to 
hasta £' se puede despreciar, sustituyéndola por cl segmento 6. 
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Obtenemos una nueva poligonal cerrada A”, compuesta de una can- 
tidad menor de briángulos que A; adomás, prolongando el elemento 
e” a lo largo de A” rexulta un elemento distinto de e”. Si e” no coin- 
cide con £', entonces formamos una poligonal cerrada A” con 
la parte de la poligonal A” comprendida entre los puntos La y £' 
y el segmento ó, recorrido en dirección desdo £' hacia £p. Al prolon- 
gar el elemento e, a do largo de A” tiene que resultar un elemento 
distinto de €. 

Repitiendo semejantes razonamientos, disminuyamos cada vez 
la cantidad de triángulos cn que se divide la parte interior al cir- 
<uito considerado y, después de un número finito de pasos, obteno- 
mos un triángulo A perteneciente a G, tal que al prolongar a lo 
largo del mismo un elemento e con el centro en uno de los vértices 
¿ de este triángulo (aquí e es el resultado de la prolongación del 
elemento €, a lo largo de una curva situada en ol recinto (+), resulta 
un elemento distinto de e. 

La mediana del lado opuesto a £ divide a A en dos triángulos; 
al menos uno de éstos, A;, posce la misma propiedad que Á, es 
decir, al prolongar el elemento e a lo largo de Ay, resulta un elemento 
distinto de e. Trazando en A, la mediana del lado opuesto a £, 
resulta un nuevo triángulo Az que posee las propiedades de los 
triángulos Á y ÁA,. Repitiendo este proceso, construimos una sucesión 
de triángulos encajados (A, ) con el vértice común £; sus Jados opuecs- 
tos están situados en un lado del triángulo A y, evidentemente, 
se contraen hacia cierto punto y de cste lado. 

Pero, como ya sabemos (véase el final del precedente apartado), 
el punto y posee un entorno U tal, que para cualquier punto z € U, 
nl prolongar el clemento e a lo largo de la poligonal ¿zn, resulta el 
mismo elemento 2 que al prolongarlo a lo largo del segmento ¿n. 
Sean na Y Mn los vértices del triángulo Á, que pertenecen a este 
entorno (se supone que nr es suficientemente grande). Entonces, 
sin alterar cl resultado, se puede sustituir la prolongación a lo largo 
de A, por las siguientes prolongaciones: a) del elemento e a lo largo 
de ¿nan, resultando el elemento e, b) del elemento e a lo largo de 


maz, lo cual equivale a prolongar e a lo largo de ni, resultando 
de nuevo, evidentemente, €. Así, pues, al prolongar el elemento e 
a lo largo de A,, tiene que resultar de nuevo e, en contra de Ja pro- 
piedad del triángulo A, que se deduce de su construcción. Cou la 
contradicción obtenida ge termina la demostración del teoroma «dle 
monodromia. 

5.3. En este apartado nos ucuparemos de la prolongación de 
un elemento dado e, con el centro en z, sobre distintos rayos rocti- 
uncos que parten del punto zp. Está claro que en cada rayo exislo 
lína parte inicia), a lo largo de la cual la prolongación es posible. 
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Su Jongitud no es menor que el radio del elemento ey. Si mediante 
la prolongación del elemento e, a lo largo del rayo dado no se puede 
alcanzar un punto arbitrario de este rayo, entonces cn el rayo tiene 
que haber algún punto z,, distinto de z,, tal que la prolongación del 
elemento ey es posible a lo largo del segmento del rayo, comenzando 
desde z, y hasta cualquier punto del intervalo (3,, z,), y es imposible 
a lo largo do todo el segmento Ízp, 2,). 

Señalemos en cada rayo que parta del punto z, el punto corres- 
pondiente z,, haciendo z, = oo si la prolongación es posible a lo 


FIG. 72, 


largo de todo el rayo, y consideremos el conjunto de punlos per- 
tenecientes a todos los semiintorvalos posibles (z,, z,). Este con- 
junto Se se llama estrella rectilínea del elemen- 
Lo ey. Este contiene Lodos los puntos del plano que se pueden alcan- 
zar prolongando analíticamente el elemento e, a lo largo de todos 
los segmentos rectilíneos posibles con el origen común en el punto zo. 
l'ácilmente se comprueba que S,, es un recinto. En efecto. z, es 
un punto interior del conjunto S,,, pues todo el círculo del elemen- 
lo ey está contenido en S¿. Si z; +2p Y 721 € So,. Entonces, como 
ya se había señalado en el ap. 5.1, el punto z, posec un entorno U 
tal, que cl elemento e, se puede prolongar analíticamente a lo largo 
de cualquier segmento ([z., ¿l, donde € €. Por consiguiente, 
E E Sé, y Se, es un conjunto abierto. Inmediatamente se demuestra 
que el conjunto $.,, es conexu, pues dos puntos cualesquiera z, y 
Z¿, pertenecientes a Se, pueden unirse en $. mediante una poli- 
gonal compuesta de dos lados: [z,, zpl y ÍZo, zo). 

En la fig. 72 está representado un recinto del tipo $... Obsérvese 
gue el recinto S., siempro es simplemente conexo. En efecto, supon- 
gamos que en el interior do una curva cerrada de Jordan y, situada 
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en Se, hay un punto £ no pertencciente a S,,. Tracemos por zp 
un rayo que pase por [. Este rayo encontrará a la curva y en un 
punto z, tal, que £ € lzo, 21). Según la definición del conjunto S., 
el segmento [za, z41 está contenido en este recinto; por consiguiente, 
también ¿€ lzo, 21) está contenido en el mismo, en contra de la 
hipótesis. 

Así, pues, la estrella rectilínea es un recinto simplemente concao. 

Sea 2, 5 2, un punto arbitrario de S., y sea e, el elemento con 

09 


el centro z,, representado por la serie 2 2 tz — 21)”, y que se oh- 


tienc al prolongar el elemento e, a lo largo del segmento rectiJí- 
neo Íz,. 2,1. Haciendo f (z,) = ay, se defino f (2) como función uni- 
forme en todo el recinto S.,. Demostremos que esta función es ana- 
lítica en el recinto dado. En efecto, para el punto z, existe un entor- 
no U, perteneciente a S,, tal que, para cualquier punto ¿€ E, 
al prolongar el elemento e, a lo Jargo de la poligonal zotz,, resulta 
el mismo elemento e,. De aquí se deduce que al prolongar el elemen- 
to e, a lo largo del segmento fz,, £l resulta el mismo elemento e 
o 


con el centro ¿: 2 a, (2 — £)” que al prolongar cl elemento €, a 


lo largo del segmento [z,, 1. Pero si el entorno U y, por consiguiente, 
también el punto £, pertenece al círculo de convergencia del cle- 
mento e,, entonces el resultado de la prolongación del elemento e, 
a lo largo de [z,, ¿| tiene que ser un clemento con el centro £ que está 
subordinado a e;. Por consiguiente, e es un elemento subordinado 
a es, y el valor $ (£) = a, de) término independiente de la serie que 
representa al elemento e, coincido con el valor de la suma de Ja 


> 
serie Y a, (2 — 2,” en el punto z = (. Así, pues, hemos demostra- 
úl 


do que 


f (5) = 24 (E— 21)" 


en todos Jos puntos de cierto entorno del punto z, € S¿,, de donde 
se deduco que la función f (z) es analítica en este entorno, y Juego. 
como z, es un punto arbitrario del recinto, resulta que / (z) es analí- 
tica en todo el recinto So. 

£n resumen, prolongando el elemento ey a lo largo de todos los 
rayos posibles que parten de z,, resulta una función uniforme y 
analítica f (z) en la estrella S., del clemento dado. 

Demostremos que esta función se puede expresar en forma de una 
serie de polinomios uniformemente convergente en el interior de Se. 
Por consiguiente, quedará resuclto (al menos teóricamente) el pro- 
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blema de la prolongación analítica del elemento e, a lo largo de 
los rayos que parlen del centro del elemento. 

Sea F un conjunto acotado y cerrado de puntos de S¿,. Exigire- 
mos que para cada punto z € F pertenezcan también a este mismo 
conjunto F todos los puntos del segmento rectilíneo [z,, z]; siempre 
se puede satisfacer a esta condición completando el cunjunto dado 
inicialmente con los puntos de todos los segmentos rectilíneos poxi- 
bles que unan /£ con zy. Sea L una curva cecrada y rectificable de 
Jordan, perteneciente a Se,, qUe contenga en su intorior a £ (siermpre 
se puedo hallar tal curva, utilizando una sucesión creciente de 
recintos simplemente conexos, construidos con cuadrados y que 
aproximen a Se, por ol interior; se puede tomar por £ la frontera 
de uno de tales recintos). Para cualquier punto z€ £' la función 
se puede expresar por la integral de Cauchy 


ay A ( [6d 4 ' 1 FO AZ 524 
Ho=, ! EE = > ! == y * (5.3:1) 
E LAS ÉSA 
e —2n 
Obtendromos el resultado pedido desarrollando —— en una 
y Ia 
¿—30 


serie de polinomios, integrando esta serio término a término y ob- 
servando que para calcular los coeficientes de la serio hallada sólo 
so necesitan conocer los cocficientes de Taylor de la función f (z) 
en el punto z,, es decir, se necesitan conocer los coeficientes de la 
serie de potencias que representa al elemento dado es. 
Isstudiemos el conjunto de puntos E (F, £) que describe el punto 


pa s 
u= par cuando z recorre todo el conjunto F y E recorre toda la 
a 


curva £. Comprobemos que éste es un conjunlo acotado y cerrado. 
Jén efecto, si Á >> 0 es la distancia desde el punto z, hasta la curva L 


- M e 
y M =wsup|2— Zo |, entonces |w |<. q Por otra parte, siw' 
zer 
e Zn —2 
es un punto de acumulación para tw, == 2, entoncos, pasando 
nn 0 


an subsuccsiones, podemos exigir que (z,) y (£,) sean convergentes. 
Como los conjuntos F' y L son cerrados, se tiene: 
limz,=Z EF, Jimin—$£'€L£, 


Nox N +32 


de donde 
w"= lim w, =lm 222% =22 EE (F, L), 
* —% 


A=>00 n>0 bn“ 9 
o sca, el conjunto considerado también es cerrado. Señalemos que 
éste no contiene ningún número real positivo u >> 1. Esto es con- 
—2Z0 


. 2 
secuencia de que w = == 


F 
» 


puede tomar valores rcales positivos 
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sólo cuando z y £ están situados en un rayo que partadel punlo z,. Pero 

en cste caso, el punto ¿, no perteneciente a F, no puede estar siluado 
A . £—2 

entre 2g y z, por consiguiente, w = == < 1. 

en el recinto simplemente conexo 


G, cuya frontera es la parte dol eje real: u > 1, v = (. Como esta 
función es uniforme y analítica en el recinto G, según el teorema de 
Runge ésta puede desarrollarse en una sorie de polinomios, uni- 
formemente convergente cn el interior de G: 


Consideremos la función 7 


1 =— = > P,, (w), donde Pr (w) A cin) + mio +- e + ciipha, 
Ú 


(5.3:2) 
Sustituyendo aquí w por e y observando que si zEF yí€L 


Z — Z ya 0 , 
el punto ¿—; " está contenido en el conjunto acotado y cerrado de 


puntos E (F, LE), perteneciente a G, deducimos que la serie (5.3:2) 
es uniformemente convergente. Pontendo esta serie en lugar de 


> On la fórmula (5.3:1) e integrando término a término, 


1i— Ez 
PRLencmo 
| e (0) 
f (a) = y E - 7) db (220) +. 
(my A 10) $ o yn 
.o. + Chin 35 ) Eat al (2 Zo) 
o bien 


19=) [491 (6) +9 E aa) +. 
0 


(in) 
plo. py" E (—2))" |. (9.3.3) 


Hemos obtenido el desarrollo de Y función f (z) en una serie 
de polinomios, que es uniformemente convergente en el conjunto F 
y, como F es arbitrario, en el interior de S,,. Los coeficientes 


O A see (n =0, 1, 2, .) no dependen de f (2) y 
pueden coleilasa una vez para siempro. Además de ellos en la fór- 
mula figuran los coeficientes E Ea , 0 soa, los coeficientes de la 
serie de potencias que determina el elemento e¿. 1l desarrollo ub- 
331234 
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tenido (éste se llana desarrollo de Mittag—TLeff- 
l e r) resuelve, ovidenltemente, el problema de la prolongación del 
elemento a lo largo de rayos rectilíneos. 


5.4. Construyamos cn forma explícita la sucesión de polinomios (4, (1)) 
que converge hacia (1 — w)” en el recinto C, cuya frontera es la semirrecta 
w=u> 4, y hallemos una cota para la aproximación de estos palinomios. 
Vamos a seguir aquí el método propuesto por P. Painlové *). 


PIG. 73. 


Sua a > 0 un parámotro, que a continuación va a tomar valores arhitraria- 
monte pequeños. Hagamos y = exp (—a7), PB =1—y y consideremos la 


transformación 
t=q (1) = —a Jn (1— Br) (4 (0) =0) (5.4:1) 


del semiplano D: Re t <f7 en la franja A: | Im: |< aa (tig. 73); obsér- 
vese que q (1) = 1. 
El recinto D contiene al circulo cerrado|Tt| <p == 41 + SY puos E 


B 


= 5 > 1 + y >» p. La transformación (5.4:1) hace corresponder a este círcu- 


lo un recinto cerrado gy que pertenece a Á y contiene en su interior al segmento 
del eje real 0 £ ¿<< 41. Está claro que para todos los puntos de gy se cumplen 


las desigualdades: 
—«a ln (14 Bp) < Re £ < a ln (1— Bo). 
Pero —«aGln (1—B$p) -- —a ln [71 (1 -- y ]= 1+0102=a In(14+ y)< 1+ 
3102 y —aln(1+Bp) > —a1n2 (puesto que Pp < 1). De aquí se doduce 
*) Vénse la nota de P. Painlevé en el apéndice al libro: E.Borel, Lecons 


sur los fonctions de variables reélles ot les développements un séries de polyno- 
mes, 2 €d., Paris, 1928, págs. 101—148. 
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que el recinto gy está contenido on el rectángulo d.: 


—am2<Ret<1it+aln2, ¡Tm! ¡SF A 
el cual para o. —> 0 se contrae hacia el segmento 0 <+t< 41. 

Supongamos ahora que f (t) es una función aualítica y acotada en valor 
absoluto en gg: |7 (1) 1] < M. Faciendo t= q (1), obtenemos una función 
jp (1), analítica y acotada en valor absoluto por Ja misma constante en el cír- 
culo | r | < p. Para ésta se tiene el desarrollo 


7 (0--) Ag (7, (5.4:2) 
(0 
de donde 
UG 
M=1fp (1=), Ay (). (5,4:27] 
) 
Además 
v or 00 
10-33 40 |< Y LAgiD 154 Y) 079004) 1p= 
6 v+1 v+1 
EE A . 
—=2My7! (1+3») l (5.4:3) 
Para calcular A, (f) observamos «ue en un entorno del punto :=0 
on 
19= Y yy 10900) 0 
0 


y, por consiguiente, 


fp (3) =/ (0) + > Sr [40 (0) a” (—1n (1 —fn]1. 
1 


Hagamos 
ee EN ES En 
(Dé lo (1018 | Ata. ], 


donde £f? y 5on unos coeficientes numéricos que no dependen ni do f (2) ni 
do a. Poniendo en el desarrollo de fp (t), resulta la seríe do potencias: 


i9(0=/(04+)) Era (O) + EG DA D301 (094... + ElDaf (0). 
Í 


Comparando con (5.4:2), hallamos: 


q 
q oa 
Ao (1)=1.0), Ay a 2 EJ ad 644) 
=1 
Para hallar ES hacemos / (1) =e?; entonces 


(9 (1) =xp [a ln (—P9I=(1—697= LE a (041) ... (a+ 91) 
y 


33% 
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Por consiguiente, 
q 
Az <a (041) .. (a+q—1); 


como en el caso dado /* (0) =1, por la fórmula (5.4:4) hallamos: 


q 
y] a 
As (e!) E 4 EPa: (a > 1). 
jun 
Comparando las dos expresiones do A, (el) sacamos la conclusión de que 
los númeras E son los coeficientes de aj en el desarrollo del polinomio 
alua+ 14)... (a+ q—t). Esto permite escribir Ag (/) en cl caso goneral 
eo forma del siguiente producto simbólico: 
q 
As n= af (af +1) (21 +2) ...(af' 2-1), 934. (9,4:4") 


Apliquemos los resultados obtenidos a la aprox mución de la función 
(6 — 6). Conslruyamus primero para cada n 2 1 el recinto G, (fig. 74); sus 


FIG. 74. 


dimensiones dependen de da elección del número H, > 4n. Esta elocción la 
hareinos un poco más adelante. Obsérvese que las números H,,, creciendo, tion- 
dun hucia el infinito de Lal modo que (G, ) forma una sucesión de recintos encaja» 
dos que converge hacia el recinto G que es la estrella reclilínea de la función 
(1 — my, Sea uy cualquier punto de G,. Entonces f (t) = (1 — tip)? 05 una 
función analítica en todos los puntos del segmento 0 <1tX4, y $ (1) = 
= (1 — we). Para acotar el módulo máximo de / (1) en un recinto ga (véase la 
fig. 73) que contiene a este segmento y poder utilizar dospués la desigualdad 


(5.4:3), translormomos el rocinto G, mediante la función + = - -Obtendromos el 
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recinto B, representado en la fig. 75. Designemos su frontera con d,; de un 
modo semejanto a la frontera del recinto G,,, ésta constu de des arcos de circun- 
ferencias y de dos segmentos rectilínoos. Como el polo tp = wz! de la función 
1 (2) = (1 — ty)! pertenece a B,, para aplicar la acotación (5.4:3) a ] (1) es 
suficiente exigir que el recinto cerrado ga que contieno ul segmento [0, 1) esté 
situado en el interior del contorno b,. Esto, a su vez, se cumplo, si ol rectángulo 


de¿:—0 ln 2<< He ¿140 1n2, | Imi1 |< a 5 está contenido en el interior de bh, . 
Consideremos el rectángulo mayor, con los laudos paralelos a los ejos coordenados, 
que está inscrito en b, (véase la fig. 75). Es obvio que su altura cs igual al doble 


PIO. 75. 


de la ordenada del punto 7 que esta imagen del punto w -= He” 9 en la trans- 

formación t = w”?. Por cllo, la mitad de la altura del rectángulo es igual a 

Hit son 0, = 2n[f? (vónse la fig. 74). Por otra parte, el valor absoluto do la 

abscisa del punto £ coincide con la abscisa del punto .7, es decir, es igual a 

/a 

HT! cos O, = FR! Vi—¿4nu8 Fi > ura > > HA > 2145? (A, >> 4m. 
Finalmente, la abscisa de U' es mayor que OQ, donde Q es cl centro de la 

circunferencia en la que está situada E. Como 


0Q == 0V see On =5ec2 Oy =(1 —4n2 173) 71 > 14408452, 


la abscisa dol punto £” es superior a 14217172. Hagamos 
ay =2 >. (50.21:5) 


entonces para cualquier v > n el rectángulo d,, estará situado dentro del rectán- 


lo considerado, y la distancia entre sus fronteras será mo menor que x/f72. 
e aquí se deduce que el recinto correspondiente g, está situado en el interior 
Y 


ad 


del contorno b,, para todos v/> ra, y la distancia entre En y by es mayor que rlfz2. 
v 


518 CAP. VIM. PROLONGACION ANALITICA 


Acotemos ahora |f (t) | = | (1 — wpt)”* |, wo EG, t€ Ea» Y > n; 0bsér- 


] t 
vose que Jt|<2.Silwl<- , entonces 


4 a 4 
PA 
17311! 


: 1 = : 
si | |>-3 > entonces |tp|=|w!|< 3, y como to=wj! € Br, se tiene: 


E O ICI 
AT Te An 
Asi, pues, 
IF) |=|(1—0911<H%,  0€Cn  tEBay v“v2n (5.56) 
Apliquemos la acotación (5.4:3) 8 la función f(£) = (1 — tw)”* 
(w EG, € En , v2m). En el caso dado 9 (0) =7! 20%, por lo cual Ay (7), 


determinados por las fórmulas (5.4:4), son polinomios de grado q respecto de w. 
Precisando: 


| Py 
A0=45 Ay M)=F Y) Ejaójlir, 


j=1 
donde 
ay =2H72, Py =1—exp (—a”7l)=1—exp ( — 41) , (5.4:7) 
Hagamos 
v Y v pl 
Polw)=1, py w)-==1 +) Ag(Nh=1+ > f! aw) Y El 8 .  (5.4:3) 
q=1 jan qui 


La fórmula (5.4:3) da para / (1) =(1—w)71 en cado punto w € G,,, Siendo v> 1: 
í —y 
| Ay pa (2) << 27 (1439) 


Aquí yy=exp (| —< 15) y en virtud de (5.4:6) se puede hacer M=/R . 


Expresomos 27/14 y7! (+39) en la forma 


1 | 1 : 
0xXp (q in (14-31. +2 11 17, +1n 2] ; 


Para que esta cantidad tienda a O cuando y —> 0 es necesario, evidentemente, 
gurantizar que la diferencia 
1 


1 1 1 
3 IN—3 vrw= —=>3 vexp (-5 11) — 11; | » 


tionda 4 —o0o, para lo cual, a su vez, es suficiente exigir que /7,, cumpla 
la condición: 


ls , 
2112, vxp (> 113) Ev (5.4:9) 
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para todos los valores suficientemente grandes do v (por ejemplo, s«* puede 
tomar ff, =e Vin y, donde 0. e < V2. 

A continuación vanos a suponer que ya se cumple la condición (5.4 : 9). 
Entonces 


009 (0) 0 0 ($11) 
y, por consiguiente, para cualquier € > 0 (e < 1): 


E ) a 
|(1—ujA— py (1) |< exp [ — z 7 sl Y Oxp (-5 m3) ) (5.4:10) 


para todos w E E y V>n > n (e). 
Para v=n de (5,4:10) so deduce que la fórmula 


n n 
e Ba 
(Ue) 72. lim pr 0) = lim (14 S) 1! az Ss o) (5.4:44) 
3=1 qui 


es válida paro todos w € G, y que la convergencia de la sucesión (p, (w)) es 
uniforme en el interior de G. Por ello, en el desarrollo (5.3:2) de) apartado ante- 
rior se puede hacer P, (w) = pa (0). 

5.5. En este apartado daremos una solución del problema de la prolonga- 
ción analítica de una función eu su estrella, distinta de la expuesta en el ap. 5.3. 
Precisando, demostraremos el siguiente teorema: Cualquiera que sea la 
dio la AA 
"n 


sucesión creciente de números nalurales (m,,) que satisfaga a la condición 


v 
> +00, siempre se puede hallar una sucesión de números reales (0, ) tal, que para 
toda función f (2) analítica en cierto punto zp se tiene el desarrollo: 


TO Á 1) 
f (2) = lim | NA ima Y Mk 9). (5.5:1) 
pre 0 moy Pl 


el cual es untformemente convergente en el interior de toda ln estrella So, de la 
función f (2). ] 
£s importante subrayar aquí que las sucesiones (m.,) y (0,)no depen- 
don dela función f (=). La demostración de este teorema so reducirá a la divi- 
[1.0 oz 
sión de la serie de potencias Y' w' en la suma de dos series de potencias ' 0yw% 
U Ú 
oGu 


y Y) (1 — 6y) w*, donde cada una de éstas posee una subsucesión de sumas par- 
n 


ciales niformemente convergente en el recinto G, cuya frontera es la semirrecta 
v=uzZzl. 


on 
En general, una serie de potencias 2 az (w — uy)" con el radio de conver- 
0 


gencia finito R, se llama superconvergento, si existe una subsu- 
Tr 


cesión de sumas parciales ¡Ya (w — 109)*| que es uniformemente convergento 
4] 


en cl interior de algún recinto que contenga al círculo | w— wo |< R como 
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00 
parte propia. Fácilmento so observa que la serie Y w! no posee la propiedad 


do supcreconvergencia. En efocto, ninguna subsucesión de sus sumas parciales 
” 
5 n tl. 
yt — 41 


A w = PET puede converger en los puntos que están situados fuera 


1) 
de la cirrunierencia unidad. De aquí que, si 
co co on 
>= Y) Op (1 Jo, fu] <A, 
0 0 y 


y ambas serios on el segundo miembro son superconvorgontes, entonces nece- 
sariamonto tienen que cumplirso las condiciones: 


tim +16] = lim YT1—0,]=13. (5.5:2) 
h->00 h=00 
En efecto, tm Y | 0 1<1 y lim y VB; 1 < 1; si se supone que, por 
—»00 PON 
00 
ejemplo, sim se 19, |< 1, entonces el radio de convergencia do la serie Zn 
+0 


00 
resulta mayor que 1. Como, según la hipótesis, la sarie S (1—0),) w% es super- 


0 
convergente, existe una sucesión crecionte de números naturales (=.,) tal, que 
n 
y 


la sucesión [Y (41 — 0,) w) converge uniformemente en cierto entorno del 
h 
0 


Co 
punto wo, | wp | == 1. Pero la serie ya 9, to" es uniformemente convergente en un 


entorno de cualquier punto de la circunferencia unidad; por ello, la sucesión 


a, 


n, ñ, 
| Sw = N Oque 4 Y) (1— Op) wo] 
0 0 0 


también converge uniformemente en los entornos de los puntos de la círcun- 
ferencia unidad, lo cual, como ya vimos, es imposible. 

Para lo que e es conveniente considerar el conjunto de todas las fun- 
ciones que son analíticas en un recinto G como vnespacio vectorial 
topalógico (comploto). Este se puede metrizar de tal modo que la con- 
vergencia según la morma soa equivalente a la convergoncia uniforme en el 
interior do G. Para esto es suficiente hacer 


00 
7 1 Ma ña 


donde M, = max |f (w) |, T, es la frontera del recinto G, y (G;,) son los recin- 
r 


A 
tos construidos en e) ap. 3.4. 
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Es obviv que lg +2 SI gl + 141 en efecto, si my == max |g | 
Y Pa = max |A |, entonces 
MAMAR MA + a 


ira ma lA a 


De (5.5:3) se tiene para cualquier k > 1: 


Rh 00 
cs 7 II = » 27) TEA 7 273 Pi Ma+ 27%. (5.5:4) 
14M» , 14M); e 14M) 


2-h 


Si la sucesión du las funciones (7, (w)) converge hacia cero uniformemente cn el 
interior de G, entonces para cualquier k > 4 se liene: MÍ” = max |f, (ui | > 
Tr 


k 
> 0, y, por consiguiente, || f, || — 0. Recíprocamonte: de la enndición 
ay (1) 


—» O) se deduce que 2-* EE DR O para cualquier k>3> 41, es decir, 
(fn (11) converge hacia caro bra eat en el interior de 6. 
Demostremos ahora dos lemas. 
_ Lema t. Supongamos que los números positivos A, satisfacen a las coruli- 
ciones: 


An >2In7fA. (5.5:0) 
Entonces cada relación e 
1711 << exp (—raán) =6 (3.5:0) 
implica la cc 
(h . 
32 f ) Le. - 2n+3 exp — nba) + 20 (10. (5.50:7) 
En efecto, 
A 
Ch p 
| 350 a <” Max Y == LA | 2 np +2”. (5.5:3 
Gn k=0 


Como el círculo |w| < 1—2n/I5! pertoncce a (5, se tiene: 


poo 
5 


dondo 4, =max | f (w)!; además, |w| <7f, si w€ Gu 


< Mn (1—20lI2y>, 


Gn 
Por ello 
Mn < Mn > BRA 20H 5197 < Ma (44) HT (1 2H)" = 
() 


=Mpexp (210 77,+1In (2+0—a ln (1 —2 4755). 


a el exponente cl término principal es, evidentomenlo, r lnJ/,. En virind 
e (9.5:0) 


10H, << n8m> 
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Por consiguiente, 
Bra < My “xp (5 nAn ) 0.019) 


para todas Jos » suficientornente grandes, 
Paru acotar Mp, obsérvose primero que, debido a (3.5:4) 


Mn 2 
De la condición (5.5:6) se deduce que 2” || 7 |] < 28, =0 (1); por ello, para 
lodos los valores de nr suficientemente grandes 2* || f || < 2-1, de donde 
“n 
Ma < ag 22/11 < 2% exp (bp), 


Atiora de la desigualdad (5.5:9) se deduce que 


Mn < 21 oxp ( —¿ 157) 
y, finalmente, en virtud de (5.5:8) 


n 
des 
s AA qt | < 20+l oxp ( 3 187) +2-2=0(1). 
) 
El lema 1 queda demostrado. 

Sea (A, ) una sucosión de números posibivos tal, que la diferencia A, 44 — Ag» 
creciendo, tiende hacia +00. Se puede hacor, por ejemplo, A,, = an In (n + 1); 
entonces Ap — 4 =lnn. En general, la sucesión (An +1 — A, ) puede tener 
un crecimiento arbitrariamente lento. Fijando una sucesión tal, hagamos: 

ma =[e*"), Ny =p [Sm 12, Tn (10) =P,p, (0). (5.5:10) 


Aquí 4, son los números que figuran en el lema 4, p, (u) son los polinomios 
determinados por las fórmulas (5.4:8). Ohsérvesc que debido a la definición 
Tn (w) es un polinomio de grado m,,. 

Exijamos también que los números (A,) cumplan la condición: 


Amp + “Xp [Gn An) E (5.5:11) 


En victud de (5.5:5) esto origina unas restricciones al crecimiento posible de los 
números Jm, los cuales determinan las dimensiones de los recintos (,,, a Somc- 
lerermos a estos números a unas restricciones más: 
2 d 
1 E < 3 (An+1— 4n)- (5.5:12) 


"Ma+l 


lema 2. Los polinomios de la sucesión fm, (0) = p 


mp (9) satisfacen a las 
condiciones; 


(A — 031 — 241 (00) (| < 27P1 0xp (— MA jp): (5.5:13) 
Obsérvese que de las condiciones An,4—An —>++0 y de (5.5:10) se deduce que 


n=0 (An) =0 (nn). (5.5:14) 
Por otra parto, en virtud de (5.5:10) y (5.5:11): 
SAL II 7 7 OOO ET ES haa SA E _—) ) 
RA ea Ma ñ (Aman 13 ds Nr E 7 3 Qn+t Au) ] 
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Por consiguiente, para todos los valores suficientemente grandos do n 
ma+1 > Na y Bn, <A any" (5.5:15) 


Acotemos la norma || (1—w)"1— at, 1:60) ]| aplicando Jas desigualdades 
(5.5:4) y (5.4:10) (en la última sustituimos v por m,,, y » por N,): 


AT TE 
< max | (1—t0)2— Pago, yy (0) 14277 < 
Pra 
4 
3 Mmn+ 
< xp [-G = ns? exp — N,, 1n 2). 
En virtud de (5.5:10) y (5.5:12) 
i.2 1 
- AH "mn+1 3 (An4+1—2n) 23 Eo 
Mayra ? > [eme 3 > (1—e) oxp (Amr +3 Am). 


Por Jo tanto 


y” s» n+1+ 3 2d 
1 —o.) e 


JHexp(—Mn In 2). 
(5.5:16) 


par deducir la desigualdad (53,5:13) de (5.5:16), escrihamos la primera en la 
orma: 


A —w) 1 — 2 41 (60) || < exp (¿— (MÁ y, + (141) In 2)). 


Ahora es suficiente demostrar que la razón del valor absolute del último oxpo- 
nente al valor absoluto de cada uno de los exponentes del segundo miembro de 


(5.5: el es un infinitésimo (para n > 00). En efecto, en virtud de (5.5:10), 
(5.5:11) y (5.5:14) 


1 
mad ++) In 2 E ¡o 
2 1 
00 (Emart 14) 


- SAn—5 den — > (An+1—A4n) 
+ (1-1) In2 e =€ 


> e Án 
+- (n +1) 1n 2e 3 38 ">0 si n->oo. 
Del mismo modo, en virtud de (5.5:10) y (5.5:14) 

IRA y + (+4) 1n 2 pe A In 2 


1 (n +1) In2 


>0, Si 2M-—00. 
Amn madz,, 


o. 
+ 


E) es 2 queda demostrado. 


Ahora se muss pasar a demostrar el teorema principal de este apartado. 
Consideremos las dos series de polinomios: 


y (7d; (0) —2 1 (0)) y a 472 1 (10) —N2,-2 (10), (5,5:17) 


jund 
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y hagamos sí (u) =0. Según el lema 2 sa tiene: 
|| 741 (10) 2 (10) |] < 27974 oxp (— MAA y) + 
+27" 0x1 (—1Mp_48 yy y. 1) < 2 "+ exp ( — 38 mn y) =2"16 (5.5:18) 


Du aquí se deduce que las series (5.5:17) son convergantes según la norma y, 
por consiguiente, representan funciones analíticas en esto rocinto. En particular 
estas funciones son analíticas en el círculo unidad. 

Hayatmos: 


Mi" 


09 
Y) (27 (0)—12 1 (0) =0Q (ue), 
jui 


2 (38 3-1 (W) — Td ¿2 (0) = y (10). (5.5:19) 


Observando que 
5. 


q (10) ++ (0) = y 330, (1) —Tp 1 (10)! = E Ttp (10) = (1 —ujt,  (5.5:20) 
—D 


=1 


tendremos en el circulo unidad: 


o] o0 
q (1) = y Opw*, Y (w) = y (1 —01) w*, (5.5:21) 
Ú 0 
donde 


(h) ps 
3 5 La »> z (135 (0) —7_, (0), (5.5:22) 


=1 


y según las fórmulas (5.4:8), donde hay que hacer y=m,=[0 Y]: 
1 a pr Bl 
TEE (0)=0% Y) Es mE E (5.5:23) 
qu! 


De las fórmulas (5.5:22) y (5.5:23) se deduce que todos los númoros Un 
son reules. 


Cumprobemos mediante el lema t gue las sucesiones 
¿A=] 


Man bs . 
| Y Oy] y $ (£—01) wet] (5.5:24) 
Ú Ú 


son uniformemente convergentes en el interior de G y, por consiguiente, 
ambas series (5.5:24) son superconvorgentes. De aquí, según la observación 
hecha al comienzo «do este apartado, se doduce que 


im y [80 ]|=la Y ¡1—01,1=1. (5.5:25) 
Aa=>a Rh» 


00 
Demoslremos que la serie Y! Gpwt es superconvergente. Hagamos 
0 


vV 
De $127 (0) — 81a 1 (10)+ =UT.. (10), (5.5:215) 


j=1 
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cvidentemente, II, (w) es un polinomio de grado moy. Según la definición du 
ip () y do la desigualdad (5.5:18), se tione: 


09 


lp (0) —TL, (09) |< Y 1127 (a) —223-4 (0) | < 
v-E1 
00 00 
£. Y) 2725*0m2,2 < Ómgy Y) 272912 Emo. (3.5:27) 
v4+t v+1 


Según el lema 1, de aquí se deduce que 


Mos 
h=0 


os decir, que la sucesión de polinomios 


My ; May 7 
a : 
k Y qee mato $] 1169 (0) el 
k==D har( 
cuaverge uniformemente hacia 0 en el interior de 6. 
Pero 
My 1 "oy Toy ; 
A El puo (0) wi =— y 8juet, y , FT n* (0) A a Tl,, (1) 
h=0 R=0 ha0 


(recordemos que JT, (:w) es un polinomio de grado ms,). 
Como, en virtud de la definición de MI, (w), la sucesión (TM, (15) ) converge 
May 
amiformemente hacia q (w) en el interior de E, la sucosión [ > a pen(o) a 


on 1 
tieno que converzer uniformemente hacia q (ur) en el interior de €. 


Asi, pues, 
Ro, 
! nu e Opt =p (uo). (5.0:28) 
Análoegamente obtenemos: 
2y-1 
lim ST (1— 04) = y (0). (5.5:29) 
a KO 


Queda demostrado nue verifica la fórmula 


moy Mew 1 
(1 —eyt —lim y Oye + >) (1 —U1,) uh | sE 
Porra 0 0 
am yo May 
=lim( >) 44 > Opt), (5.5:30) 
Y 0 0 ' 
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donde la convergencia es uniforme en el interior de recínto G. 
_De este desarrollo so obtiene el desarrollo de una función analítica arbi- 
traria f (z) en su estrella rectilínoa Soo del mismo modo que esto se hizo en ol 


ap. 5.3 para obtener (5.3:3) de (5.3:2). Resulta definitivamente: 


0) TO 
H2)= lim 4 > E 20) + » a mal, (5.5:31) 
0 moy 11 


donde la convergencia es uniforme en el interior de S,,. 
Recordemos que aquí 


My = pen), 


donde 34, es una sucesión arbitraria de números positivos que cumple 
la única condición 
Ar+1— An =>-4-00. 
Claro, se podría haber comenzado com cualquier sucosión creciento 
de números naturales ¿m,+ que cumpla la única condición 
m 
AH 00; 
Ma 
en electo, es suficiente hacer 
dy = Im Pi 
151 teorema principal de este apartado queda demostarado completamente. 
Basándose en las propiedades generales de las series de potencias super- 
convergentes, se puede afirmar que cualquicr sucesión (m,,) que satisfaga a las 
condiciones del teorema de esto apartado también Liene que cumplir la condición 


— 
lim —2 > 4, 


Es verosímil que para ésta tiene que cumplirse también la siguiente 
condición mas fuerte: 


y, en particular, que ninguna progresión geométrica (p”) puede tomarse por 
sucesión (nt), ). 


5.6. Vamos a considerar la imagen analítica A como un espacio 
topulógico y sus elementos componentes como puntos de este espa- 
cio. A dos elementos los consideraremos idénticos si tienen un centro 
común y se representan por series iguales, independientemente de 
los circulos concéntricos con el círculo de convergencia en que 


éslos se consideren. 
n 


ls») Y 20 
Sea e: Ya, (z— 20)” lo »)a,z Y) un elemento de A, y sea 
m 


m 
Iz—zR | <R (o |2 | > 21) el recinto de convergencia de la serie 
que lo representa; llamaremos p-en torno del elemento e (p < R 
si zp ++ 00 y p >> R si el centro del elemento es el punto del infinito) 
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al conjunto de aquellos elementos que están subordinados a e (in- 
cluyendo a e), cuyos centros pertenecen al recinto |z— zp | <Z p 
(o |z |7>p, respectivamente). 

Fácilmente se comprueba que en esta definición se cumplen todas 
las condiciones del ap. 1.1, de modo que la imagen analítica se 
convierto en un %2-espacio. No queda más que comprobar que A 
es conexo, que posee una base numerablo y que es localmente homeo- 
moría al circulo. 

Flaremos la prueba comenzando por la última propiedad. Si e, 
es un elemento no ramificado, entonces a cada punto de su recinto 
de convorgencia le corresponde un elemento subordinado único 
con el centro cn este punto. Suponiendo, para precisar que el centro 
zp de) clemento e, es un punto finito, pongamos en correspondencia 
a cada elemento e con el centro z, que pertenezca al p-enlorno del 
elemento ez, el centro de este clemento. Entonces el p-entorno del 
elemento ey se transformará en el circulo [z— zp | <p, siendo 
esta transformación biunivoca. Además, ésta es bicontinua. Así, 
por ejemplo, si la imagen del elemento e, (es decir, el centro de este 
elemento) es z;, 1231 — 20 | <p y |2—2,|<Ó es un entorno del 
punto z, que está contenido en el circulo | z — zp | < p, entonces 
cs suficiente tomar un ó-entorno del elemento e, para afirmar que la 
imagen de cada elemento de este entorno cae en el círculo |z—2,| < 6. 

En resumen, un entorno (cualquiera) de un elemento no rami- 
ficado admite una transformación homcomorfa sobre un círculo; 
además, puede realizarse esta transformación sobre un círculo supo- 
niendo quo Ja imagen del olemento es su centro. 

Supungamos ahora que ey es un clemento ramificado (de nuevo, 

on Tn 


para precisar, con el centro finito 27) y que e Aa (2—2p) Y es su 
Tiuma?Tn 


expresión canónica. Como a cada punto z,, distinto de z, y perlene- 
cionte al recinto de convergencia, le corresponden varios (precisa- 
mente v7> 1) elementos distintos que están subordinados al ele- 
mento €, la trausformación del elemento en su centro no será biu- 
nívoca en el entorno considerado. Para hallar una transformación 
homeomoría del entorno del elemento e, sobre el círculo, intro- 


duzcamos el parámetro t = (z — zp)”. Si z, 5 zo, entonces la fun- 
1 


ción t = (z — zo)" toma en este punto v valores distintos: t,, ... 
« « «y £,, cada uno de los cuales puede convertirse en otro mediante 
una rotación alrededor del origen en un ángulo múltiplo de ZE ; 


Respectivamente, el entorno del punto z, que no contenga a zo se 
1 


transforma mediante lt = (2 — Zo)" en v recintos distintos g; (j = 
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=1...., v). sin puntos comunes entre sí, que también se con- 
vierten uno ea otro mediante Jas rotaciones indicadas. En este 
caso, cada uno de los recintos g, contiene uno de los puntos £,, ... 
. «+.» ty, y sólo uno; precisamente f = ly. 

Para fijar en un entorno del punto 2; una de las v ramas analí- 


ticas uniformes de la función it = (z — z,)'es suficiente señalar a 

cuál de los recintos descritos anteriormente portenecen los valores 

de la rama o (lo que es lo mismo) cuál de los valores £,, ..., l, 
1 


toma la rama (z — zp)" en el punto 3 =24. Si 2, pertenoce al recinto 


de convergencia de la serie y Gn (2 — 7 entonces, imponiendo 


k 
la misma condición a (z — zp)”, se determina una de las v ramas 
analíticas uniformes de la suma v+-forme de esta serie, cs decir, uno 
de los v elementos ef? (j =1, ..., v) que tiene cl contro z, y está 
subordinado a es. 

ls importante señalar que a distintos valores t; les corresponden 
también distintos elementos ef. En efecto, supongamos lo contra- 
rio y sean t; y t;4+p dos valores distintos a los cuales les corresponden 
elementos idénticos ef?) y ef++P?», Como ef? y an se representan en 


un entorno del punto z, por la suma de la serio > An (2 — zo)", donde 


1 
(2 — 2p)" = t recorre los recintos £; y £(¿4+p, Tespectivamente, pa- 
do 


sando a la variable £ obtenemos para ef$ y e(+*P) la expresión at”, 
m 
(€ E, y €€ Ej+p. Pero si a cierto z del entorno del punto z, le co- 
1 
rresponde un valor de (z — zp)” en el recinto g, igual a £, entonces 
1 


al mismo z le corresponde un valor de (z — zp)" en el recinto Ej+p 
; 2 E d , ! 
igual ne  Y£; por esla razón, los valores de ef?) y ef++P) se pueden 


. AR 
2ni — 
expresar en el recinto g; por las serjes z ant” y Zn v(”. De 


la hipótesis hecha respecto de la coincidencia de los elementos 
ani 22 
e19 y ett?) y del teorema interior de unicidad se deduce quee Y =1 
para todos los valores de n, para los cuales a, +0, es decir, que 
mM 
los números correspondientes = son enteros y, por consiguiente, 


. n e e . . > . . 
las fracciones — pueden simplificarse por un mismo número distin- 
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7] 


to de la unidad (se ha tenido en cuenta aquí que p < v). Pero esta 
99 n 


conclusión contradice a que >» a,t” es la expresión canónica del 


m 

elemento e,. Asi, pues, los elementos e y e($+P) son distintos. 

Tomemos por imagen do cada elemento et? el valor correspon- 
dionte ¿ = f,, haciendo esto para todos los elementos que están 
subordinados u ey; soa i¿ =0 la imagen del elemento ey mismo. 
Entonces el entorno del elemento e, se transformará en un entorno 
del punto £ = 0, y Ja correspondencia ontre los elementos y sus 
imágenes sorá biunívoca. Pero también será bicontinua. En cfecto, 
la correspondencia entre £ y z, establecida mediante cada rama de 

1 


£= (2 — zp)” en un entorno del punto z, > zp, es bicontinua. 

También es bicontinua la correspondencia entre los elementos que 

están subordinados a e, y que representan en un entorno del punto 
n 


00 
. La E yl y 
z, cualquier rama uniforme de la función 2) a, (2 — z,)", y sus 
mn 


centros z (pertenecientes a un entorno del punto z, que no conticne 
a Zp). No queda más que observar que la continuidad se conserva 
también en ol elemento £p7 y, respectivamente, en t = 0, puesto 
que cuando £ tiende a cero los elementos correspondientes tienden 
hacia e, (es decir, so sitúan en cualquier p-entorno del elemento e, 
para todos los valores de £ suficientemente pequeños en valor abso- 
luto) y, recíprocamente, si e tiende a e, los centros de los elementos 
e tienden a Z¿ y, pur consiguiente, t tiende a cero. 

Resumiendo, cualquier entorno de un elemento ramificado es 
de orden v — 4 con el centro en z,, se transforma (siendo ésta un 


homeomorfismo) mediante ¿ = (z — zo)" (donde z es el centro del 
elemento e del entorno considerado del elemento ep) en un círculo 
del plano £ con el centro en el origen de coordenadas. 

Do todo lo expuesto sacamos la conclusión de que la imagen 
analítica con cl concepto establecido anteriormente de entornos de 
sus clementos, es un 7,-espacio localmente homeomorto al círculo. 

5.7. Dedicamos este apartado a la demostración de que toda 
imagen analítica posee una base numerablo y también, que es un 
espacio conexo. De aquí, junto con lo establecido en el ap. 5.6, 
se deduce que la imagen analítica se puede considerar como una 
superficie. 


Hagamos previamente unas cuantas observaciones elementalos. 
[92 nr 
a] , o al —. 
Sea e, un clemento arbitrario: y An (2 — Zp) Y, y sean €y y e dos 
m 


elementos subordinados del mismo, los cuales son por tanto rogula- 
ros. Ya se vio en el ap. 5.1 que si ey es un elemento regular, entonces 
34—1234 
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, 


gg y € se pueden unir entre sí mediante una cadena de elementos 
también rogulares que están subordinados al elemento ep. 

Demostremos que la última propiedad conserva su valor tam- 
bién cuando e, es un elemento irregular. 

l 

Realicemos la transformación t = (2 — zp)"; entonces a ey le 
corresponderá un elemento circular no ramificado e, con el centro 
t=0, y a los centros de los elementos e. y e les corresponderán 
unos puntos Ty y T pertenecientes al círculo K* del elemento es. 
Unamos To y T con una curva continua y” que no pase por el centro 
del círculo K*, y sea €, . . ., €, una cadena de elementos subor- 
dinados al elemento e, que una el elemento e,, cuyo centro es Ta, 
con ol elemento £,, cuyo centro es T. Volviendo a da variable z = 


= Zo -F £”, obtenemos en el recinto de convergencia del elemento e, 
una curva y (la imagen de la curva y”) que no pasa por zp y une 
los puntos E. y € (Jos centros de lo« elementos e, y €. Á Jos círculos 
de los elementos e; les corresponden unos recintos simplemente 
conexos gj; (p=0, 1, ..., n), de los cuales cada uno que sigue 
tiene una parle común (conexa) con la anterior; además, el par de 
recintos g; y £,+1 cubren el arco 0; — y que uno la imagen del cen- 
tro del elemento e; con la imagen del centro del elemento ej, 4. Los 
clementos mismos e; se transforman en ramas q; (2) de la suma de 
rl 


Lo 5] 
la serio Y a, (2—27) Y, que son uviformes y analíticas en los recin- 
m 


Los gy; aquí po (2) coincide con sy en un entorno del punto Ey, qn (z) 
coincido con e en un entorno del punto £ y, además, q. (2) y y+1 (2) 
coinciden en la parte común a los recintos g; y g;+,. Señalemos en y 
sendos puntos £; en las partes comunes de los recintos g; y Zy+: 
(p=0,..., n), y sea ey, aquel elemento, entre los que tienen el 
centro £, y están subordinados al elornento ey, cuyos valores coin- 
ciden con los valores q, (2) y p;+, (2) en un entorno del punto ¿). 
No queda más que dividir cada arco a; con los extremos ¿y y 5y+1 
cn partes tan pequeñas que €, y €;+, se puedan unir mediante una 
cadena de elementos subordinados a q, (2) y q;+1 (2) y, por consi- 
guiente, a e,, con los centros en los puntos de división (la existencia 
de semejantes cadenas se demuestra exactamente igual que el lema 
del ap. 3.1). Evidentemente, las cadenas halladas para diferentes 
valores de ¡ se unen en una cadena, compuesta solamente de clemen- 
tos regulares, que une e, con e. Así, Ja propiedad pedida queda de- 
mostrada. 

En particular, si €, y e tienen un mismo centro, entonces Ty y T 
están situados en una circunferencia con el contro en el origen de 
coordenadas y se puede tomar por y” un arco de esta circunferencia. 
Entonces la curva y en el recinto de convergencia del elemento ey 
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será una circunferencia con el contro 2z¿, recorrida múltiplcmente al 
prolongar el elemento e, en el elemento e. 

Aplicando esta observación, demostremos que si dos elementos 
éo y e” con un centro común zy tienen un elemento subordinado común e, 
entonces ep y e” coinciden. listo aserto se deduce inmediatamente del 
teorema de unicidad si ep y e” son elementos no ramificados. Si, 
por ejemplo, e, es un elemento ramificado y su orden es v — 1, en- 
tonces, además de e, existen también v — 4 elementos, distintos 
entre sí y distintos de e, que tienen el mismo centro y están subor- 
dinados al elemento €,. Cada uno de éstos se puede obtener mediante 
una prolongación analítica dol elemento e a lo largo de una circun- 
ferencia (recorrida múltiplemente) con el centro z¿. Todas estas 
prolongaciones se realizan con elementos subordinados al elemento 
€. Como en esto caso no se sale fuera de los límites del recinto de 
convergencia del elemento e”, estos últimos también están subor- 
dinados a e”, lo cual se comprueba examinando uno tras otro los 
elementos de la cadena, comenzando desde e. De aquí que todos 
los v clemontos que están subordinados al olemento e, y que tienen 
un centro común con e, también están subordinados a e'. Por eon- 
siguiente, el orden de ramificación del elemento e” no es menor al 
orden de ramificación del elemonto ey; pero en este razonamiento e, 
y e” pueden cambiarse de sitio, por lo cual el orden de ramificación 
del elemento e' también es igual a v — 1. Aplicando la transforma- 


ción it = (z — zp)" hacemos corresponder a ey y e” dos elementos 
no ramificados con el centro común t = 0, que tengan un clemento 
común subordinado e”. Por consiguiente, los elementos homólogos 
coinciden y, por lo tanto, coinciden también los elementos dados 
to y €. 

Sean ahora € y e” dos elementos arbitrarios de la imagen anali- 
tica A. En virtud de la definición del concepto de imagen analítica, 
existo una cadena de elementos en, €4, - - ., €n = €”, pertenecientes 
a Á y que unen e, con e”. Demostremos que si entre los elementos 
€... €n -1 hay irregulares, entonces la cadena dada se puede 
sustituir por otra cuyos elomentos intermedios son todos regulares. 
En efecto, sea e, un elemento irregular de la cadena (1 <k<n-— 1) 
y sean gy y e” unos elementos subordinados a él que, por lo tanto, 
son regulares y que sean comunes a ex -1 y €n+1., respectivamente. 
Acabamos de ver que e, y e” pueden unirse mediante una cadena de 
olomentos regulares. Excluyendo el elemento e, de la cadena inicial 
y poniendo en su lugar los elementos €, y e” junto con la cadena de 
elementos regulares que los une, resulta una nueva cadena que une 
eg con e” y que contiene un elemento irregular menos que la cadena 
inicial. Repitiendo este razonamiento, se obtiene el resultado 
pedido. 


A 


5 
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Demostremos que el conjunto de todos los elementos distintos 
entre si de la imagen analítica A que tienen un mismo centro zp, no 
es más que numerable. Supongamos, para precisar, que 27 .= O (si 
Z) = co, entonces, mediante la sustitución de la variable ==, 
obtendremos el caso considerado; si 2,3 00 y Zo 3 0, hacemos la 
sustitución: £ = z —Zp). Sea ey un elemento fijado con el centro 0 
y sea e € A un elemento arbitrario con el mismo centro. Según lo 
demostrado, existe una cadena de olementos regulares de 4 que une 
ey con e (solamente pueden ser irregulares en esta cadena los ele- 
mentos extremos ey y e). Sea ésla la cadena €n. €. .. .. €. =€. 
Si los centros z, y zn-, de los clementos e; y e,-, no satisfacen a la 
condición de que Zy, Yí, Ins, Yn-1 Sean números racionales, en- 
toncos incluimos entre e, y e, o entre e,.4 y e, sendos elementos 
que estén subordinados al elemento e, o a e,-,, de tal modo que 
log centros de estos elementos satisfagan a la condición currespon- 
diente. Supongamos que ya se ha efectuado esta operación y que 
es y £n-1 denotan elementos cuyos centros tienen coordenadas racio- 
nales. Uniendo los centros de los elementos es, .. ., €n-4 de la 
cadena por segmentos rectilíneos, resulta una poligonal tal, que 
al prolongar el elemento e, a lo largo de ella se obtiene ol elemen- 
lO lr-1. 

Aplicando cl teorema 2 del ap. 5.1 se puede sustituir esta poli- 
gonal por otra con el mismo origen y extremo, Cuyas coordenadas 
de todos sus vértices soan racionales, de modo que el resultado de 
la prolongación del elemento e, a lo largo de ella sea de nuevo €e,-;. 
Como todas las poligonales posibles con coordenadas racionales de 
sus vértices forman un conjunto numerable, y el conjunto de los 
elementos e,, con coordenadas racionales del contro y que están 
subordinados al elemento ey, también cs numerable (la cantidad 
de elementos que tienen un mismo centro y están subordinados al 
elemento ey, es finita), los resultados de las prolongaciones dos 
eritas forman solamente un conjunto numerable. 

Cada clemento e€e,-1, obteuvido como resultado de semejanle 
prolongación, determina un elemento único e con el centro z = O, 
al cual está subordinado €,., (si, en general, existe tal elemento e). 
Por ello, puede haber lo más un conjunto numerable de clementos 
distintos e con el centro 3 = (0), como se quería demostrar. 

Ahora no es difícil demostrar que cada imagen analítica contiene 
no más que un conjunto numerable de elementos irregulares (incluyendo 
los ramificados). 

En efecto, consideremos el conjunto £ de todos los clomentos 
regulares do la imagen A con los centros de coordenadas racionales. 
Como sólo puede haber un conjunto numerable de tales centros 
y para cada uno de éstos el conjunto de los elementos correspon- 

1 
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dientes no es más que numerable, resulta que el conjunto E es nume- 
rable. Pongamos en correspondencia a cada elemento irregular e € A, 
con el centro zo y el radio /?, un clemento subordinado cualquiera 
del mismo, e, cuyo centro £ tenga coordenadas racionales, y exi- 
jamos que la distancia | zy — £ | sea menor que 1/2R. Como e€ E, 
resulta una aplicación del conjunto de todos los elementos irregu- 
lares en el conjunto numecrable E. Demostremos que esta aplicación 
es biyectiva. En efecto, supongamos que a dos elementos irregulares 
distintos e, y e” les corresponde un mismo elemento e. Siendo regu- 
lar, el clemento e se representa por una serie, dispuesta según las 
[a .)] 


potencias enteras no negativas de z — £: qn (z — [)" y esta serie 


es convergente en el circulo lz—¿|<|E¿-— zo |, y también cn 
el círculo [z— ¿| <l|% — 2 | (donde 2” es el centro del elemen- 
to e). puesto que debido a la elección del punto £, cada uno de estos 
círculos pertenece al recinto de convergencia del elemento e, o e' 
y no contiene dentro de sí a los puntos z, o z”, en los cualos los ele- 
mentos e y e” o bien tienen un polo, o bien un punto de ramifica- 


ción. De aquí se deduce ahora que z, y z' no pueden estar situados 


en el interior del círculo de convergencia de la serie 0 (z— E)”; 
( 


por esto ambos círculos | 2 — ¿| <|£=—Z2l|ylz=€!|<1|f— Zgl 
coinciden, es decir, |¿— 2" | =/1l — Zo |, y representan el cír- 
culo de convergencia del elemento e; los puntos z, y z', situados en 
la frontera de este círculo, son para e puntos singulares. Pero todos 
los puntos de la circunferencia |z—£|=|£-— zo], distintos 
de zo, están situados en el interior del círculo de convergencia del 
elemento e/, son distintos de su centro y, por consiguiente, no pueden 
ser singulares para e. De aquí se deduce que 2” = 2,, O Sta, Cy y e' 
tienen un centro común y, por consiguiente, e, coincide con e”, 
pues e es su clemento subordinado común. Así, pues, el conjunto 
de todos los elementos irregulares de la imagen analítica que poseen 
centros finitos, puede aplicarse biyectivamente al conjunto numerable 
E y, por consiguiente, el mismo o csfinito, o es numerable. No queda 
más que agregarle también los elementos irregulares con el centro 
en el punto del infinito. Como este conjunto no es más que numerable, 
de aquí se deduce finalmente que la afirmación onunciada es cierta. 

De todo lo demostrado en este apartado se deduce que la imagen 
analílica A, considerada como un espacio topológico, posee una 
base numerable. En efecto, para obtener tal base agregamos al 
conjunto E de todos los elementos regulares cuyas coordenadas ambas 
son racionales, el conjunto de todos los elementos regulares, con 
el centro z = oo y, por fin, el conjunto de todos los clementos irre- 
gulares. 1 conjunto de todos los clementos enumerados es numerable. 
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Para cada uno de éstos consideramos el conjunto de todos sus entornos 
con radios racionales. El conjunto B de todos los entornos obtenidos 
do este modo es numerable. 

Demostremos que éste es una base para A. En efecto, sea CU, 
urt pa-entorno de un elemento arbitrario e, € A. Si e, es un clemonto 
irregular, entonces su p-entorno, para el cual U0<p<pa y p es 
racional, portenece al conjunto B y cstá contenido en Uj. Si es 


es un clemonto regular, entonces en su £ entorno se puede elegir 


un elemento e” (también regular) cuyas coordenadas del centro 
sean racionales. Debido a la elección del elemento e”, su radio será 


mayor que L. Sea p un número racional tal, que |z — 2 | <p< 


< E (z* es el centro del elemento e”). Entonces el círculo | z — z' | < 


< p contiene a zy y está contenido en el círculo |Z — zo | < Po. 
Por consiguiente, el p-entorno del elemento e” pertenece a B, está 
contenido en O, y conticne al elomento e,. Queda demostrado que 5 
es una base numerable del espacio A. 

Demostremos, finalmente, que la imagen analítica A representa 
un espacio conexo. Supongamos que esto no es así. Entoncos A se 
puede dividir en dos conjuntos no vacíos Ay y A” disjuntos, nin- 
guno de los cuales contiene elementos de acumulación del otro. 
Supongamos que e, € A y e E A”. En virtud de las propiedades de 
los conjuntos A y A”, tiene que existir un entorno del elemento en 
que pertenece a 4, y un entorno del elemento e” que pertenece a 4”. 
Tomemos en estos sendos elementos regulares. Tendremos los ele- 
mentos regulares e. € Ao y € € 4”. Sogún Jo demostrado en este 
apartado ticno que existir una cadoha €y, €1, ..., €, = 8” que 
uno € con e”, en la cual los elementos €,, . .., £n-4 Y. POr con- 
sigujente, todos los elementos de la cadena, son regulares. Como 
el primero y último elementos de la cadena pertenecen a distintos 
conjuntos 49 y 4”, tiene que hahor en ella dos elementos vecinos 
€, y €,+; tales que uno de ellos —sea e;— pertenece a A, y el otro 
a A”. Representemos por g el recinto formado por los círculos de 
estos elementos (éste, verdaderamente. es un recinto. o $ca un con- 
junto abjertu y conexo, puesto que los círculos de los elementos 
€, y 83, tienen una parte común). A cada punto £ € e lo correspon- 
de un elemento e, y sólo uno, que tiene cl centro en esto punto y 
está subordinado a e, v a €y4, (en la parte común de los círculos 
está subordinado a ey y a €y+4 Simultáneamente). Por esto, todos 
los puntos del recinto y se dividen en dos clases: a, y a”, según que sean 
centros de los elementos e de 4, 0 de 4”. Como los conjuntos a, y a” 
no son vacíos y son disjuntos y el conjunto g es conexo, al menos uno 
de ellos, por ejemplo, 27, tiene que contener puntos de acumulación 
del otro. Supongamos, por ejemplo, que el punto %y € 7, es un punto 
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de acumulación para a'. Entonces gu elemento correspondiente 
de] conjunto Ap tiene que ser de acumulación para los clementos 
del conjunto A”, y resulta una contradicción con la hipótesis hecha. 
Por consiguiente, la imagen analítica, considerada como un espacio 
topológico, es conoxa. 

Hagamos un resumen do lo establecido en el presente apartado 
y en el anterior. La imagen analítica es un T,-espacio, si se intro- 
duce en ella de un modo adecuado el concepto de entornos de sus 
elementos. Este espacio es localmente homeomorfo al círculo (del 
plano finito), posee una base numerable y es conexo. Por lo tanto, 
cada imagen analítica se puede considerar como una superficie. 

5.8. Demostremos que es natural considerar a cada imagen ana- 
lítica como una superficie de Riemann en el sentido propio de la 
palabra. Sea A una imagen analítica. Pongamos en correspondencia 
a cada clemento ey € A su centro zp. Resulta una transformación 
unívoca Zo = q (eo) de la imagen analítica dada en Ja esfera. Esta 
transformación es continua en cada elemento €,, pues, para cual- 
quiere > 0 suficientemente pequeño, el e-entorno del elemento e, 
se transforma cn un e-entorno del punto zpy. Demostremos que la 
transformación z = q (e) es interior y que, por consiguiente, con- 
vierte a 4 en una superficie de Riomann en el sentido propio de la 
palabra. 

Respecto de cada elemento e€ 4 o de cada conjunto E < A. 
diremos que éstos están situados sobro sus i¡imá- 
gones z= (e 0G = eq (E). Cuando la transformación z = € (e) 
sea homcomorfa sobre E, dircmos que E está situado «univa- 
lentemente» sobre G = q (e) (o que forma una hoja). 

Ordenemos de algún modo todos los puntos de la esfera, sobre 
los que están situados elementos ramificados de la imagen analítica 
A: A...) Cno... (puede haber un conjunto finito o nume- 
table de tales punlos) y consideremos una sucesión [t,) de trian- 
gulaciones de la esfera que satisfaga a las condiciones siguientes: 

a) la triangulación t,+, se obtiene de r, mediante una subdi- 
visión de los triángulos de la triangulación t,, donde todos los 
vérlices de los triángulos de r, son también vértices de Jos trián- 
gulos de 7, +, y cada uno de los últimos triángulos está contenido 
en cierto triángulo de 7, (los triángulos se enlienden como conjuntos 
cerrados); 

bh) el punto a, se encuentra entre los vérlices de los triángulos 
de la triangulación 1, (n =1,2,...); 

c) el diámetro máximo de los triángulos de la*triangulación 7, 
tiende a cero cuando nr crece indefinidamente. 

Tomemos en A todos los conjuntos de elemenlos que están si- 
tuados «univalentemente» sobre los triángulos de la triangulación 
T¡, y conservemos solamente aquellos que, o no contienen en general 
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elementos ramificados, o bien contienen solamente un elemento 
ramificado que está situado sobre cl punto a,- Evidentemente, 
todos estos conjuntos son triángulos en la superficie A, y el elemento 
ramificado sólo puede estar situado en un vértice de un triángulo. 
Representemos por 7, el conjunto de todos estos triángulos. Jin 
genera], si ya se han elegido en A ciertos conjuntos de triángulos 
Pa, To, .... T,, definamos un nuevo conjunto 7,+,, incluyendo 
en éste todos los triángulos que están «univalentemente» situados 
sobre los triángulos de t, y que no están conteuidos en dos triángu- 
los de Jos conjuntos 74, Ta, ..., 7, donde cada uno de ellos con- 
tiene no más de un elemento ramificado; adomnás, estos úliimos tienen 
que estar situados sobre los puntos %i, %o, . . -, %n. Esta defi- 
nición recurrente suministra una sucesión (7,) de conjuntos de 
triángulos en A. Designemos con 7' el conjunto de todos estos tri- 
ángulos, y demostremos quo cualquier elemento e, € A pertenece 
al menos a uno de los triángulos del conjunto 7. Supongamos pri- 
nero que e, es un elemento no ramificado con el centro z,; entonces 
2 = Q (e) realiza una transformación hiunívoca y bicontinua de 
cualquier p-entorno do e, on el círculo |z — zp | < p. Si n es tan 
grande que los diámetros de los triángulos de 7, son todos menores 
que p, entonces todos los triángulos $ € r, que contienen al punto z, 
estarán contenidos en el círculo |z— z, | < p. Por ello, sus prei- 
mágenes Á en el p-entorno del elemento e, se transforman en 6 me- 
diante z = q (e) de tal modo que esta transformación es un homeo- 
morfismo y, por consiguiente, Á son triángulos que están situados 
«univalentemente» sobre 6. Como A consta solamente de elementos 
regularos, éstos tienen que pertenecer al conjunto 7,, claro, si no 
están contenidos en alguno de dos conjuntos T;, .... Z_n15 en 
este caso todos los triángulos A contienen al elemento dado e. 
Supongamos que e, es un elemento ramificado de orden v, situado 
sobre el punto ay. De Jas condiciones b) y a) se deduce que para 
todos los n >> m el punto a,, es un vértice de los triángulos del 
sistema T,. Fijando un p-entorno del elemento ep, elijamos ahora n 
tan grande que todos los triángulos de r, con el vértice a,, estén 
contenidos en el círculo | z — zo | < p, y sea $ cualquiera de estos 
triángulos. La suma v-forme de la serie que representa al elemento +. 
se descompone on el recinto Ó en v ramas analíticas uniformes. Los 
elementos de cada una de éstas f, (2) (¿ =1, ..., v) están situados 
uno a uno sobre los puntos del triángulo 5 y el conjunto de los mismos 
A, se transforma biunivoca y bicontinuamente en ó. Por esta razón, 
sobre 6 están situados «univalentemente» v triángulos distintos A, 
que están contenidos en el p-entorno considerado de e¿. Cada uno 
-de ellos contiene un solo elemento ramificado, precisamente es. 
el cual representa el vértice común de estos triángulos (éstos no 
tienen oiros clementos comunes). 
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De todo lo expuesto se deduce que los triángulos Ay =1, 2. ... 
- . ., v) pertenecen al conjunto T,, si es quo no pertenecen a alguno 
de los conjuntos T,, ..., Tn-j. 

En resumen, para cualquicr clemento ey € A existen triángulos 
del sistema Y que contienen a ey. emos obtenido un sistema de 
triángulos que cubren toda la superficie A; además, cn cada tri- 
ángulo de este sistema la transformación z = «(p (e) es homeomorfa. 
También es homeomoría en un entorno de cada punto frontera de 
los triángulos obtenidos que sea distinto de los vértices, puesto 
que todos estos puntos son regulares (véase el ap. 5.4). 

Ahora bicn, formalmente, todo lo demostrado no es bastante 
para asegurar que z = q (e) os una transformación interior, puesto 
que, generalmento, el sistema 7 no realiza una triangulación de l: 
superficie A. Comprobemos que so puede obtener de 7' una trian- 
gulación de la imagen analítica A haciendo una subdivisión de Jos 
triángulos de este sistema. Obsérvese primero que dos triángulos 
distintos de 7 no tienen puntos interiores comunes. Supongamos 
lo contrario: sean 4” € 7,, y A“ € T, dos triángulos situados sobre 
6" € Tm y 0” € Tn, respectivamente, que tienen un punto (un cele- 
mento) interior común e situado sobre un punto ¿. Jíntonces Jos. 
triángulos Ó” y 0” tienen el punto interior común ¿. Por ello, éstos 
ticnen que pertenecer a distintas triangulaciones (m > n) y uno 
de ellos tiene que estar contenido en el otro, por ejemplo, $” < 6", 
lo cual es posible sólo si n > m. Los elementos de A” y A” determi- 
nan dos funciones uniformes y analíticas f, (2) y f2 (2) en los recintos 
simplemente conexos 6” y $”. Como estas funciones coinciden en un 
entorno del punto €, éstas tienon que coincidir también en todo. 
el triángulo 6”, de donde se deduce que todos los elementos que: 
forman A” están contenidos en A” y, por lo tanto, A” — A”. Pero 
esto contradice a la definición del conjunto de triángulos 7,, pues, 
si n > m ninguno de los triángulos T, puede estar contenido en: 
los triángulos de 7. 

Demostremos que cada elemento posce un entorno que se cubre 
por una cantidad finita de triángulos de 7. En efecto, al demostrar 
la existencia de los triángulos de 7, a los cuales pertenece eq, Se 
observó que para un número suficientemente grande n existe un 
entorno del elemento e, que se cubre por una cantidad finila de 
triángulos de 7: A,, Aa, ..., An. Estos últimos agotan todos Jos 
triángulos del sistema 7' que cubren este entorno. En efecto, cual. 
quiera de estos triángulos tiene que tener un punto interior común 
con uno de los triángulos A;,, Aj», . .., A, y, por consiguiento, 
coincide con él. Una vez establecido esto, consideremos cualquier 
triángulo A <= 7 y situado sobre un triángulo Y de la esfera; en 
virtud de Jo expuesto, la frontera del triángulo A puede contener 
solamente una cantidad finita de vértices de los triángulos del 
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sistema 7. Supongamos que éstos están situados sobre los puntos 
frontera Li, - +... En del Lriángulo 6. Fijemos en el interior de 0 
un punto arbitrario £ y unámoslo mediante arcos de Jordan con 
tudos Jos puntos £í, la, .- -. ¿n. Exigiremos que estos arcos no 
tengan Olros puntos comunes más que £, y que cada uno de ellos 
no tenga otros puntos comunes con la frontera del triángulo 0 más 
que su extremo £, (¿=1,..., n). Estos arcos dividen a Ó en n 
triángulos con el vértico común £. Respectivamente, cl triángulo A 
se divide on n lriángulos A,, .. ., Ar, situados sobre los triángulos 
Bis - .., On. Si sa efectúa semejante construcción sobre todos los 
triángulos que forman 7 (los cuales, según lo expuesto en el apartado 
anterior y la construcción misma, no hay más que un conjunto nume- 
rable), entonces, debido a todo lo establecido err el presente aparta- 
«do, resulta una triangulación de la superficie A. Como en cada tri- 
ángulo de la triangulación, la transformación z = q (e) es homco- 
morfa, siendo homeomoría también en un entorno de cada punto 
frontera de los triángulos, que sea distínto de los vértices (todos 
los puutos de ramificación están contenidos en el conjunto de los 
vértices), resulta que 2 = q (e) es una transformación interior. 
Así, pues, la transformación z = q (e), que pone en correspon- 
dencia a cada elomento de la imagen analítica 4 el centro de este 
elemento, convierto a A en una superficie de Riemann en el sentido 
propio de la palabra. De lo expuesto se deduce quo sus puntos de 
ramificación son todos los elementos ramificados de 4, y únicamente 
ellos, coincidiendo el ordon de un punto de ramificación con el 
orden de ramificación del elemento correspondiente. La transtfor- 
mación interior z = q (e), que está estrechamente ligada con la 
«lefinición misma de la superficie A, es analítica en 4 (a excepción 
de puntos aislados, que son polos de la transformación 3 = Q (e), 
debido a la teoría general de las funciones. Se obtiene otra función 
analítica, tan estrechamente ligada con la definición de imagen 
analitica como la anterior, al poner en correspondencia a cada cle- 


e n 
mento ey que se expresa por la serie Y an (2—2p)* (o por la serie 
n arm 


ni 


co 
. SN mo a 1] 2 
S a,z *), el valor de este elemento en su centro, es decir, el número 


nm 

4, sim > 0, y oo sim < 0. Designando este valor con w: w = Y (0), 
oblenemos de nuevo una función uniforme y analítica en 4, a 0x- 
cepción de polos. Su analiticidad es debida a que, en un entorno 
de cada elemento de A, y (e) es desarrollable en serie de potencias 
enleras del parámetro local correspondiente. Si e, es un elemento 
no ramificado de centro finito, el parámetro local t es igual a z — 2, 
y para y (e) obtenemos la siguiente expresión en un entorno del 
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punto ep: 
P (e) > y* (t) = 2 Cn (z— Zo)” e y Aito 


En efecto, los valores de los elementos de un entorno del ele- 
mento e,, es decir, de los elementos subordinados a e,, tienen que 
coincidir en los centros de estos elementos con los valores que toma 
en estos mismos puntos la suma de la serje que expresa a e;. Análo- 
gamente, en un entorno de un elemento no ramificado e, con el centro 


en el punto del infinito, £ = y para y (e) obtenemos: 


w (e) =y*(t) = > ant”. 


lén el caso de un elemento ramificado, se tiene: 
1 1 


=(2—2)” (o t=z *) 
y para y (e) obtenemos de nuevo: 


[s.] 
p(e)=y*(0)= Y, ant”. 
N uu M 

Extendiendo el concepto de función meromorfa a las funcionos 
que son analíticas, a excopción de polos, en la superficie de Riemann, 
llamaremos a éstas meromorías en esta superficie. Enlonces, se 
puede hacer el siguiente resumen de los resultados obtenidos: toda. 
imagen analítica A representa una superficie de Riemann en el sen- 
tido propio de la palabra. Haciendo corresponder a los elementos e E A 
sus centros z 0 los valores w de los elementos en estos centros, obtenemos 
dos funciones meromorfas en A: z = q (e) y w = p le). 

Aclaremos lo expuesto con un ejemplo. Sea w = f (2) s const 
una función meromoría en el plano finito. En el ap. 3.4 se vio que 
tal función realiza una transformación interior del plano finito y, 
por consiguiente, determina una superficie de Riemann en el sen- 
tido propio de la palabra. Comprobemos que esta superficie coin- 
cide con aquella que resulta al considerar cl conjunto de todos los 
elementos de la función z = f”* (uw) como una imagen analítica A 
y al convertir después esta imagen en una superficie de Riemann 
del modo expuesto-en el presente apartado. En efecto, en un caso 
la superficie de Ricmann se obtiene del plano finito (los elementos 
son puntos) mediante la transformación interior w, = f (zp), en cel 
segundo caso, dicha superficie se obtiene de la imagen analítica A 
(los elementos son series de potencias generalizadas, dispuestas 
según las potencias de w — tw) medianto la transformación interior 
que hace corresponder a cada elemento e, su centro 1wy. Comprobemos 
que las dos superficies son idénticas hallando una transformación 
homeomorfa de la segunda sobre la primera, de modo que una de las 
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transformaciones interiores 8e convierta en la otra. La transforma- 
ción homecomoría pedida zg = F (ep) se obtiene haciendo corresponder 
<X> 


ri 


al elemento e, que se expresa por la serie Y a, (w-—w)" (o por la 
n='m 
n 


serie ); aw Y), el valor de la suma de la serie en el punto tw, es 
n=m 


decir, el valor correspondiente de la función z¿ = f7* (wp). 

La transformación de la imagen analítica A en el plano finito, 
vbtenida de este modo, es uniforme y continua. Peru es también 
biunívoca, puesto que la función w = ¿ (z) es uniforme y, por con- 
siguiente, cualquier punto dado z, > So determina completamente 
el clemento de esta función con el centro z, y, a la vez, también el 
oleomento e, de la función inversa. 

Finalmente, Ja transformación inversa ey = PF”? (z,) también 
es contínua, puesto que para cualquier p-entorno del elemento 
ep $e puede señalar un entorno del punto z, tal, que todos los valores 
correspondientes de w = f (2) caigan on el círculo w—u,|<op 
(o on el recinto | w | >> p si w, = 09) y, por consiguiente, los ele- 
mentos e con el centro w caigan en el entorno dado del elemento e,. 

En rosumen, las superficies de infinitas hojas, obtenidas en el 
ap. 3.4 mediante las translormaciones w=e? vo w =sen z del 
plano finito, coinciden con das superficies que representan las imá- 
gonos analíticas formadas por todos los elementos de Ln w o de 
Arcsen w. Poniendo en correspondencia a cada cejemento de la pri- 
mera de estas imágenes el valor z o el valor w, obtenemos la función 
z¿=LInw o la función w = e”, respectivamente, como funciones 
uniformes y analíticas de los elementos de la imagen. Del mismo 
modo. en la segunda imagen obtenemos las funciones uniformes 

= Árcsen w O w = sen 2. 


$ 4. PUNTOS SINGULARES. FUNCIONES ALGEBRAICAS 


6.1. Ya nos encontramos con el concepto de punto singular 
en distintos lugares del presente curso. En los casos más simples 
éste era un punto singular aislado de carácter uniforme o un punto 
de ramificación. ón cada uno de ellos la función dejaba de ser ana- 
lítica por causas muy sencillas: porque se perdía la continuidad 
(polo, punto singular esencial), o porque en cualquier entorno dol 
punto Ja función no era uniforme (punto de ramificación). Il con- 
cepto de punto singular de un elemento (circular) de una función 
analítica cra de un carácter más general. Este punto, situado en la 
frontera del círculo de convergencia del clcmento, se definía como 
un punto tal que en un entorno del mismo no se puede señalar una 
función uniforme y analítica que coincida con los valores del ele- 
mento dado en la parte común del círculo de convergencia y del 
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entorno considerado. Particularmente, éste podría ser un polo, un 
punto singular esencial o un punto de ramificación. 

Ahora, basándose cn la teoría de Ja prolongación analítica, 
ha llegado la hora de desarrollar el concepto general de punto singu- 
lar de una función analítica que abarque como casos particulares 
los tipos especiales anteriores. 

Sea e, un elemento circular regular con cl centro zy y sea L una 
curva continua: z = 4 (t) (a < t < $), con el origen en el punto zp. 
Si es posible la prolongación analítica del elemento e, a lo largo de 
toda la curva £, se dice que todos los puntos de la curva L son re- 
gulares (respecto de la prolongación considerada). En caso contrario, 
existe un número 71, a < 7 < f, tal, que es posible la prolongación 
a lu largo de cualquier arco £fa, +] para ¿ < 7 y es imposible a lo 
largo del arco £qu, :]- En este caso el punto de la curva £ que se 
determina por el valor del parámetro t = 7, se llama punto singular 
respecto de la prolongación considerada (todos los puntos que le 
preceden son regulares). Expresándose descriptivamente: un punto 
singular de una función analítica es un obstáculo en el camino de 
la prolongación analítica. 

El Jector puede convencerse fácilmento de que si una función 
f (2) es nmniforme y analítica en un recinto G, a excepción de polos 
V puntos singulares esenciales, entonces estos últimos son singulares 
en el sentido que acabamos de explicar para la prolongación de un 
elemento regular de esta función a lo largo de cualquier curva que 
pase por ellos. Exactamente igual, si y es un punto singular de un 
elemento circular ey, entonces también es un punto singular, en el 
sentido que acabamos de explicar, para la prolongación del cle- 
mento €, a lo largo de cualquier curva que una el centro 2, con el 
punto ¿y y pertenezca al círculo de convergencia con todos sus pun- 
tos. a excepción del extremo ¿n. 

Jixaminemos desde cl nuevo punto de vista el concepto de punto 
de ramificación que conocemos hasta ahora sólo en forma de ejem- 


plos particulares (Yz, En z, ete). Sea ey un elemento regular con 
el centro zp. que pueda prolongarse analíticamente a lo largo de 
cualquier curva continua perteneciente a un recinto G de la forma 
0<Z<|1=«]|<p. 

Para estudiar la función f (z), e priori multiforme, y definida 
en el recinto G mediante todas las prolongaciones posibles del elo- 
mento £. a Jo Jargo de las curvas pertenecientes a este recinto, haga- 
mos la transformación auxiliar f = Ln (z — £). Como resultado, 
el recinto G se transformará en el semiplano D: Re t<Inp, es decir. 
en un recinto simplemente conexo. Al elemento ey le corresponderá 
un clemento regular ey con el centro £¿. Este puede obtenerse fijando 
una rama uniforme y analítica de la función t = Ln (z — £) en 


542 CAP. VI1. PROJ:ONGACION ANALITICA 


un entorno del punto z, y examinando después la función f (Ll -P el) 
en un entorno del punto ty (los valores de la rama en el punto 2p). 
Como e, se puede prolongar analíticamente a lo largo de todas las 
curvas pertenecientes a G, resulta que e, también se puede prolongar 
analílicamente a lo largo de todas las curvas pertenecienles a D. 
En virtud del teorema de monodromia, resulta una función f* (() 
uniforme y analítica cn el semiplano. Esta función es el resultado 
de la transformación de f (z) mediante £ = Ln (2 — £), es decir, 
1* (0) = (E 4 e). 

Respecto de /* (2) son posibles las siguientes hipótesis: 

1) esta función posee un período múltiplo de 2xwi; 

2) no posee un período de esta forma. 

lExaminemos primero el caso 1). Sea w0= 2kni (e es un número 
natural) un período de la función f* (£), y supongamos que ningún 
número de la forma 2nxi, donde n es un número natural menor 
que k, es período de f* (2). Entonces f* (2 + 2kni) = f* (t) para 
cualquier ¿€ D y, cualquiera que sea el número natural n < k, no 
puede cumplirse la igualdad 


f*(t+ 2nat) = f* (t) 


para todos los t, y tampoco para un conjunta infinito de valores 
de £ con un punto de acumulación en el semiplano Re t< Inp 
(en caso contrario, en virtud del teorema inlerior de unicidad, se 
cumpliría la igualdad para todos los t, y 2nni sería un período de 
la función f* (t)). El cambio de ?, por t, + 2kxt bajo el signo de la 
función f* (t) puede ser obtenido mediante su prolongación analí- 
tica a Jo largo de cualquier curva continua que una fp con la + 2kxi. 
A oste cambio le corresponde la prolongación analítica del elemento 
en a Jo largo de una curva cerrada que comienza y termina en el 
punto z¿. Recorriendo esta curva se efectúa un recorrido k-ple alre- 
dedor del punto ¿ en sentido positivo, puesto que Im [Ln (2 — £)1 = 
== Jm? aumenta en este caso en 2%xt. Como se ha supuesto que la 
función f* (£) es periódica, los valores del clemento que se obtiene 
como resultado de la prolongación del elemento es a lo largo de la 
enrva indicada, tienen que coincidir cn un entorno del punto Z, 
con los valores correspondientes del elemento £,. Por ello, los mismos 
elementos tienen que coincidir. Evidentemente, la misma conclu- 
sión es cierta también respeclo de cualquier elemento e, con el 
centro z, que se obtiene de ey mediante la prolongación a lo Jargo 
de una curva Á perteneciente al recinto G: prolongando e, a lo largo 
de una curva cerrada £, con el origen y el extremo en el punio 3,, 
la cual efectúa k vueltas alrededor del punto £, volvemos a obtener 
el elemento inicial ey. Además, no existe un elemento e” que pueda 
convertirse en sí mismo al efectuar la prolongación a lo largo de 
una curva cerrada £' perteneciente a (7 y que de menos de k vueltas 
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(pero no menos de una vuclta) alrededor de €. Ohsórvese que a la 
prolongación de un elemento e” a lo largo de una curva cerrada que 
pertenezca al recinto G y no de ninguna vuelta alrededor de £, le 
corresponde en ol plano ¿ una prolongación a lo largo de una curva 
ccrrada perteneciente a D y, por consiguiente, 6l resultado de la 
prolongación del elemento e a lo largo de tal curva siempre coincide 
con e”. 

Sik = 1, o sea, si f* (1) es de período 2xi, entonces la prolonga- 
ción de cualquiera de los elementos de la función f (2) a lo largo 
de cualquier curva cerrada perteneciente a G, da un resultado que 
cuincido con el elemento inicial. En otras palabras, la función 
f (z) es en este caso unilorme y analítica en todo el recinto E. 3:1 
punto £ es para ésta un punto regular o un punto singular aislado 
de carácter uniforme, según que sea posible la prolongación del 
clemento e, a Jo largo de alguna curva continua que pase por el 
punto í, o que no sea posible la prolongación del elemento e, a Jo 
largo de una de tales curvas. Por consiguiente, si k = 1 la función 
f (z) se expresa en el recinto G por una serie de Lauren! (en particular, 
por una serie de Taylor dispuesta según las potencias de z — [). 

Sea k > 1, de modo que 2xui no es un período do la función f* (tf). 
Entonces la función f (2) es multiforme, es precisamento k-forme. 
En efecto, para cualquier ¿€ D las sucesiones de los cueficientes de 
Taylor de los desarrollos de la función f* (t) en los entornos de los 
puntos £t, ¿+ 2x1, ..., t + (k — 1) 2ni no pueden coincidir por 
complelo, es decir, tienen que diferenciarse entre sí por lo menos en 
un coeficiente. De aquí se deduce que para cada punto z € G existen 
k elementos distintos de la función f (2) con el centro z. Cumo 2kni 
es un período de la función f* (£), existen no más de k elementos 
distintos de la función f (z) que tienen un centro dado. En resumen, 
f (2) es una función k-forme que es analítica en el recinto G. Si e 
es uno de sus elementos, entonces pueden obtenerse todos los demás 
k — 41 elementos con el mismo centro prolongando + en el recinto G 
a lo largo de curvas continuas cerradas que efectúen alrededor del 
punto [ 1,2, ..., k— 1 vueltas, respectivamente, en un mismo 
sentido. 

En cste caso, £ es un punto de ramificación de orden finito k — 1. 

Para obtener la expresión analítica de la función f (z) en un 

1 


entorno del punto £, realicemos la transformación (2—(f) * =3. 
1 


Entoncas el recinto G se transforma en el recinto G,::0< | [| <R* 
y la función f (2% $e convierte en la función f, (3). Se obtiene esta 
última prolongando uno de sus elementos a lo largo de todas las 
curvas posibles pertenecientes al recinto G,. En el plano de la varia- 


ble rt =Ln3 = pt a ésta lo corresponde una función uniforme y 
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analítica fi (1) = f* (+ t) de período 2x1; de aquí, según lo anterior, 


se deduce que f, (3) es una función uniforme y analítica en el recin- 
to (G,. Para esta última obtenemos un desarrollo de la forma 


fi (3) = 2 np” 


y. por consicpuiente, 


n 


(2) = Za ao 


Tal es la forma general de las funciones analíticas en un entorno 
de un punto de ramificación de orden finito k — 1. 

Si f (z) posee un límite finito o infinito en el punto £, entonces 
esto mismo se verifica también para f, (3) en ol origen de courdenadas, 
de donde se deduce que entre los coeficientes a, de subíndice nega- 
tivo solamente una cantidad finita de ellos son distintos de coro. 
El punto de ramificación se llama en este caso punto alge- 
braico de ramificación. Si f (2) no posee limite en 
el punto £, entonces Jo mismo es cierto también para f, (3) en el 
origen de coordenadas, do donde se deduce que entre los coeficientes 
Gp de subíndice negativo hay un conjunto infinito de ellos que son 
distintos de cero. El punto de ramificación pertonece en esle caso 
a la categoría de trascendentes. Asi, por ejemplo, las 


ips hr- : e 
funciones Y z y exp (V 2) tienen un punto algebraico de ramificación 


cn el origen de coordenadas, mientras que la función exp (+7) 
12 
tiene en el mismo un punto trascondente de ramificación; el orden 
del punto en todos estos ejemplos es el mismo e igual a k — 1. 
Analicemos, finalmento, el caso on que la función f* (1) no tiene 
un período de la forma 2/exi (k es natural). Entonces las sucesiones 
de los coeficientos de los desarrollos de Taylor de la función f* (t) 
en los entornos de cualesquiera de los puntos ?, t + 2ri, l — 2x, 
1 + ásti, t— áni, ... no pueden coincidir por completo, es decir, 
tienen que diferenciarse entre sí por lo menos en un cocficiente. 
De aquí se deduce que para cualquier z € G existe un conjunto infi- 
nito de elementos distintos de la función f (z) con este centro y, por 
consiguiente, f (2) es una función de z de infinitas hojas cn cualquier 
entorno del punto £. De un elemento cualquicra de la función f (2) 
con el contro dado se puedo pasar a cualquier otro con el mismo 
centro mediante la prolongación analítica a lo largo de una curva 
corrada que de una cantidad determinada de vueltas alrededor del 
punto £. La prolongación a lo largo de curvas que no den ninguna 
vuelta alrededor de este punto (es decir, que al recorrerlas sea igual 
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a cero la Var Arg (z — €), no varía el elemento inicial. Por ello, 
en el caso dado cl punlo [ también es un punto de ramificación de 
la función f (2) y, adomás, de ordon infinito. Tal género de puntos 
también se consideran como puntos trascendentes de ramificación 
y se donominan logarílmicos. 

La expresión analítica de la función en un entorno de un punto 
logarílmico puede obtenerse, por ejemplo, Lransformando el semi- 
plano D en un círculo mediante t =- A donde a es un punto 
cualquiera perteneciente y D. Uintonces f* (t) se convierte en una 
función F (+) uniforme y analítica en un entorno del origen de 
coordenadas. Por esto. para F(r) se tiene el desarrollo 


co 


Fr) = Y Ant”, 


de donde 


| 0] Pal 
p0= 3, An (752) 
fi 
y, finalmente, 


NN Ln (2—H—a 7" 
0-2 lnaora) > 
Por cierto, este desarrollo es de poco uso en las aplicaciones. 
En casos particulares, para la función f (z) en un entorno de un punto 
singular logarítmico se pueden obtener unos desarrollos más simples 
y más cómodos. He aquí dos ejemplos. 
Ejemplo 4. La función f (z) adquiero un sumando constante 


A al hacer un recorrido simple (de una vuolta) alrededor del punto £ 
en sentido positivo. lintonces f (z) = Ln (z — E) no varía al 


hacer tal recorrido y, por consiguienle, representa una función 
uniformo y analítica en un recinto de la forma 0<|z2—=i|<R. 
Por ello, para f (z) se verifica el desarrollo 


A 1 > ++ 1 
(2) = 35, En(2—5)+ ) an (2. 


—0D 


Ejemplo 2. La función f(z) adquiere un factor constante 
a>+0 al hacer un recorrido simple alrededor del punto £ en sontido 
positivo. Entonces 


ina 


f (2) exp [7 Ln (—1) ] =*f (2) (y 
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no varía al hacer tal recorrido y, por consiguiente, para f(z) se 
verifica el desarrollo 


Ha > 


(2) (2-9 2 An (23). 


Todo lo expuesto aquí respecto de los puntos de ramificación 
se refería al caso de un punto finito €. Sin embargo, las definiciones 
y deducciones se extienden inmediatamente al caso del punto del 


. . . 0 . j 
infinito haciendo cl cambio de z — £ por —. 


6.2. La definición de punto singular, dada en el precedente apar- 
tado, no es todavía completa, puesto que no contiene las condiciones 
según las cuales dos puntos singulares, «definidos de modos distintos, 
tienen que considerarse como idénticos. Completémosta con Ja si- 
guiente condición. 

Sean €,, €s dos clementos circulares regulares de una función 
analítica completa y sean L,:2 =2, (4), y La: z = A. (2) dos curvas 
conlinuas que partan de sus centros Z,, ¿2 y que tengan al menos 
un punto común Es, que corresponde a los valores de los parámetros 
ty = 1, y lo = 1,. Supongamos que este punto es singular para la 
prolomgación de e, a lo largu de £, y de e. a lo largo de £.. Si para 
cualquier entorno del punto ¿y existe un e > 0) Lal, que el elemento 
obtenido de e, mediante la prolongación a lo largo de £, hasta algún 
punto 22 =4/(), y —2¿<t < t,, puede ser prolongado a lo 
largo de cierta curva, pertencciente al entorno dado, obteniendo 
el elemento que resulta de ez mediante su prolongación a lo largo 
de £, hasta algún punto 2” = As (8%), Ya —2<2 1" < ta (y recípro- 
camente), entonces el punto singular ¿, = Ay (1,1) +-- A2 (T.) so 
considera como un mismo punto singular de la fun- 
ción analítica completa correspondiente. Si no se cumplen las con- 
diciones indicadas, se dice que hay dos puntos singulares distin - 
to: de la función analítica que tienen un mismo afijo £o. 

Para ¡ilustrar csto, consideremos la función 


A A 
pa (1-2) (14 y 72) 


Sca £, = La la circunferencia unidad, recorrida simplemente en 
sentido positivo, comenzando desde cl punto z = 1. Designemos 
con e, el clemento que representa la tama uniforme de esta función 
determinada en un entorno del punto z = 1 por Jas condiciones: 


V2=YT2=1 [ cos (5are 2) -)- ¿sen (5 2182) ] 


E 4" ww Ñ 1 
Yz=]z [ cos (5 arg 2) )- ¿sen (arg 2) | , 
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Como resultado de la prolongación analítica a lo largo de £ 
Y prolongación analítica siempre es una prolongación continua) 
V z se convierte en 


— Y 12] [ cos (3 argz) + ¿sen (7 argz)] 


y, por lo tanto, los valores de f (2) tienden al infinito cuando 2 > 1. 
De aqui se deduce que z == 14 es un punto singular para Japrolongación 
considerada. 


Designemos ahora con ez el elemento que representa aquella 
rama uniforme de la función f (z) en un entorno del punto z = 1 
que se define por las condiciones 


IZ = +TzI [ cos (+7 atg 3) +1secn (5 argz)] ; 
Vz= y ¿[cos (argz<) ¿sen (parir )). 
Después de la prolongación a lo largo de Ls 3 se convierte en 
yz] [ cos (7 argz) + ¿sen (+ arg z)] , 


y á 
y VZz se convierte en 


Ar 1 , : ] ] 
a [2] | eos (¿y argz) > ¿sen (-y argz)] , 


Por consiguiente, los valores de f (2) tienden al infinito cuando 
z > 14. De aquí que z = 1 también es un punto singular para esta 
prolongación. lácilmente se observa que éste es distinto del punto 
singular indicado anteriormente. En efecto, los valores de f (z), que 
se obtienen después de Ja prolongación de los clementos elegidos 
a lo largo de £, = £, pertenecen a dos ramas uniformes distintas 
de f (z) en un entorno del punto z = 4: 


f (2 = [1 —Y TaT [eos (5 arg 2) +¿sen (»y arg) ] Y" Sé 
x (1=y [2] | cos (¿argz) + ¿sen (fargz)]p" 


fa (2) = (14121 | cos (+ arg 2) + ¿sen (zarez)] px 
x (1 Y fa] [ cos (+ ;Argz) + ¿sen (q arg2)])”. 


Por Jo tanto, no se puede pasar de unos a otros mediante la prolon- 
gación analítica a lo largo de curvas pertenecientes a un entorno 
suficientemente pequeño del punto z = 1 (el radio del entorno no 


30 
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tiene que superar a 1). De aquí se deduce que z = 1 representa dos 
puntos singulares distintos de la función f (2). 

El boctor puede comprobar fácilmente que uno de éslos es un 
polo de primer orden y el otro es un polo de segundo orden. 

Sea (7 un recinto arbitrario simplemonte conexo que, para pre- 
cisar, supondremos que está acolado, y sea e, un elemento regular 
con el centro en cierto punto Zo € G. Supongamos que esle elemento 
se puede prolongar analiticamente a lo largo de cualesquiera curvas 
pertenecientes al recinto G. Como resultado, se obtiene una función 
unitorme y analítica f (2). Sea ¿o un punto alcanzable de la fronlera, 
delerminado por un semiintervalo de Jordan y < G. Si es posible 
la prolongación «del elemento considerado de la función f (z) con 
el centro en el punto inicial del semiintervalo y, a lo largo de todo 
Yo, incluyendo cl punto final £,, entonces para cualquier otro semi- 
imtervalo de Jordan y que determine el mismo punto alcanzable E, 
tambión es posible la prolongación del elemento do la función f (z) 
con ed centro en el punto inicial del semiintervalo y a lo tacgo de 
todo y. incluyendo el punto final, Además, cl resnltado de la pro- 
longación en ambos casos es el mismo. 

lin efecto, sea ey el clemento que es el resultado do la prolongación 
a lo largo de yo. Si y y y, tienen puntos de intersección en cualquier 
entorno del punto £,, entonces Lal punto de intersección Y existirá 
en el círculo de convergencia del elemento e,. Se puede exigir tarm- 


A, 
bién que todo el arco ¿o pertenezca a este círculo. Como la función 
f (2) es uniforme. la prolongación a lo largo de yo y y biene que pro- 
porcionar un mismo clemento e con el centro £. Esto clemento está 
subordinado al elemento e, y, por consiguiente, agregando también 
un elemento e más a la cadena de elementos que realiza la prolonga- 
ción del arco y, contando desde su punto inicial hasta cl punto £, 


y observando que el arco qe queda cubierto por los círculos de los 
alementos € y €4, resullo una cadena que realiza la prolongación 
a Jolargo de Ja curva y (incluyendo su punto final) y que da cl mismo 
resullado que la prolongación a lo largo de y.. 

Supongamos ahora que y y yo no tienen puntos comunes en cierto 
entorno del punto Zq. Entonces se puede trazar una tercera curva y” 
que determine el mismo punto alcanzable y tenga puntos comuncos 
con y, y y en cualquier entorno de su extremo común ¿y. Para con- 
vencerse de Ja existencia de tal curva, es suficiento reutizar una 
Lransformación conforme del recinto G en el círculo y recordar que 
las curvas que determinan un mismo punto alcanzable corresponden 
a semiintervalos de Jordan del circulo unidad que terminan en un 
mismo punto de la circunferencia. Aplicando el resultado estable- 
cido anteriormente a Yo y y”, y después a y” y Y, nos conveucemos 
de que la proposición que se demuestra es cierta. 


$ , PUNTOS SINGULARES y) 


De lo denivostrado se deduce que, sí el punto alcanzable «, es 
un punto singular respecto de la prolongación del clemento de la 
función f (z) a lo largo de la curva y, que determina este punto alcan- 
zable, entonces éste también es un punto singular para la profonga- 
ción de los elementos de la función f (2) a lo largo de cualquier otra 
curva y que determine el mismo punto alcanzable, Comprobemos 
que este punto singular queda siendo el mismo, Independientemen be 
de la curva Yu, Y. Y, - - «. (entre las que determinan el punto alcan- 
znble dado) que se use para la prolongación. Esta afirmación 3 
evidente cuando-y y yy so cortan en cualquier entorno del punto ¿a, 
como esto se deduce inmediatamente de la condición de identidad 
de loz puntos singulares, enunciada al comienzo de este wpartado. 
Si y y Yo No tiren puntos comunes en cierto entorno del punto 50; 
a excepción del extremo, entonces se braza una curva auxiliar y 
que tenga punios comunes tanbo con y como con y, en cualquier 
entorno del punto ¿y, reduciendo el último caso al anterior. 

Las proposiciones demostradas aquí justifican Ja división del 
conjunto de todos los puntos alcanzábles de) recinto dado en dos 
clases; puntos regulares y singulares de una función f (z) analítica 
en coste recinto. Precisando, un punto alcanzable es regular o sin- 
gular según que sea posible o no la prolongación del elemento de la 
función f (2) a lo largo de una curva Cualquiera que determine este 
punto alcanzable. 

El lector puede comprobar fácilmente que cuando el recinto es 
un círculo, la nueva definición de puntos regulares y singulares de 
una función analítica es equivalente a la definición dada en el ap. 6.3 
del capítulo IT). 

Jstablezcamos, finalmente, el concepto de elemento fronlera 
singular no alcanzable. Sea e un elemento frontera del recinto G 
que contenga más de un punto; bal elemento necesariamente con- 
lieno puntos no alcanzables. 'Podo intervalo de Jordan y que per- 
tenece al recinto G, a excepción de sus extremos, divido a G en dos 
yecintos. Sea £, aquel recinto cuya frontera contiene a e. Supongamos 
que para cierto intervalo y todos los puntos alcanzables de la fron- 
tera del recinto G que figuran cn la frontera del recinto gy. son 
singulares para f (2). En estas condiciones, € se Jlama clemento 
frontera singular no alcanzable de la función f (2). Si unimos me- 
diante un arco de Jordan A algún punto Zo € £, con un punto no 
alcanzable í, perteneciente a e, de tal modo que el primer punto 
de intersección del arco 4 con la [rontera del recinto g, pertenezca 
al recinto (f, entonces este punto, según la hipótesis, será singular 
respecto de Ja prolongación de f (2) a lo largo de A. Por do tanto, 
el mismo punto £ no es un obstáculo inmediato para la prolongación 
analítica. pere a este punto le preceden obstáculos en cualquier 
camino que conduzca al mismo desde el recinto g. 
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Aclaremos el concepto de elemento frontera singular no alcan- 
7zable en un ejemplo. Sea G el recinto del plano z representado cn la 


fig. 76. Su frontera consta del arco de la curva y = sen z en el 


semiintervalo Ú< zx « 1, del segmento del eje imaginario: r = 0, 
—1Xy<1, y del arco 48 de la circunferencia que une Jos puntos 
(1, sen 1) y (0, 1). Consideremos también el recinto D del plano w 


ETG. 76. 
que está representado en la misma figura. Este está limitado por 
una curva de Jordan XL, cuyos arcos ninguno os analítico*), y por 
la poligonal KAMNE. Supongamos que w = f (2) transforma con- 
formemente G en D de tal modo que los homólogos a los puntos A, 
B (8 se considera aquí como un puuto alcanzable) y C son los pun- 
tos L, M y K, respectivamente. Entonces, la imagen del segmento BC 
(si so le considera como formado por puntos alcanzables solamente) 


. : 1 ¿ 
será el segmento MX y la imagen de la curva y = sen 7 será el 


arco AL. Evidentemente. cada punto de la curva y = sen a es 


singular para la función f (2) (punto singular alcanzable). Jin efecto, 
cualquier arco de esla curva (determinado por la condición (0 <a < 
xP < 1) es regular y analítico. Si se supone que algún punto 
de la curva considerada es regular para f (z), entonces sé puede hallar 
un arco de esta curva en el cual f (2) será analítica, y la derivada 
f' (z) no se anulará. La imagen de tal arco on Ja transformación 
tw =f(z) tiene que ser también un arco regular analítico pertene- 
ciente « la curva KL£. Pero esta última no contiene arcos analíticos, 
de donde se deduce lo que se afirmaba. 

Considereinos ahora un elemento frontera e del recinto G que con- 
tenga todos los punlos del segmento BC. Entre éstos, es alcanzable 
solamente el punto C. Este elemento frontera figura por completo 
en la frontera del recinto g — G que está rayado en la fig. 76. Además, 

*) Tal curva es, por ejemplo, la gráfica de una función y = y (x) quo es 


continua en el segmento € < z < 5 y no es diforenciable en ningun 'punto del 
mismo. 
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forman parte de la frontera del recinto g los puntos del arco y = 
= Sen Ya vimos que éstos son puntos singulares para f (2). 


Por consiguiente, según la definición, e cs un elemento frontera 
singular no alcanzable para f (2). Es importante señalar que en 
este ciemplo todos los puntos del segmento BC, considerados como 
puntos frontera alcanzables del recinto G, son regulares para f (z). 
Esto es debido a que la función w = f (2) transforma el segmento 
rectilinco alcanzable BC en el segmento rectilíneo KM (véase a 
continuación en el ap. 7.1). 

6.3. El final de este párralo lo dedicaremos al estudio «de las 
funciones algebraicas. Consideremos una ecuación algebraica de 
grado n respecto de tw: 


F(z, w)==p,(2)+p,(23w0+...+pn(2)uw”=0, (6.3:1) 


donde pj (2) (¿ = 0, ..., n) son polinomios en z, siendo p, (2) = 0 
y los polinomios po (3). pi (2), . . .. Pa (2) no poseon un divisor 
común de grado mayor que cero, es rleécir, no poseen ceros comunes. 
Supondremos también que la ecuación (6.3:1) es irreducible, 
o sea, que el polinomio F (z, w) no puede expresarse en la forma 
F (2. w) = F, (2, w) Fa lz, w), donde F, (2, w) y F», (2, w) son polí- 
nomios de grados menores que n respecto de w. Si no se cumple csta 
condición, entonces la ecuación dada puede sustituirse por dos 
ecuaciones de grado inferior respecto de w 


F,(z,u)=0 y Fa(z, w=0 


considerando cada una de ellas por separado para definir w en fun- 
ción de z. 

Señalemos todos los ceros Z;, ..-., Zim, distintos entre sí, del 
polinomio p, (2) y del polinomio D (z) que es el discriminante de 
(6.3:1). D (2) so halla excluyendo w entre las dos ecuaciones: 

ar: 
F (3, w)=0 y Hem -o, 
ur 
Para cada punto finito z, del plano, distinto de z, =1, ... 
. ., MY, la ecuación (6.3:1) posee n raíces finitas distintas w,, wz... 

. t£,, y la derivada 

OF (39, wy) : 

0 (i=1, ce 0). 


En virtud del tcorema de las funciones implícitas (ap. 5.5, cap. TV), 
en un entorno del punto z, existen rn funciones uniformes y analí- 
licas f, (2d, .. , fnh (2) que satisfacen a las condiciones: 


f(2)=w, y Flz,f/(2)] =0. (6.3:2) 
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¿n resutica, a Cada punto Z, del plano, distinto de 2, (f =1. ... 
. -.. Mm), lo corresponden r, y sólo », elementos regulares distintos 
con el centro en este punto, que satisfacen en un entorno del punto 2, 
a la ocuación (6.3:1). 

Designemos con G el recinto que se obtiene del plano finito al 
excluir los puntos 24. ..., 2, y demostremos que cada uno de los 
elementos f; (2) puede prolongarse analíiticamente a lo Jargo de cual- 
quier enrva continúa que pertenezca nl recinto (+. ln efecto, seca £: 
2-0 (() (a<t=<fP) una curva continua con el punto inicial Zo, 
situada on el recinto G. Supongamos que ¿=4(0, 9 < Ttxf, os 
un punto singular respecto de la prolongación analítica del elemento 
fi, (2) a lo largo de £. Según lo establecido anteriormente. esto punto 
posee un entorno € en el cual ostán definidos n elementos regulares 
4y (2) (Y =14, .... a) que satisfacen a la ecuación (6.3:1). Sea 
ag (4) un punto de la curva £, perteneciente « Ll, y tal que 
| <o vt y el arco £p, «q está contenido en Lf. 

Los elementos y, (2) con el centro en el punto 2, que están subor- 
dinados a los elementos q, (2), respectivamente, satistacen a Ja ecua- 
ción (6.3:1) en cl entorno del punto z, y son todos distintos entre 
sí (puesto que los elcinenlos p, (2) con el centro común E son todos. 
distintos entre si). Sea y (2) el elemento con el centro en el punto z 
que se obtiene de f;, (2) mediante la prolongación a lo largo de £qu, 1,]- 
Jiutonces el clemento de la función £ (z, y (2)) con el mismo centro 
representará el resultado de la prolongación del clemento de la fun- 
ción Flz, fio (2)1 con el centro z, a lo largo de £te, ¿1 y como 
Fiz, f, (231 = 0 en un entorno del punto zp, también F lz, y (21 = 0 
en un entorno del punto z,. Pero sólo pueden existir 1 elementos 
distintos con el centro dado que satisfagan a la ecuación (6.3:1). 
De aquí se deduce quo x (2) coincide con uno de Jos elementos 
E; (2): Y», (2). Observando que el elemento Ya, (2) está subordinado 
al elemento «qa, (3) con el centro € y que el arco Lr;,, yy está cubierto 
por los círeulos de los elementos Ya, (2) y Gr) (2), £acamos la con- 
clusión de que el elemento f,, (2) se prolonga a Jo largo de lodo el 
arco £tu q y. por consiguiente, la hipótesis do que [ =4(r) es 
un punto singular para la prolongación considerada, no es cierta. 

Así, pues, queda demostrado que cualquier elemento regular que 
salisfaga a la ecuación (6.3:1) puede prolongarso analílicamente 
a lo largo de cualquier curva continua que pertenezca al recinto G; 
la prolongación se efectúa mediante elementos que satisfacen a la 
misma ecuación. 


Seca Y, un entorno del punto z, que no contenga a los puntos 
2, distintos de z,. Tomemos uno de los elementos f;, (z) con el centro 


en el punto zo € O... y prolonguémoslo a lo largo de todas las curvas 


posibles del recinto U, que no pasen por 3,. Como resultado se 
obtiene una función «q (2), generalmento multiforme, que satisface 
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a la ecuación (6.3:1): 
Plz. p (1-0, 260». 


La función q (22 puede ser uniforme o multiforme, pero no más 
de r-forme en E,. ln el primer caso, el punto z, a priori puede ser 
para q (2) o regular, o polo, o punto singular esencial, En el segundo 
caso, 2, será un punto de ramificación de orden finito (no superior 
an — 1). En todos los casos, q (z) posee en un entorno del punto z,, 
un desarrollo de la forma 


a EN 
p(3=% 4, (2— 14)", 


donde v es un número nalural, no mayor que 7. 

Demostremos que entre los cocficientes A; de subíndice negativo 
solamente una cantidad finita de ellos pueden ser distintos de cero 
(por lo tanto. se excluyen los casos de punto singular esencial y de 
punto de ramificación no algebraico). Para esto es suficiente demos- 
trar que q (2) liende hacia un límite finito o infinito cuando z 
tiende a 2». 

Demostremos previamento el siguiente lema do la dependencia 
continua de las raíces de una ecuación algebraica de sus coeficientes, 

Lema. Supongamos que los coeficientes del polinomio 


Pu)-:co cae... +0 0” 


satisfacen a las condiciones | ej | a MG =0, .... n— 11 (A > 0). 
Entonces para un le fijado, 1 < kn, y cualquier € 3>U se puede 
señalar un 6, — 6 (e; M, k) tal, que si |cal<Ór,, ..., Jena |< 
< 6, la ecuación P (w) = Ú posee al menos k raices que en. valor absn- 
luto son menores que €. 
Domostración. Sean Ww,, .- , t£, dos ceros del polinomio 
P (1), dispuestos por orden de no decrecimiento de sus inódulos. 
Observando que para | w | >> 17 + 1 se tiene: 
[2 (0) Jete (1 E dl —)>|u|" (1 


wo] pue pr 


si ==1) > 
sacamos la conclusión de que Jos módulos de lodos los ceros no 
superan a M+1=M3M”. 

Demostremos ahora el lema por el método de inducción, comcn- 
zando desde k = 1. 

En efecto, Ch. = (— 1, ..- 4, y, por consiguiente, 

EN EN 
[pls]... 184% [a]? <e, 


si |cy 1 <óÓ, = 
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Supongamos que ya se ha conseguido demostrar que | uy |, ... 
ws | (¡<k) pucden hacerse menores que cualquier e, si 
Leal, ..., Deja | se toman menores que 6, = 6;(e, Af). Obscr- 
vando que, sin conbar el signo, e, es la suma de todos los productos 
posibles de 1 — j ceros del polinomio P (w) de subíndices distintos, 
obtenemos: 


lejl >| Wa... Wa] — | Wa, ++ Wan, 


. na . . 7 
donde la suma contiene (7) términos y cada uno de éstos 


contiene al menos un factor de subíndice no superior a ¿. Por 
ello, si | co], .... [ey] son menores que 


5) -6,(8, M). donde e =e" M0?" ( ; <e 
(siendo e < 1). 
se tiene: 
Deja] foja 7 e pl (5) 1] 4748) "3< 
PE 
S a ds 159 03 ... 
<M ( , e E, 


si le] << 4 "2-le”. Haciendo 5,41 — min (63. 4M'"=le), halla- 
mos que |w|<8,... JU4ppil<e si  |col<Ója, ... 
eo. ley] < Sjay. El lema queda demostrado. 

Consideremos ahora los siguientes casos posibles: a) p, (2,)) + 
4 (0 b)p, (z,) = 0. En el caso a) la ecuación 


PF (Zu. 10) = Prlza) + prl[za) ue to... -+ pnlza) 0" =U 
posee las raíces a,, ... a, de órdenes de multiplicidad X,....k,, 
siendo y ky=09. 
Haciendo t=aj pu”, tendremos: 
F(z. uu) T(2)—1M(2wW—...+3/.(2) 10”. 


donde st, (2) = pn (2) y, por consiguiente, 1, (2) 0 en cierto entorno 
Un del punto za. 
Escrihamos la ecuación (2, w) =0 para 2€ U, en la forma 


-9 (2) Al. su (2) u” + 


| ' ; Ter -1 (3) 
TT, (2) My, (3) 


Uy (5) 


wr 0) (6.3:3) 
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y observemos que para z = zz ésta posee una raíz k,-ple en cl punto 
w' = 0 (puesto que la ecuación F (zz, w) = O posee una raíz ty-ple 


en el punto a). De aquí se deduce quesus cocficiontes H-4 (s=0, ... 
a Tr dy 
« .., k,— 1) se anulan para z = 2». 
Apliquemos el Jema a la ccuación (6.3:3). Fijando e >> ( ton 
pequeño que los e-entornos V, de los puntos a, (] =1,  .., r) no 
tengan puntos comunes, elijamos según el lema los números 6, = 


= Ó (8; M, ky); tomamos por M el máximo de los extremos superio- 


Ty (2 » , 
res de los módulos =s en Up. Teniendo en cuenta que las fun- 
n 
. . Hg (2 . : a 
ciones racionales E son continuas en U,, podemos sustituir OU, 
n 


por un entorno menor Y, del punto z,. de modo que para todos los 
2 € UV, se cumplan las desigualdades 


| Ta (2) 
Tn (2) 


<Ó0») (s= 0, A k,— 1). 


Entonces hallamos que para cada z€ U, la ecuación (6 3:3) 
tiene al menos k; raíces (respecto de w”) situadas en el círenlo | 4 | < 
<< € y, por consiguiente, la ocuación F (2, w) = 60 tiene al monos 
k, raíces en el círculo V,: [|w—a;,|<e, 

Designemos con U algún entorno del punto z, que esté contenido 
en todos los Y, (j = 1, ..., r). Entonces para todos los z € 
Ja ecuación F (2, w) = 0 Liene al menos hy raíces en V,(=4, ... 

r 


..., 1), y como >) k; =m y los entornos Y, de subíndices distintos 
junt 


no tienen puntos comunes, “resulta qué todas las raíces sin excepción 
de la ecuación F (z, w) = 0 están contenidas en el conjunto de 
estos entornos y cada ontorno Y, contiene exactamente dk, raíces. 
Volvamos a examinar la función q (2) estudiada on un entorno 
del punto z, y elijamos et entorno considerado | z — 2, | << p tan 
pegneño que éste quede contenido en E, Como todos los valores de 
4 (2) son raices de la ecuación F (z, 0) = 0, éstos tienen que per- 
tenecer al conjunto de los entornos Vy (F¿=4,.. , r), Jos cuales 
no tienen puntos comunes entre sí dos a dos. Por otra parle, la 
imagen p (0 <!lz-—-2z4 | <p) es un conjunto conexo (un recinto). 
Por ello, esta imagen está contenida completamente en uno de los 
entornos V;¡: |u:— aj l|<Ze. Así, pues, para cualquier e > Ú se 
puede señalar un p = p (e) => 0 tal, que para OÓ< |z—2 |< p 
todos los valores de la función q (z) están contenidos en el circulo 
lw—ajsyl|<e. Por exta razón, en el desarrollo «q (2) = 
an 3 


= Y Aj(2— 24)" todos los coeficientes de subíndico negativo 
— 10 
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tienen que ser iguales a cero (en caso contrario la función «p (2) 
no oslaría acotada en un entorno del punto z,). Definitivamente, 
para q (2) obtenemos el desarrollo 
> j 
p (2) = 2% (2—21)" . 
| ” 

Por lo tanto, en el caso a) (en el que p,, (2,) 5 U) 2, es un pusito 
regular para q. (z) (si v — 1), o un punto de ramificación algchraico. 
En el ouismo punto z — z, Ja función q (2) loma un valor finito 
q (2,) -- tt = Jo. 

Bxaminemos el caso b) (en cl que p, (2,) = M. En este caso 
Pn (2) tiene la lorma p, (2) = (2 — Z1)* P, (2), donde y es un núme- 
ro natural y £,, (2) es un polinomio que no se anula en cl punto z,. 
fisertbamos la ecuación F (2, uy) =0 en la Forma 


a l0 78 Pa po (a ea UP (2) 
X (3 —2,)U'w" = (1 


y sustituiyamos aqui (2—21) w por W. Haciendo 
pl tia) MP Pro, pi (2) Gayo = 
Pal) c00o Pu (2) Pu (2), 
obtenemos la ccnuación 


PADAP (WA Pra WT RPP (2) W"=0, (6.3:4) 


en Ja cual 2, (2,) 7 0. 

A esta ecuación tiene que satisfacer en un entorno del punto 

2 = 2, la [unción W = (2 — 2,)2 q (z), fa cual es indefinidamente 

prolongable en un entorno del punto z, a lo largo de todas las curvas 

que no pasan por el punto z,. Como a la ecuación (6.3:4) y a la fun- 

ción (z — 21)? q (2) puede aplicarse todo lo establecido en el caso a), 

hallamos para esta función el siguiente desarrollo cn un entorno 
del punto z,: 

20 EN 

(2— 24)" p(z) - Z Aj (224), 


de dondo 


Wa] ma —— (] . o 
p (2) =- 2 Aj (2—2p) " = A Aj(z— 21)", 
J == —QY 


siendo 4d, = Ajyg 

Así, pues, en el caso b) el desarrollo de la función q (2) puede 
contener una cantidad finita de términos con cxponentos negalivos, 
de modo que « (fz) puede Lomar el valor oo en el punto za 
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Jstudiemos, finalmente, la función q (2) que se obtiene en un 
entorno (7 del punto del infinito mediante Ja prolongación analí- 
tien de uno de los elementos fi, (2) que satisfacen a la ecuación 
(6.5:1). Elegiremos este entorno de tal modo que U no contenga 
ninguno de los puntos Z;, .... Z,n. 


Iifectuando la transformación £ — 7 obtenemos en lugar de 
(8.3:1) la ecuación 
3 1 
pol(+7)+-.. + Pn (7) == 0, 


O bien, multiplicando todos los coeficientes por a donde NY es el 
mayor grado de los polinomios po(2), ..., Pn(z). obtenemos: 
do (5) loss E Qu (5) w"” = 0, 
donde 
4O=5p (0 (1=0,...,2) 

son polinomios respecto de í. A osta ecuación tiene que satisfacer 
la función q A , la cual es prolongable indefinidamente en un 
entorno del punto £ = Ua lo largo de todas las curvas que no pasan 
por este punto. Según lo anterior, q (7) posee un desarrollo de la 
forma 


* y 
P (7)= AR” 
j=U 


(si qn (0) +0) o de la forma más general 


or 5] 
4 E 
e) 240, 
j=4 
donde u puede ser negativo, si q, (0) =0. 
Volviendo a E=Es hallamos en un entorno del punto Z=- 00; 


mA 
Vv. 


on Ae Ñ 0D 
e (2)=2 4,2 v, O bien p()=2 Az 


He aquí un resumen de Jo establecido en este apartado. 
La ecuación algebraica (6.3:1) de grado n determina en el plano 
ampliado w como función n-formt de z. Esta función se expresa me- 
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0 j 
diante elementos de la forma Y, Aj (a — 26)? si zoe 00, o de la forma 
A 


1 


> 
NAjz Y sizy=00. Si el punto zy=+00 es distinto de los puntos 


Zi, - . .. Zm, €n los cuales se anula el polinomio p, (z) o el discrimi- 
nante de la ecuación D (2), entonces se tienen n elementos regulares 
distintos con el centro zp. Son posibles elementos irregulares solamente 
en el cuso en que su centro seu uno de los puntos Z;, .. ., Zm o sea el 
punto del infinito. 

6.4. Ahora demostraremos que todos los elementos obtenidos 
en cl apartado precedente forman una imagen analítica, es decir, 
que cualquiera de costos elementos puede obtenerso de cualquiera 
otro mediante la prolongación analítica. Es suficiente demostrar 
que cualquicr elemento regular que satisface a la ccuación F (2, w) = 
= ( puede prolongarse analíticamente en cualquier otro elemenlo 
regular con el mismo centro, que satisfaga a esta ccuación. En 
efecto, si f,, (2) y (up (2) son dos elementos con distintos centros 
2, y £, entonces podemos prolongar primero f,, (2) en cierto elemento 
3 (2) con el centro £ (véase el apartado precedente), y después 
prolongar q, (z) en el clemento qa, (2). No queda más que observar 
que cada uno de los elementos irregulares que satisfacen a la ecuación 
F (2, w) = 60 so determina mediante la prolongación analítica de 
elementos regulares. 

Para demostrar quo dos elementos regulares con un mismo centro 
z6 pueden prolongarse analiticamente uno en e) oblro, emplearemos 
el método de reducción a lo absurdo. 

Supongamos que el elemento f, (3) con el centro z, puede prolon- 
garse en los elementos fa (2), .... fp (2) (k << n) con el mismo 
centro y que no puede prolongarse en los demás elementos fa +1 (2), . . . 
 . ., fh (2). Prolonguemos el elemento f, (2) de todos los modos 
posibles en el recinto G. Rosulta una función f (z) que, por lo general, 
es multifornwo («-formc). Sea L — G una curva continua que una 
ol punto z, con el punto £ € G. Si se prolongan a lo largo de £ dos 
elementos distintos f, (z) y f, (z), entonces tienen que resultar tam- 
bién dos elementos distintos qu (2) y 1 (2) con el centro í. En 
clecto, si fuese qy (2) = (p, (2) = q (3), entonces prolongando q (2) 
a lo largo de £ obtendríamos también en el punto z, elementos iguales 
f. (2) =f, (z), en contra de la hipótesis. De aquí se deduce que, 
prolongando a lo largo de £ todos los k elementos f, (2), .. ., fa (2), 
tenemos que obtener también en el punto £ k elementos distintos 
entre sí py (2), .. -, qa (2). Sea L un camino cerrado, que comience 
y termine en el punto zp, a lo largo del cual el elemento f, (2) se 
convierte en un elemento fa, (z) distinto de f, (a). Entonces, pro- 
longando f,, (2) a lo largo de £ (en la misma dirección), tenemos 
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que obtoner un elemento Ja, (2) distinto do fa, (2). Si éste también 
es distinto de f, (z), entonces lo prolongamos a lo largo de £ y o)- 
tenemos un elemento fa, (2) distinto de fa, (2) y fa, (2) (como a lo 
largo de £ se han prolongado tres elementos distintos: f, (2), fa, (2) 
Y fa, (2), los resultados de sus prolongaciones fu, (2), fu (2) y fo, (2) 
también tienen que ser distintos ontre sí). Reiterando este proceso, 
obtenemos un elemento f,, , (2) que, al prolongarlo a lo largo de £, 
resulta el elemento f, (2). En efceto, el número de elementos dis- 
tintos con el contro z¿ que pueden obtenerse como resultado de 
todas las prolongaciones posibles del elemento f, (z), es igual a k. 
y, por consiguiente, el proceso descrito de obtención de los ele- 
mentos fa, (2). faz (2), - . .. que son distintos de f, (z) y son distim- 
tos entre sí, Liene que terminarse no más tarde que en el (k — 1)- 
ésimo paso. De este modo, a cada curva cerrada £L le corresponde 
su ciclo de elementos f, (z), fa, (2), - . .. fa, (z) tal, que cada cle- 
mento siguiente se obtiene del anterior mediante la prolongación 
a lo largo de £ en sentido positivo, y el elemento f, (2) mediante la 
prolongación del elemento f, de ¿(5). Si j<k, entonces, tomando un 
elemento fp, (2) que no figure en £, y prolongándolo teiteradamenle 
a lo largo de £L, obtenemos un nuevo ciclo fg, (2), fg, (2). . .., fe,_,12) 
de clementos distintos de los considerados anteriormente. Por lo 
tanto, de todos los elementos f, (2), .. .. f, (2) pueden construirse 
ciclos (respecto de la curva dada £), donde los elementos de dos 
ciclos distintos son, necesariamente, «distintos entre sí, 
Formemos el producto 


l—f (23 e—f(0].-. o—f1 (2)] = 
=w' Ana (2) 0-14... -+ Ap (3). (6.4:1) 


Como Jos clementos fi (Z), . . .. fa (2) son prolongables analítica- 
mente a lo Jargo de cualquier curva continua perteneciente a G. 
esto mismo es cierto también para los coeficientes An (2), .... 

« «. An, (2) del polinomio en w obtenido, los cuales son funciones 
simétricas elementales de f, (2), . . ., fx (2). Por consiguiente, estos 
cocficientes son funciones analíticas en (G (a priori k-formes). No 
obstante, la prolongación del sistema de elementos f, (z). .... 
«fu (z) con el centro zo a lo largo de cualquier curva cerrada 
perteneciente a G (exactamente jgual que la prolongación del siste- 
ma q, (2), .... qa (2) con cualquier otro centro £), proporciona 
de nuevo el mismo sistema de elementos, pero dispuestos en otro 
orden, el cual puede ser establecido conociendo los ciclos que co- 
rresponden a la curva dada. Por ello, el resultado de la prolonga- 
ción del elemento de cada una de las funciones simétricas A) (z) 
a lo largo de cualquier curva cerrada perteneciente al recinto G, 
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tiene que coincidir con el elomento inicial de esla función. Por Jo 

tanto, las funciones A,(2) (¿ =0, .... k— 1) son uniformes en 

el recinto (7, y los puntos frontera de este tecinto 2,, . .., Z,, Y 00 

pueden ser para éstas puntos regulares, polos o puntos singularos 

esenciales. J?cro este último caso se excluye. En efecto, en los entor- 

nos de Jos puntos 2, los valores de la función multiforme f (z) se 
2) p 


expresan por una o varias serios de la forma DD Ap(z—2z¿)" (véase 
pu 
el apartado precedente). Exactamente igrual. en un entorno del 


E 

punto del infinito se tienen desarrollos de la forma y Apz *. Ponien- 
TY 

do en las expresiones de los funciones simétricas A), (2) en Jugar 


de los k clementos de la función f (2) las series correspondientes, 
y Oofcctuando las operaciones de mulliplicación y suma sobre estas 
serios absolutamente convergentes, hallaremos para cada una de 
las funciones Ay (2) el desarrollo en un entorno del punto z, (o de 
z = 00), el enal contiene solamente un número finito de términos 
con potencias negativas de z — z, (respectivamenle, con potencias 
positivas de z). Esto significa que ninguna de las funciones Aj (2) 
puede tener puntos singulares esenciales en el plano ampliado. 
Por consiguiente, todas las funciones 4, (2) son racionales. Expro- 
sando cada una de ellas en forma de fracción irreducible 


donde P, (2) y Q, (2) son polinomios (si A; (z) =06, hacemos Ps (2) = 
== U y O; (2) = 1), y denotando con Q (2) el mínimo común múltiplo 


de los polinomios Q) (2) (Q (2) + 0), representamos la igualdad 
(6,4:1) en la forma 


(w—f, (2)] ..- lw— fa (2)1 = 
=> [Pal(2wt4 Pra (ett... + Pg), 
donde 


BDO ls 
(0) =0() y P(9= 


DH 


Por lo tanto, la función k-foeme f (2) vblenida mediante lodas 
Jas prolongaciones posibles de uno de los elementos, que satisfacen 
a la ecuación algebraica (6.3:1), satisface a la ecuación algebraica 


Pr(2 Y Pr 1 (ut... Pp (2) =0. (6.4:2) 


()-:0,4,...,k—1). 
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Obsérvese que los coeficientes de la ecuación obtenida no tienen 
un común divisor mayor que de grado cero, es decir, no tienen ceros 
comunos. En efecto, sca z — a algún divisor del coeficiente P, (2) = 
= (2 (2); entonces z — a es divisor a] menos de uno de los denomina- 

»5(2 
dores Q), (2) de Jas fracciones o Supongamos que Q,, (2) es divi- 
sible por la potencia más alta de'z—a. El numerador correspondiente 


de (z) no es divisible por z — a y, además, el factor complementario 
mE tampoco cs divisible por z — a. De aquí se deduce que 


P ¡o (2) bdo Bso (2) 


tampoco es divisible por z — a y, por consiguiente, z — a no puede 
ser un común divisor de los coeficientes do la ecuación (6.4:2). 
Demoslremos que el polinomio 


D(z, w)=Py(2)—...+Pa(23)w" 


(cuyo grado k satisface a la condición 1<*k=<mn) tiene que ser 
un divisor del polinomio inicial considerado 


P(a,w)=p0() +... +pa(aJu”. 


Como este último se suponía irreducible, obtendremos una con- 
tradicción, de donde deduciremos que k no puede ser nienor quo r, 
y en fin de cuentas, que todos los elementos que satisfacen a ln 
ecuación algebraica irreducible forman una imagen analítica (y que 
todos los elementos regulares forman una función n-forme y analí- 
tica en el recinto 6). 

Para la demostración, obsérvese que 


P (2, w) = pa (2) [—f1(2)] ... liu—f. (2) 1 


€ 


D (2, w) =Pa (2) (w—f, (3)1. .. [t0— fa (2)1, 


conservándose estas relaciones para todas las prolongaciones posi- 
bles de los elementos regulares f, (2), ..., fn(2) en el recinto G. 
Por ello 


F (z, 
tes == [t— far (2)] > - > [tw — fa (2))- 


Puede aplicarse al producto [w— fas, (2)) ... [w—fn (2)] todo 
lo que se estableció para el producto [w—+f, (2)]... tw— fa (2)]. 


381234 
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Como resultado, obtenomos: 
[10 — fr4s (23)... [w— fa (2)] = APIO Bn (we +... Ro(21, 


dondo Hy(z), .-., Fin, (2) son polinomios que no tienen un factor 
común de grado mayor a cero. 
Así, pues, 


F (z, vo) e Pn (2) n— 
a O A Ra (2) 107=, 


o hien, 
P (2, w)= A ola + cc +Pr(ewtpx 
xo (3+... + dia (2) un. (6.4:3) 
Lxpresecmos Pn (2) en forma de fracción irrcducible Ad, 


Pr (2) Roa (2) Qi)” 
Es obvio que el grado del pulinomio P (z) tiene que ser igual a cero. 
En caso contrario £ (2) tendría al menos un cero z =: a y de la re- 
lación (6.4:3) se deduciría que F (a, w) = 0 para todos los w, lo 
cual es imposible, puesto que los coeficientes py (a), .. ., pa (a) 
de este polinomio no sun todos iguales a cero. Exactamente igual, 
Q (2) es un polinomio de grado cero. En caso contrario O (z) tendría 
al menos un cero z — db y el polinomio F(b, 1) tomaría el valor oo para 
todos Jos valores de w, lo cual cs imposible. (Afirmando que el se- 
gundo miembro de la igualdad (6.4:3) es infinito para z = b, nos 
basamos en que los polinomios 2, (z), así como los polinomios 41?, (2), 
no bienen un cero común). 
Por lo tanto, la relación (6.4:3) puede expresarse en la forma 


Plz, u)=C[PODO+...+4PMDFUIR O4 + Ra o era, 


donde € es una constante distinta de cero, lo cual, sin embargo, 
contradico n que la ecuación (6.3:1) es irreduciblc. 

Por consiguiente, hemos demostrado que todos los elementos que 
satisfacen a una ecuación algebraica irreducible, forman una imagen 
analítica. 

Considerando w como función de z, obtenemos una función n- 
forme to = f (2) que es analítica on el recinto G y que en los puntos 
frontera Z,, ..., Zm y oo de este recinto no tiene otras singulari- 
dados más quo, posiblemente, polos o puntos algebraicos de' ra- 
mificación. lista función w = f (z) se llama algebraica y la 
imagen analítica correspondiente, considerada como  superficio 
de Jtiemann en el sentido propio de la palabra, se llama superficie 
de Riemann de esta función. 

Como la imagen analítica contiene n elementos distintos sobre 
cada punto del plano ampliado (a excepción de los puntos 
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Zs + +. «. Zm y 00), la superficie de Riemann es de » hojas. Sobre Jos 
puntos Z,, . . ., Zn, 009 pueden estar situados olementos ramificados 
de la imagen analítica: los puntos de ramificación de la superficie. 
Se puede preparar un modelo de esta superficie tomando n ejempla- 
res del plano ampliado. uniendo en cada uno de éstos los puntos 
Za» « «+ Zm y oo.en algún orden mediante una poligonal A sin 
autointersecciones, recortando cada ejemplar a lo largo de A y peo- 
gando después los bordes de Jos cortes de un mismo ejemplar o de 
ejemplares distintos en algún orden. Para especificar el orden en 
que deben pegarse los bordes indicados, fijemos en cada ejemplar 
algún punto z, no situado en A, y prolongamos analíiticamente cada 
uno de los elementos de la imagen con el centro en este punto. En 
virtud del teorema de monodromia, obtenemos en coda ejemplar una 
rama uniforme algebraica de la función f (z). Al prolongar el ele- 
mento gue determina una rama, a lo largo de una curva que termina 
en algún punto do la poligonal (distinto de 2,, . . .. 2m y 00), obte- 
nemos en este punto uno u otro elcinento de la función f (z), según 
a cuál de los dos bordes del corte conduzca la curva. Si Jos elementos 
obtenidos en uno y otro horde dol corte de un ejemplar determinado, 
resultan idénticos, entonces los puntos correspondientes del corle 
se pegan entre sí de tal modo que la parte del corte se elimine en 
el ejemplar dado. En caso contrario, el borde del corte del ejemplar 
dado se pega con el borde del corte de otro ejemplar que porte Jos 
mismos clementos de Ja función f (2) Después de hacer todos estos 
pegados se obtiene ed modelo pedidu. A la prolongación de cualquier 
elemento de Ja función f (z) a lo largo de cierta curva £ del plano 2 
la corresponde un desplazamiento sobre la superficie dada desde 
una de sus hojas a otra. Si la curva £ es cerrada, entonces, como 
resultado del desplazamiento resulta, por lo general, que llegamos 
a un punto de la superficie distinto del inicial, a pesar de que éste 
está situado sobre el mismo punto del plano z. En otras palabras, 
sobre las curvas cerradas del plano z están situadas curvas, por lo 
general, no cerradas, de la superficie de Riemann considerada. 
Señalemos, cn conclusión, que la propiedad de las funciones 
algebraicas de tener una cantidad finita de determinaciones y no 
poseer otros puntos singulares inás que polos y puntos algebraicos 
de ramificación, situados sobre una cantidad finita de puntos del 
plano ampliado, es caractrística para estas funciones. Precisando 


y 
Y 


so verifica la siguiente proposición: 

Teorema. 2 upongamos que la función f (z), admitiendo una 
prolongación analítica indefinida a lo largo de todas las curvas con- 
tinuas pertenecientes al recinto (G, cuya frontera consta de una cantidad 


finita de puntos Zj, Za, . . ., Zm. 00, es no más que n-forme en el 
recinto G, se expresa en los entornos de los puntos z, por desarrollos de 
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2 Pp 
la forma > Ap (2 — 2) Y (up os un número entero, v es un número 


pa 
natural) y en un entorno del punto 3 = 00 Se expresa por desarrollos 
09 
Pp 
de la forma Y) Apa—i". Entonces esta función es algebraica. 


a 

Para la demostración, es suficiente observar que los razonamien- 
tos hechos en la primera mitad de este apartado, donde se estable- 
ció des la función f (z), obtenida mediante la prulongación analítica 
en el recinto G de un elemento que satisface a la ecuación (6.3:1), 
tiene que satisfacer ella misma a una ecuación algebraica (6.4:2), 
se basaban solamente en aquellas propiedades de la función que 
fueron incluidas en la hipótesis del último teorema. 


$ 7, PRINCIPIO DE SIMETRIA. TRANSFORMACIÓN DE UN 
SEMIPLANO EN UN POLIGONO ARBITRARIO 


7.1. Este párrafo lo dedicaremos a un principio especial de la 
prolongación analítica de importancia capital que posee numerosas 
aplicaciones. 

Principio de simetría (principio de Riemann — 
Schwarz). Sea G un recinto, en cuya frontera figura como arco de 
Jordan alcanzable un arco de una circunferencia o un segmento recti- 
líneo y, y sea d C G un recinto limitado por una curva de Jordan 


Ss EE e e E 
.” = e "y 


EN es 
+ a 8) 
SS 


A 
rá 
/ 


fl] 


FIG. 77. 


acotada 6 + y adjunta a y (d puede coincidir con G (fig. 77, a), 
o diferenciarse de G (fig. 77, b)). Sea f (2) una función uniforme, de- 
finida en G + y, que sea continua en el sentido generalizado en d + y 
y meromorfa en el recinto G_ y que tome en y valores pertenecientes a 
una circunferencia o recta TY (en particular, valores reales). En estas 
sondiciones, la función f (2) puede prolongarse analiticamente a través 
del arco y (del recinto d) en el recinto G* que es simétrico a G respecto 
de y. La función f* (z). obtenida como resultado de la prolongación, 
es meromorfa en el recinto G* y sus valores f* (2*) y f (z) en los puntos 
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2% y z que son simétricos respecto de y (2* E G* y z € G), son simétricos 
respecto de I. 

Obsérvese que Jos recintos G y G* pueden tener puntos cumunes 
(véase la fig. 77). En este caso, Ja función que coincide con f (2) 
en el conjunto G + y y con f* (2) en el recinto G*, siendo f (z) =* 
ss const, es, por lo general, biforme, puesto que para un misino 
punto perteneciente a los recintos G y G* tionen que obtenerse dos 
valores distintos de la función, los cuales son simétricos respecto de T. 

El principio de simetría no sólo da las condiciones suficientes 
par la posibilidad misma de Ja prolongación analítica de una 
unción f (2) a través de un arco de circunferencia o de un segmento 
de recta, sino que también señala el recinto al cual se realiza la 
prolongación, indicando también un método simple para la cons- 
trucción de esta prolongación. El hecho de que éste se enuncie para 
la clase de las funciones meromorías (y no simplemente para las 
analíticas), es completamente natural: si f (z) no tiene polos en el 
recinto (GF, pero en algunos puntos 2,. Zo, . . ., Zn, . . . foma un 
valor que se representa por el centro de la circunferencia T' (supone- 
mos aquí que T' no es una recta), entonces en los puntos 2Í, z7, .. 
Laca Zo +... QUÉ SON SIMÉLIICOS A 21, Zo, » + ., Zn, . - - respecto 
de y, la función f* (z), según la condición, tiene que ser infinita, 
es decir, tieno que tener polos. 

Comenzando Ja «demostración, hagamos una transformación 
homográfica del plano z que aplique el arco y en un segmento 4 
del eje real. Exactamente igual, hagamos una transformación homo- 
gráfica del plano de valores de las funciones f (z) y f* (z) de modo 
que a la línea F le corresponda el eje real; supongamos que en este 
caso el recinto G se transforma en g y G* en g*, y que las funciones 
T (z) y f* (2) se transforman en q (€) y q* (£). En las transformaciones 
homográlicas, a los puntos que son simétricos respecto de y o de J 
les corresponden puntos simétricos respecto del eje real, se conserva 
la continuidad de las funciones (cn el sentido generalizado) y las 
funciones meromorfas se transforman en funciones meromorías; 
por ello, es suficiente demostrar el teorema para aquel caso parti- 
cular en que y es un segmento del eje real, T es el eje real y la trans- 
formación do simetría significa la transformación de los números 
complejos en sus conjugados. Así, pues, suponemos que f (2) toma 
en y valores reales y que las funciones f (2) y f* (z) toman valores 
conjugados para valores conjugados de la variable independiente: 

f" (2) =1 (2). 

Entonces, si 7 (z) posee en un entorno del punto ¿EG un desa- 

rrollo de la forma 


f (2) = 2 An (2 2y)”, 
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entonces f* (2) poscerá en un entorno del punto z€G* el desa- 
rrollo: 


de donde se deduce que la función f* (2) es meromorfa en G?. 
Sea ahora ¿y un punto arbitrario del segmento y, distinto de 
sus extremos. Se puede suponer quo £y + co; en caso contrario se 


. ¿ o 1 
efoctúa la sustitución [ = + que transforma al punto oo en el 


origon de coordenadas. Como y es un arco alcanzable de la frontera 
del reciuto G, existe un semicirculo con el centro ía que pertenece 
al recinto d < G. Demostremos que la función F (z), que es igual 
a f (2) en este semicírculo y on su diámotro y es igual a f* (z) en el 
semicírculo simébrico al dado respecto del diárnctro, es meromorfa 
en el mismo. Precisamente de esto, se desprende que la función f* (z) 
es la prolongación analítica de la función f (z). 

Se puede suponer que f (fa) + oo; en caso contrario seria si1- 


(iciente considerar 0 en lugar de f (2). 


Considerando que el semicírculo con el centro £y es tan pequeño 
que fÍ (2) conserva en el mismo valores finitog, obtenemos una fun- 
ción F (z) que es uniforme y continua en un entorno del punto £ 
(para demostrar que es continua nos basamos en que f (2) y f* (z) 
toman valoros reales iguales en los puntos del segmento y) y es 
analítica en cada uno de los semicírculos en los qua esto círculo se 
divide por el eje real. 

Del teorema de Morera se deduce quo la función Y (z) es analítica 
en todu el circulo considorado. En efecto, cualquier triángulo A 
perteneciente al círculo, o pertenece por completo a uno de los semi- 
circulos, o bien tiene puntos frontera comunes con el cje real, o bien, 
finalrmento, se corta por el eje real en dos polígonos convexos, uno 
de los cuales pertenece a un semicirculo y el otro, al otro semicírculo. 
Como en los dos primeros casos la función F (z) es continua en el 
triángulo cerrado A y es analítica en el interior del mismo, y Cn 
el último caso es continua en cada uno de los dos polígonos cerrados 
siendo analítica on cl interior de los mismos, resulta, según la ob- 
servación hecha al teorema integral de Cauchy (véase el tomo !, 
cap. 3, pág. 227-228), quo la integral de P (z) sobro cada uno de 
estos circuitos es igual a cero. Por ello, también resulta igual a cero 
la integral sobre todo el triángulo A, independientemente de su 
posición, y, por consiguiente, la función F (z) es analítica cn el 
entorno considerado del punto Eo. 

Con esto se termina toda la demostración. 
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Señalemos un corolario importante del principio de simetría, que 
también se puedo considerar como una generalización de oste principio. 

Supongamos que en el enunciado del principio de simetria, y y U 
son unas curvas analíticas regulares (que, particularmente, pucden 
ser arcos de circunferencias o segmentos de rectas), y que se conservan 
las demás condiciones impuestas a la función Í (2) en el recinto G (o sea, 
que es Continua en el sentido generalizado de la palabra en el con- 
junto d + y y es meromoría en el recinto G). Entonces f (2) puede 
prolongarse analiticamente a través del arco y; con más precisión, todos 
los puntos del arco y en los cuales f (z) 4 oo, son para f (2) puntos 
regulares. 

Demostración. Siz=12(1 (u << Pp) es la ecuación 
do la curva y yw = A(T)(A < T < B) os la ecuación de la curva T, 
entonces mediante las transformaciones 1 =27? (2) y 7 = A“! (uu) 
los entornos de los puntos Z¿ = 4 (tp) y Wa. = A (To) se transforman 
biunívoca y conformemente en recintos que contienen a los puntos 
to y To. y los arcos y y I', que están situados en los entornos indicados 
y pasan por zo y Up, se transforman en segmentos del eje real que 
contienen a Jos puntos t, y To. Como resultado, la función w = f (z) 
sc transforma en la función 7 = A7HÍA (€), definida en cierto recinto 
g, en cuya frontera figura un segmento alcanzablo Ó del ejo real 
del plano t; además, esta función es continua cn g + Ó, cs mero- 
moría en el recinto g y toma valores reales en 6. En virtud del prin- 
cipio de simetría, la función A-fA (() es analítica en cierto entorno 
del punto £,: por ello, la función 


F (2) = A (A71fA) 47 (2) 


cs analítica en un entorno del punto zp y en la parte de este culorno 
quo pertenece al recinto G coincide con f (2). De aquí se deduce lo 
que se afirmaba. 

En particular, si, cumpliéndose las condiciones anteriores f (2) 
se anula en el arco analítico alcanzable y, entonces la función es idén- 
ticamente igual a cero (ésto es un caso muy particular del teorema 
frontera de unicidad de N. N. Luzin e I. 1. Priválov, que generaliza 
el resultado obtenido en la pág. 213). En efecto, en este caso, según 
lo que acabamos de demostrar, f (z) cs regular en los puntos del arco 
y, y cada punto de este arco es un punto de acumulación de los ceros 
de la función f (2). 

Mediante lo demostrado en este apartado, resulta la siguiente 
proposición de la teoría de las transformaciones conformes: 


Teorema. Si forma parte de la frontera de un recinto simple- 
mente conezo G algún arco analítico regular alcanzable y, entonces 
la función w = f (2) que transforma conformemente G en un círculo 
o en un semiplano, puede prolongarse analiticamente a través de y 
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desde el recinto d que es adyacente a y, está limitado por una curva de 
Jordan y pertenece a G. En otras palabras, todos los puntos del arco y, 
en los cuales f (2) y co, son regulares para f (2) respecto del recinto d. 


Este teorema se despronde inmediatamente de la proposición 
precedente y de que la función f (z) es continua en el conjunto cerra- 
do d, es analítica en el recinto d y Loma on y unos valores que están 
situados en una circunferencia o en cl eje real. 

7.2. Apliquemos el principio de simetría a la construcción de 
una función que transforme conformemente el semiplano superior 
en un poligono arbitrario. Supongamos primero que el poligono 
G del plano z es un recinto, limitado por una curva cerrada de Jordan 
y que está compuesta de rn Jados rectilincos: los lados del polígono. 

Deosignemos Con Z;, Za, » . ., £n los vértices del polígono, dis- 
puestos en el orden del recorrido positivo, y sean «¡T, LgT, 

« «, Gnit los ángulos correspondientes. Los números a; (j = 1, 

., 2) son positivos y menores de dos. Sea 3 = P (o) y una función 
que transforme conformemente el serniplano superior Re w > Ú en 
el recinto G. En virtud del teorema conocido (ap. 3.6, cap. V), 
osta función es continua en cl semiplano cerrado y establece una 
correspondencia biunivoca y bicontinua entre el eje real y el circui- 
to y. Sean as, ..., 4, las preimágones de los vértices del polígono. 
Se puedo suponer que todos estos puntos son finitos. En efecto, si, 


por ejemplo, a, = oo, la transformación w” = : 


1 
, donde a es un 
— Y 


punto del oje real, distinto de ay, . . ., a,. transforma el semiplano 
superior en sí mismo y la función z = q (w) en z = q” (w"); además, 
para la última transformación del semiplano en el polígono las 
preimágenes de todos los vértices del polígono son finitos. Basándose 
en el principio de simetría (ap. 7.1), aplicado a la función z = q (w) 
y a los intervalos (a,, az), , la,, a1) del eje real (uno de los 
cuales contiene al punto del infinito), sacamos la conclusión de que 
para q (10) todos los puntos del eje real son regulares, a excepción, 
posiblemente, de los puntos a, (¡=1,2...., n). 

Describamos una circunferencia con el centro en el vértice del 
polígono z;, de un radio tan pequeño que no haya on su interior 
otros vértices del polígono. La circunferencia separa del recinto G 
"nm sector circular con el centro en el punto z; y medida Qa;x. 

Transformemos este sector cn un semicírculo con el centro en 
el origen de coordenadas ediante alguna de las ramas uniformes 


de la función ¿=(2 — 2) % . Entonces la función t = [q (w) — 
í 


— 21% = q, (w) realizará una transformación conforme de cierto 

recinto gy. pertenecionte al semiplano superior y cuya frontera con- 

tiene un segmento del eje real, en un semicírculo del plano t. Esta 
x= 
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es biunívoca y continua en el recinto cerrado, transformándose en el 
diámetro del semicírculo el segmento del eje real. Aplicando el 
principio de simetría al recinto y, y a la función q, (10), hallamos 
que la función 2 = q, (w) es analítica en un recinto que contieno 
al punto w = a, transformando a éste en un entorno del punto t = (0. 
Así. pues, q; (w) posee en un entorno del punto w = a; un desarrollo 
de la forma 
Py (w) =4Aj(w—ajs)-] ..., donde A; =30U. 

Por ello 


a; o 

p (uv) =2,+[9, ()1 ?=2,+(u—aj) *1B)4C,(wW—a)+...], 
donde BP, 40. 

Vemos, pues, que w =a, es un punto de ramificación para 
p (w), de orden finito si a, es racional y de orden infinito si x, es 
irracional. Teniendo en cuenta que q (w) no posee otros puntos 
singulares más que los hallados, obtendremos ahora la expresión 
analítica de esta función. Con este fin, derivemos dos veces el de- 
sarrollo hallado de la función q (w). Obtendremos: 


aj—1 g 
p (w)=Bja,(wu—ajy ? +C,(0/+ 1) (wu—aj) ++. 


e (0) =B 9 (0, 1) (ea 740, (a) a (ape + 
De aquí que ; 

q) 1 

q" (um) " m—a; 
> la tiene polos simples en los puntos a; con 
log residuos iguales a 2, — 1. Esta no tiene otras singularidades 
más, puesto que todos los puntos del plano finito, distintos de aj, 
son regulares para q (w) y en ellos p" (wi +0 (por ser univalente 
la transformación z = q (w) en un entorno de tal punto). En el 
punto del infinito la función q (w) también es regular y en un en- 
torno e este punto la transformación z = q (w) es univalonte. 
Por cilo 


es decir, la función 


p (w) = Do+ Sn da a --(D, € y, 
, D, 2D 
P (a) Le 0. (u) == + 
y 
pom 2, 
q (w) 7 w Toe ? 
de donde se deduce ay w= ooo es un punto regular para AO) d 


—4 ” 
Restando la suma 2 == de. obtenemos una función 
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que es analítica en todos los puntos del plano ampliado, es decir, 
una conslante (del teorema de monodromia se deduce que es uni- 
forme). 

En resumen, 


" de aj—t 
=D E =C, 
de dondo Mi 
eto =0, |] (00 J77 
y 
w Tr 
¿=p (0) =C, | TI (ray? dr+Co, (7.2:1) 
vo j=i 


donde vw, es un punto cualquiera del semiplano superior o del eje 
real, 

Esta es la expresión analítica de la función buscada. La fórmu- 
la obtenida se llama fórmula de Christoffol—Schwarz. 

Veamos dos ejemplos particulares. Seca primero el recinto G un 
triángulo. Entonces los puntos a,, 42 y as, quo son las preimágenos 
de los vártices del triángulo, pueden darse a priori, cuidando de que 
se cumpla la condición necesaria de que los recorridos scan iguales. 
(Si las preimágenes de los vértices son unos puntos cualesquiera 
2,, , y a, es suficiente aplicar una transformación homográfica 
del semiplano sobre sí mismo para pasar a log puntos a,, az y 43). 

La fórmula (7.2:1) toma aquí la forma 


z=Q (0) =C, j (Y ay (1— a) 27" (tr — aa” dr+ Cr, 
3 uu 


Pura calcular las constantes Cy y C2 hacemos t=a, y W=4,. 
Resultan las ecuaciones: 


a. 
J 


a j ray ray may ars (1,2) 


wo 


de las cuales se pueden hallar €, y Co. 

Obsérvese que para la función subintegral ticne que elegirse 
alguna rama uniforme en el semiplano superior. Los valores en los 
puntos del ejc real se determinan mediante la prolongación analítica 
O, lo que es lo mismo, basándose en razonamientos do continuidad. 

Si G es uu cuadrilátero, ya no se pueden asignar arbitrariamente 
las preimágenes de todos los cuatro vértices. Eligiendo arbitraria- 
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mente tres de ellos (conservando el orden del recorrido), obtenemos 
para la determinación de las constantes C,, C2 y la preimagen a, 
dol cuarto vértice las siguientes ccuaciones: 


a 
J 

a —1 E, 1 U—1 QQ, S 

2=C, j (r—a;y) *  (r—azg*? "(r—ay)? (r—a)* due C, 
wo 


(G==1, 2, 3). 


En éstas una de las tres incógnitas figura bajo el signo integral 
en una combinación bastante complicada.: Cuando el cuadriláteco 
considerado posee un eje de simetría, estas ecuaciones pueden expre- 
sarse en forma simétrica. Supongamos, por ejemplo, que G es el 
rectángulo —a <x<a, 0<y< Pf. Debido al teorema de exis- 
tencia de Ja transformación contorme, el rectángulo U <zx <«w, 
0<y<f se puede transformar conformemente en el primer cua- 
dranto coordenado y, además, de tal modo que el punto 2 = ( se 
transforme en el origen de coordenadas. el punto z = a en el punto 
4 y el punto z = fi en el punto del infinito. El homólogo del punto 
2 =0 + fi tiene que ser un punto situado en la parte positiva del 


eje real entro 1 y co. Designémoslo mediante z , donde 0 <k< 1. 


Aplicando el principio de simetría (ap. 7.1), al rectángulo 0 <x < 
<a 0<y<f y a la función que realiza la transformación halla- 
remos que esta misma función (prolongada analíticamente) trans- 
forma el rectángulo inicial € on el semiplano superior y sus vérticos 


en los puntos +1, E. 
Observando que en el ejemplo considerado a, = 4 = Ay = 
= 4 = y obtenemos la siguiente expresión para la función que 
roaliza la transformación: 
y a 
a | (1—1) * (1-3) 


0 


> -: sl 
(+) (041) dt 4 Ca. 


tw 


; dt 
== , NA A C » 
] vVa—»a—a +er 


En el ap. 1.2 del cap. V ya nos encontramos con esta fórmula. 
7.3. Para las aplicaciones es necesario extender el resultado del 
apartado precodente a los polígonos más generales dol plano ampliado 
que están limitados, por lo general, por curvas que no son de Jordan. 
Sea de nuevo G un recinto limitado por una poligonal cerrada, 
compuesta de una cantidad finita de lados rectilíneos (que pueden 
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ser segmentos, rayos ou rectas enteras). Se admiten lados múltiples, 
recorridos más de una vez al hacer un recorrido simple del contorno, 
En la fig. 78 se mucstran ejemplos de polígonos paran =4, 2,3, 4 
(n es el número de lados que forman el contorno). Ahora los ángulos 
AT, .. ., Ayu de los polígonos pueden tomar también valores 


a) n=/ semiplaro 


_. 


A =4 plano con dos cortes 
b) n=2 plano con un corte ejn=4 p rs 


A 
E e, e. SS SES 5 , 
o es sos 


f)n=4 plano con aos cortes 
paralelos 


FIG. 78. 


nulog y valores iguales a 21. Si z = co es un punto frontera del 
recinto G, convendremos en considerar a este punto, en todos eslos 
casos, como un vértice del polígono, atribuyendo a todos los ángulos 
con el vértice on dicho punto valores negativos (si éstos no son 
iguales a cero). Por ejemplo, el polígono a) de la fig. 78 posee sola- 
mente un ángulo con el vértico en el punto del infinito, igual a —x; 
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el polígono b) posee un ángulo con el vértice finito, igual a 2 1. y 
un ángulo con cl vértice en el punto del infinito, igual a —2x; el 
polígono c) posee dos ángulos con los vértices en el punto del infini- 
to, ambos iguales a cero, etc. 

El lector pueda comprobar fácilmente que para cada polígono 
representado cn la figura la suma de los ángulos es igual a (n — 2) zu, 
donde n es el número de lados del polígono. A continnación se verá 
que así tiene que ser, siempre que el punto dol infinito no estó situado 
en el interior del polígono. 

Domostremos que on el caso considerado ahora la función z = 
= «( (w) que transforma el semiplano en un poligono, se determina 
por la fórmula anterior (7.2:1). La demostración es completamente 
semejante a la realizada en el ap. 7.2. Es nuevo solamente ol caso 
de ángulos con el vértice finito de magnitud 2x1, y el caso de ángulos 
con el vértice en el punto del infinito. En el primor caso, a, = 2 
y la preimagen a; del vértice correspondiente es un punto regular 
para la función z = q (w), puesto que el desarrollo de esta función 
en un entorno del punto w = a, tieno la forma 


p (1) =2/+ B;(w—0)24C,(1—ajy+... 


J21 segundo caso necesita un cxámen especial. Supongamos pri- 
mero que el ángulo con el vértice en el punto z = oo está formado 
por dos rectas (o rayos) no paralelas. Entonces, de acuerdo a lo 
convenido, éste se mido por un número negativo ay: 0 > 1; => — 2 

] 


(a; > — 1). Aplicando la transformación auxiliar ¿ = 2%, trans- 
formamos de nuovo el recinto gy G, contenido entre los lados 
que forman el ángulo considerado y situado fuera de ciorto círculo 
con el centro en el origen de coordenadas, en un semicírculo con 
el centro en el origen de coordenadas. Los razonamientos que siguen 
y cl resultado no se diferencian en nada de lo anterior. 

Supongamos ahora que el ángulo con el vértice en ol punto z = oo 
está formado por dos rectas (o rayos) paralelas. Aquí son posibles 
los casos: 

1) los lados del ángulo están situados en una misma recta; enton- 
ces el ángulo o es igual a —x (fig. 78, a), o es igual a —2x (fig. 78, b): 

2) los lados del ángulo están situados en dos rectas distintas; 
entonces el ángulo o es igual a cero (fig. 78, c, d y f), o cs igual 
a —n (fig. 78, e), o es igual a —2x (fig. 78, f). 

En el caso 1) los razonamientos son los mismos que para lados 
no paralelos (la transformación t=z"! o t= 273). 

Examinemos el caso 2), y supongamos primero que a, = 0; on- 
tonces, mediante un segmento de recta perpendicular a los lados 
del ángulo, desprendemos del recinto G una semifranja g y, después, 
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la transformamos en un semicírculo con el centro en el origen de 
coordenadas, de tal modo quo el homólogo al punto del infinito sea 
el origen de coordenadas. Esto puede conseguirse mediante la trans- 
formación t=e*“?, donde Cz toma en la línea media de la semi- 
franja valores reales negativos. De un modo semejante a lo anterior, 
hallamos que £ =exp[Cq (w)] =f (w) es una función analítica 
en un entorno del punto a; (que es la preimagen del vértice consi- 
derado del ángulo), y que f (u) posec un desarrollo de la forma 


f (w) =A (w—4ay) + B(w—a)?+. 


donde A 30. 
Derivando la igualdad exp[Cp (w)] = / (w) dos veces respecto 
de w, obtenemos: 


C exp (Co (w)] y” (w) =4+28B (Waj+..., 
E? exp [Cp (2)] [9 (10) +C exp [Co (10)1 y” (w) =2B +... 
de donde 


0 AT+2B (Wa +... 1 
sd PA TENE pe 
pu) 2B+... Sri: 
Cp AF2R(W=ap4 >... 0 
] 
pr) 2 1 
pi =(D+. (5 w—aj; == 20" 


Mewos halludo que as . S tienc en el punto a, un polo simple corr 


el residuo — 1 = a; — 1; el resultado es el mismo que en el caso 
de un ángulo con el” vértico finito. 

Supongamos ahora que a; = — x (fig. 78, e). En este caso sepa- 
ramos la parte del recinto G que esiá contenida entro los lados del 
ángulo en cuestión y un arco de una circunferencia (en la fig. 78, e 
esta parte está doblemente rayada) y despues, mediante la trans- 
formación lineal antera [ = Cz + D la transíormamos en el re- 
cinto representado en la fig. 79, a). Después mediante la función 
¿=1' Fe" (véase el ap. 5.7, cap. TI) transformamos el recinto 
obtenido en un recinto de la forma b), fig. 79, y, finalmente, mediante 
i=e-" lo iransformamos en un recinto de da forma c), fig. 79. 
Reyulta una función £ = f (w) que posee en un entorno del punto a; 
un desarrollo de la forma 


f (w) =A (w—a)+B(w—a)?4 ..., 
donde A +0. Derivando dos veces me rolación 


Co (u) + D -= O] — Ln f (w), 
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respecto de w, se obtiene sucesivamente: 


a A A 
NN TE TN E 
tt 2 
Co) 
de donde 
gm 2 
p” (1) wa 00 
es decir, la función 7 z tiene en el punto a, un polo de primer 
orden con el residuo igual a — 2 =aj¡— Í. 
Supongamos, finalmente, que a; = — 21 (fig. 78, f). Separamos 


la parte del recinto G que está contenida entre Jos lados del ángulo. 
(6) 
(2) 


L _—i 
2) é b) E) 
FIG. 79. 


y un arco de una circunferencia (on la figura esta parte está doble- 
mente rayada); después la transformamos mediante la función lineal 
entera ¿ = Ez + D en un recinto de la forma a), fig. 80; el recinto 
obtenido lo transformamos mediante la función [ =1' + e* en un 
ly. 
recinto de la forma b), fig. 80, y, después, mediante l =e as lo: 
transformamos en un recinto de la forma c), fig. 80. Obtenemos de 
nuevo la función 


i=f(w0) =A (a) Ber ajit... (4 40), 
la cual satisface a la relación 


Cp (u)+PD = —2¿Lof(w, 


_ A 
[7 (10)12 
de donde, de un modo ordinario, hallamos: 
* (un) 3 
E — a 


Y (ww) w—aj; 


pre), | 
tiene en el punto a; un polo simple 
Pp" () E A E 


con el residuo igual a — 3 = a, — Í. 


o sea, también en esto caso 
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Así, pues, la preimagen a, de cualquiera de los puntos zy, del 


polígono es, en todos los casos posibles, para la función o un 


polo simple con el residuo igual a a; — 1. Por ello, para q (w) se 
verifica la fórmula (7.2:1). 

Obsérvese que de 02) es una función racional, cuyo residuo res- 
pecto del punto del infinito es igual a 2 (véanse los cálculos hechos 


El 


FIG, 80, 


en la pág. 569). Como la suma de todos los residuos de una 
función racional es igual a cero, resulta 


A (2 ;— 14 2=U, 
j=t 
de donde 


3 


aj=n—2. 


ll 
palio 


j 

Por lo tanto, la suma de los ángulos de cualquier polígono de 
qn lados del plano ampliado, que no contenga en su interior al punto 
del infinito, es igual a (n — 2) ax. 

Claro, este resultado puede obtenerse geométricamente de un 
modo elomental. 

No nos queda más que considerar la transformación del semi- 
plano en un polígono que contenga al punto del infinito. 
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(p” (u) 
>" (ue) 
los residuons a; — 1 en todas Jas preimágenes de Jos vértices del 
polígono. Pero a estos 1 puntos singulares se agregan otros dos más; 
el punto f3 del semiplano superior que es la preimagen del punto del 
infinito y el punto $ conjugado con éste. Como la transformación 
3 = q (w) es univalente, el punto f es un polo simple de la función 


o (5) y ésta posee en un entorno de este punto un desarrolto de la 
forma 


En este caso la función 


lione de nuevo polos simples con 


p (uu) = A Hs.. 


J > A q” (un) . « 
Por esta razón, para *, obtenemos: 
4" (u) 
q” (1) E 2 


— 


yr (un u— f) aa 


En virtud del principio de simetría, aplicado a la función q (vw), 
cualquier rama uniforme de esta funeión en el semiplano inferior 


tiene que tencr también en el punto f un polo simple. Por ello, 


q” (5) E 
LU posee en un entorno del punto fí un desarrollo de la forma 


q" (1) 
E A 
q (12) 19m $2 
Confrontando los resultados obtenidos, hallamos para = o 
una expresión de la forma 
“a 1 
CS A, a A O 
q (10) 05 2 va —p w—f 
de donde, después de una doble integración, resulla: 
de 1 
Ww ]] (T—ap) 7 
rl ' ml ; 
¿== q (ue) = €, ¡ A (7.31 
Pe 


Y 


Por lo tanto, las fórmulas por las que se realiza la transforma- 
ción conforme del semiplano en un poligono, son de forma distinta, 
según que z = oo sea un punto exterior o frontera del polígono 
(fórmula (7.2:1)). o sea un punto interior del mismo (fórmula (7.3:1)). 
En el último caso, al examinar la suma de los residuos de la función 

$ 
122 sacamos la conclusión de que A (a, — 1) —4 1 2¿=0, de 
+=1 


3i—12:34 


| 
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donde 3 Aj =R V 2, o sea, la suma de los ángulos del políguno 


es igual. a (n + 2 
Ambas o fueron obtenidas con la suposición de que las 
preimágenes de todos los vértices son puntos finitos. Si se quiore 
llevar al infinito alguno de los vértices, por ejemplo z,, es suficiente 
aplicar la transformación auxiliar del semiplano superior sobre sí 
mismo: 
, 1 


lo — O yea 1) (4 1 
7 o: A 


La fórmula (7.2:4) toma la forma 


as 
w 
a.—1 ] 
2=C | Tay a+ Cs, 
wo  j=l : 
o bien, haciendo la sustitución bajo ol signo integral T=04—37! 
n 
w” n _ y (a —1) 
: a, —1 ¿ dr” , 
O 
1 j=a1 
tp. 300 
vn 
AB O 
CN I] (1 —aj) ? di Cs. (7.3:2) 
ps j=1 
a 
Aquí so ha tenido en cuenta que 2 (2; —1) — —2 y se han desig- 


nado con «; los números bios: cuales son las preimágenes do 


los vértices del polígono, después de haber realizado la transforma- 
ción w“= 


. 5) . Vemos, pues, que cuando el punto del infinito 
n 


es la preimagen de uno de los vértices, la fórmula para la función 
que realiza la transformación conserva su forma anterior y sola- 
mente disminuye en uno Ja cantidad de factores bajo el signo inte- 
gral (falta el factor que corresponde al vértice con la preimagen 
infinita). También se obticne un resultado similar para un polígono 
que contenga en su interior al punto del infinito. Con más precisión, 


efectuando. la sustitución w=—>, hallamos: 
Lim a 1 
u* LU (t-=-a;) Í 
=> ) A A deu Cr. 7.3: 
(——B")2 (1—B")2 d e 
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Señalemos también las fórmulas para transformar el círculo uni- 
dad en un polígono. Para obtenerlas, es suficiente transivrmar el 
semiplano en el círculo | ¿| < 4. 

Si y es un punto arbitrario del semiplano superior, entonces se 


p— a 
puede obtener Lal transformación en la forma ¿> —Y. En el caso 
w— Y 


de un polígono para el cual z -- co no os un punto interior, rosal la: 


v— Y 
E” he 
2=C, ' 1] (t—a)y) 2 "dr .< Ca. 
wo juel 
o bien (después de hacer la sustitución t= 15 bajo cl signo 
integral) 
5 2 A 
O (7.3.4) 
lo feet 


Aquí So es un punto cualquiera del círculo unidad cerrado, y d;. ... 

as son los puntos de la circunferencia unidad gue son Jas ima- 
genes de los vértices del polígono. Si z = oo es un punto interior 
del polígono, huscamos una transformación del círculo | |<: 1 
en el poligono que Jleve el centro del círculo al punto del infinito. 
Con este fin, agregamos a la transformación (7.3:1) la transformación 


ei 


E — 


2 y (lespués de unos cálculos sencillos, teniendo en cuenta 


n 
o. y 

la relación >aj=nm-- 2, obtenemos: 
i=1 


E , : 1 : *s pe 
2=0 Y A A. (7.3:5) 
£o j=1 


7.4. En este apartado ilustraremos con ejemplos las fórmulas 
de los apartados precedentes. Ocupémonos primeramente de Ja 
transformación del semiplano en los polígonos representados en la 
figura 78. Dejando de un lado los recintos a), b), c) y d), para Jos 
cualos la iranslormación es hien conocida (el lector puede aplicar 
aquí como ejercicio la fórmula (7.2:1) o (7.3:1)), detengámonos en 
los recintos e) y f). Supongamos que uno de los rayos que forman la 
frontera del recinto e) va por eje real en dirección positiva desde 
el punto z,, y el otro, por una recta paralela en dirección negativa 
desde el punto z, + ih. Los vértices del polígono por orden son: 
00, 24, 00, 2 + ih, y Jos ángulos correspondientes son iguales a —x, 


37* 
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211, —T. 211. Insistamos en que sean imágenes de estos vértices los 
puntos siguientes del eje real: (, 1, oo, a (a es un número real itegati- 
vo). Entonces Ja función que transforma el semiplano Superior w 
en cl poligono considerado $e expresa según la fórmula (7.3:2) en la 
forma siguiente: 

tu 


2.0" ¡ T3(1—1) (1—a) dra C,-- 


Yo 


=Cw— (a 1) € Lnw—aC"w! -- C”. 


En esta [órmula es suficiente Lomar una de las ramas de Ln w 
en el semiplano superior (el paso a otra rama influye solamente en 
el valor de (5), por ejemplo, In vw; entonces obtenemos: 


¿=Clu— (a 19€ Inw—aCl'w!1-+C”"., 

Fácilmente se observa que €” y €” tienen que tomar aquí valores 
reales. ón efecto, cuando 0 recorre el intervalo (1, 00) el punto z, 
en virtud de las suposiciones hechas, tiene que recorrer el tado 1 
situado en el eje real. Sean uv y 10” dos puntos del intervalo (Í, 00) 
y sean z y 2” los puntos que les corresponden en el lado 1; entonces, 
de las ecuaciones 

2? —Jw'—(a 4) Int —awv 04€, 
2" — fu” — (e -/- 4) 1n w— auw”*] EC? =- C” 
obtenemos para C” y C” valores reales. Para calcular realmente 
los valores reales (”, C” y a, tenemos dos ecuaciones: 


eE ACCES, y h=C'a—(a 11)€ Ina—=C"- (”, 
de donde, observando que Ina= En Ja]-.- ¿x, hallanios: 
=> C* —aC' “y GC”, Lo => C'a enzo (a — 1) C' In | rl | — (7! —| C”. 
h= —(a | 1) C'x. 


Por consiguion le, 


r E A »w A E h (1—0a) 
ETE 
h ia h 
2) Pda ON A — a 
<a n Fa? p Inja| La Li. 


Kesolviendo la última ccunción respecto de a, determinamos 
después de esto los valores de las constantes C” y C”, con lo cual 
se termina la resolución dol problema. 

De un modo similar se resuelve el problema de Ja transformación 
del semiplano superior en el recinto f) de la figura 78. Aquí tos 
vértices son los puntos X,, 00, 2 — ih, oo, y los ángulos correspon- 
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dientes son: 211, —2:1, 211, O. Tnsistamos en que sus preimágenes sean 
Jos puntos b, oo, —1 y 0 (bd > 0). Entonces por la fórmula (7.3:2) 
obtenemos: 


w 
2-0 | (1— dy (04 4) 17 dt -C,¿= 
00 
=C [ = —(b—1)w—b10 w] e E 


Observamos de nuevo que C” y C” son números reales, y para 

determinar las incógnitas (*, C” y b obtenemos las ecuaciones: 
107 h2 e , 
r,=C [—(6—1)0—5 lb] 40 ta bih= 
=(* [$-- (0b— 1) —h Yn (-- 1) ] Lía 

o bien, 

> h ES h(2b— 1) bh h h 

( == — — = lu + - A = LI, — 

y da de E ad 


Resolviendo la última ecuación respecto de 5), calculamos des- 
pués €” y C”, con Jo que se termina la resolución del problema. Ob- 


IN ós 


(2) 


Y 
> 


á A (€) 


Y 


SN 


FIG. 81, 


sérvese que cn cada uo de los dos ejemplos considerados la existen- 
cia de raíz de la ecuación trascendente, negativa en el primer pro- 
blema y posiliva cn el segundo, se deduce de Ja existencia misma 
de la función que realiza la transformación, por lo cual no se nece- 
sita una demostración especial. 

Como último ejemplo, consideremos el polígono representado 
en la figura 31. Su frontera consta de 2n segmentos roctilíneos que 
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parten del origen de coordénadas formando ángulos iguales entre 
si. Como cada uno de ellos se recorre doblemente al recorrer el con- 
torno del polígono, nos encontramos con un polígono de 4n lados. 
Se pide transformar el círculo unidad | £ | < 1 en este polígono, 
de tal modo que ol punto £¿ = 0 vaya al punto del infinito. 
mi 


Escribamos los vértices de este poligono en su orden: 1, 0, e”, 
2 (2n-—1) at 


A Y AA ” , 0. Los ángulos correspondientes son: 
y T a 142 T . . 

E Ms 2 + Com probemos que sus preimágenes en 
la circunferencia tienen que ser los vértices de un polígono regular 
de án lados. En efecto, debido al teorema de existencia, el scctor 


circular AB'O; de amplitud S se puede transformar conformemente 

l 3 
cn el ángulo 40B de tal modo que los puntos U, 1 ye 2% vayan 
a los puntos oo, 1 y O, respectivamente. Aplicando el principio de 
simetría a la función z = q (€) que realiza la transformación y al 
recinto A*B*0;, hallaremos que la misma función (prolongada anulí- 
ticamente) es analítica en el sector 4'B*C” de amplitud doble y que 
transforma este sector en el ángulo AOC, de tal modo que los radios 
15" A* y B'C” se transforman en los rayos AB y CB, y el arco A'O;C” 
se ¿transforma en la poligonal de dos lados AOC. Aplicando cel prin- 
cipio de simetría a la función z = q (£), al recinto 4B'C” y al 
segmento B'C”, y después a la misma función, al recinto C'P'D' 
y al segmento BD”, etc, hallaromos que la función «q (5) se prolonga 
analíticamente a todo el círculo unidad (en el origen de coordenadas 
ésta tiene un polo) transformando a éste conformemenlte en el polí- 
gono dado de 4n lados. En esta transformación las preimágenes de 
los vértices del polígrono son los vértices de un polígono regular de 4n 
lados inscrito en cl circulo unidad. 

Empezando a buscar costa función, observemos que ésta puedo 
obtenerse directamente cfectuando la transformación indicada ante- 
riormente del sector circular en el ángulo. No obstante, como ejer- 
ciclo, aplicaremos la fórmula (7.3:5). Cono las preimágenes de los 


vérlices, por orden, comenzando desdo la preimágen del vértice A, 
ni ¿mi _Cn—i) ai 


son los puntos 1, € ?2R.,e TM, .,.. € 21 esta fórmula loma 
la forma 

E e A LI 
A Va) te enn (re )(r—e 21)? eS 
1 


_ (2m—2)2xt (2n—dywi 4 L dr 
de (1—e 2n (T—e 2n y — — paz 
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t 

1 

E Ea El 
E EA e NOR 


1 
No queda más que determinar las constantes. Con este fin, 
Ji 


hacemos E=1 y ¿=e ?n; obtenemos las ecuaciones: 
t 


12=2*C.4Cs 0=C5 


Definitivamente, la función que realiza Ja transformación 
se puede expresar en la forma siguiente: 


dl 
[rn]. 


Puede obtenerse el ruigmo resultado de otra mancra. Mediante 
la transformación 2,=2" convertimos cl plano cn una superficie 
de Riemann de rn hojas, y el polígono considerado en un recinto 
situado en esta superficie, con la frontera compuesta de 2n segmentos, 
cada uno de longitud igual a 1, los cuales se proyectan alternadamente 
sobre los segmentos |0, 1] y [—1, 0] del eje real. 


Aplicando la transformación 2, =2 (22 + 23%), transformamos 


esto recinto en el círculo unidad de nr hojas (so debe tomar aquella 
rama de la función z2 = 2, +VYz — 1 que se anula en el punto del 


1] . . e . .+4 n 
infínito). Finalmente, mediante la transformación £ = f/ z¿ envo)- 
vemos el círculo de rn hojas en ec) círculo unidad de una hoja. 


Es obvio que Jas transformaciones 2, = 2”, 2, =>+ (Zo + 27) 


ny — ó 
y E=Y Zz2, efectuadas una tras Otra, son equivalentes a la sola 
transformación 


=> 
=[7645)]” 


$ 8. FUNCION; MODULAR. CRITERIO DE NORMALIDAD. TEOREMA 
GRANDE DE PICARD Y RECTAS DE JULIA 


8.1. En este apartado aplicaremos el principio de simetría a la 
construcción de una función importante que tiene numerosas apli- 
caciones leóricas. Señalemos en la circunferencia unidad del plano 
z tres puntos: A, B y C, y unámoslos dos a dos mediante arcos de 
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circunferencias que sean ortogonales a la circunferencia unidad 
(fig. 82). Jistos arcos encierran un recinto G,, que es un triángulo con 
ángulos nulos. Transformemos conformemente G, en el semiplano 
superior tw, de tad modo que los puntos A, B y C vayan a los puntos 
0, 1 y oo, respectivamente; ontonces los arcos AB, BC y CA se con- 
vertirán en los segmentos (0, 1), |4, oo] y [oo, 0) del eje real, res- 
pectivamenle; éstos los designaremos en el orden indicado así: T, 
Il y LL 

Sea w = y (2) la función que realiza la transformación. Aplique- 
mos a ésta y al recinto Gp el principio de simelría. Obtendremos que 


FIG. 82, 


la función y (z) se prolonga analíticamente a través de cada uno de 
los arcos AB. BC y CA a los triángutos de ángulos nulos ABD, BCE 
y ACF. Ea virtud del principio de simetría, los valores que toma 
la función en cada uno do estos triángulos tieneu que pertenecer al 
semiplano inferior y llenan completamente este semiplano. Apli- 
quemos ahora el principio de simetría a la misma función y a cada 
uno de Jos triángulos ABD, BCE y ACF. Hallaremos que ésta se 
prolonga analíticamente a través de sus lados AD, DB, BE, EC, 
CF y AF alos triángulos de ángulos nulos ADK, DBL, BEM, ECN, 
CO y FAP. En cada uno de éstos la función xy (z) toma valores que 
lHenan el semiplano superior. 

Reiterando el proceso indicado de prolongación analítica, halla- 
remos que y (z) puede prolongarse analíticamente a todo el círculo 
unidad. ln efecto, el recinto al cual se ha realizado la prolongación 
aualílica, representa en cada etapa del proceso considerado un 
polírono cuyos lados son circunferencias ortogonales a la cireun- 
terencia unidad. Precisando, al principio se tiene el triángulo ABC, 
luego resulta el hexágono ADBECF, en la siguiente etapa de la pro- 
longación analítica se obtiene el dodecágono AKDLBMENCOFP, etc. 
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Obsérvese que el proceso mismo de prolongación anafílica so 
puede efectuar aplicando el principio do simetría cada vez, no a los 
triángulos, sino a aquellos polígonos en los cuales la función va so 
ha prolongado en Ja etapa anterior. Entonces, después del triángulo 
ABC se obtiene de nuevo el hexágono ADBECF, pero ya en la 
siguiente etapa se somele el hexágono a una transformación de 
simetría respecto de cada uno de sus seis lados, obteniéndose como 


FIG. 83. 


resultado un polígono de 6 + 4-6 = 30 lados (que no está represen- 
tado en la figura). La aplicación del principio de simetría n sus 
lados permite prolongar la función y (z) a un polígono de 30 4-28 x 
x 30 = 870 lados, olc. 

Para demostrar que todo punto del círculo va a pertenecer en 
cierta etapa a extos polígonos, es suficiente demostrar que las longi- 
ltudes de los arcos de la circunferencia unidad, en Jos cuales des- 
cansan los lados del polígono (se tiene en cuenta cada vez el menor 
de los dos arcos con los extremos dados), tienden a cero a modida 
que el número de lados crece indelinidamente. Esto, a su vez, es 
consecuencia de que cada punto de la circunferencia unidad es un 
punto de acumulación para los vértices de los polígonos considerados. 
Supongamos lo contrario; entonces tiene que existir una sucesión 
de arcos encajados (0,) de la circunferencia unidad que unen los 
vérbices contiguos de Jos polígonos, los cuales se contraen hacia cierto 
arco GO que no contiene en su interior a ninguno de los vértices de 
los polígonos considerados. Unamos los extromos del arco g con un 
arco rt que sea urtogonal a la circunferencia unidad, Efecinando la 
lransformación de simotría respecto de T, hallaremos en 6 unos 
puntos A”, B” y C” simélricos a A, B y C (fig. 83). 
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Reflejando los polígonos considerados en aquellos lados suyos 
que se basan en 0,, hallaremos que las imágenes de los vértices 4, 
B y C ostarán arbitrariamente próximos a 4”, B' y C” para n sufi- 
cientemente grando, y, por consiguiente, comenzando desde cierto 
rn en adelanto, al menos uno de los vértices del polígono pertenece 
al arco o (siendo distinto de sus extremos). De la contradicción 
obtenida se deduce que y (2) verdaderamente se prolonga. analíti- 
camente a todo el círculo unidad. Como el recinto es simplemento 
conexo, esta función es uniforme en el círculo (teorema de monodro- 
mia). Por cierto, su uniformidad se debe a que cl poligono reflejado 
está situado cn cada etapa en la parte exterior de la circunferencia 
en la que descansa su lado y, por lo tanto, este poligono y el que se 
vbtiene después de la reflexión, no tienen puntos comunes. De la 
construcción se deduce que y (2) toma infinitas veces en el círculo 
unidad cualquier valor complejo, a excepción de tres valores: O, 1 
y oo. Además, Jos valores del semiplano superior se toman en los 
triángulos rayados y los del semiplano inferior en los no rayados; 
los valores de los intervalos del eje real (0,1), (1, 00) y (—ov, 0) 
se toman en los lados de los triángulos designados por 1, SI y III. 
La fuución w = y (2) determina una superficie de Riemann, la 
cual puede considerarse como compuesta de un conjunto infinito 
de ejemplares de semiplanos superiores e inferiores, de los cuales 
cada semiplano superior (inferior) está ligado con tres semiplanos 
inferiores (superiores) a lo largo de los segmentos I, 11 y III del 
cje rea]. En la superficie construida la función inversa a la dada 
es uniforme y analítica y está acotada en valor absoluto (todos gus 
valores pertenecen al círculo unidad). Esta misma función, consi- 
(terada como función de tw la ésta la designaremos con :w (w)), es 
multiforme y prolongable anaJíticamente a lo largo de cualquier 
curva continua que no pase por los puntos O, 1 y oo. Entre los valores 
que toma w (w) en cierto punto hay uno, y sólo uno, que pertenece 
al triángulo cerrado ABC o que está situado dentro del triángulo 
ADB; a éste lo llamaromos valor principal de u (w). 

Transformando el círculo unidad en el semiplano superior f, 
de tal modo que los puntos A, B y C vayan a los puntos O, 1 y oo, 
respectivamente, el triángulo 4BC de ángulos nulos se transforma 
también en un triángulo de ángulos nulos, representado en la figu- 
ra 84. En este caso la función w = xy (z) se transforma en una función 
w == 4(t), Mamada función modular. 

La función modular es uniforme y analítica en el semiplano supe- 
rior. Esta se caracteriza en que transforma un triángulo de ángulos 
nulos con los vértices O, 1 y oo en el semiplano superior, y lleva 
los vértices 0, 1 y oo a los puntos O, 1 y «o del eje real. Todas sus 
propiedades se deducen de las propiedades de la función w = y (2). 
He aquí, pues, que Ja función modular toma en un conjunto iafinito 
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de puntos cada valor complejo, a excepción de los valores O, 1 y oo. 
Jlos triángulos de ángulos nulos, rayados on la figura 84, se trans- 
forman conformemente mediunte w = A (£) on el semiplano superior 
w, y los no rayados, en el semiplano inferior; Jos lados de los tri- 
ángulos que están señalados con las notaciones 1, 11 y III se trans- 
forman en Jos intervalos del eje real (0, 1), (1, 00) y (00, 0). 
La superficie de Riemann (en el sentido propio de Ja palabra), 
determinada mediante Ja función modular, es idéntica a la superficie 
de Riomann de la función w = y (z). En efecto, una de ellas se 


FIG. 84, 


convierte en la olra mediante una transformación humográfica 
que translorme el círculo en el semiplano. Esta superficie de Rie- 
mann se lama superficie de Riecmann de la fun - 
ción modular. 

8.2. Apliquemos Ja función w (w) del precedente apartado a la 
demostración del teorema pequeño de Picard, el cual se demostró 
en Cl ap. 1.5 del cap. VII sólo para las funciones de orden finito. 


Teorema pequeño de Picard. Toda función entera 
f (2) == const toma cualquier valor complejo finito, a excepción, posi- 
blemente, de un valor. 


Demostración. Supongamos que para una función f (2) 
existen dos valores finitos a y b que ésta no toma. Entonces q (2) = 
o 1 )—2 

b—u 
Por consiguiente, todos los valores de esta función pertenecen al 
recinto en el cual está definida la función multiforme analítica w (1). 
Fijomos una rama uniforme cualquiera de esta última función en 
un entorno del punto wy = q (0). Entonces en este entorno obtenemos 


es una función entera que no toma Jos valores O y 1. 
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un elemento de da función 0 (2), el cual es prolongable analítica- 
menbo a lo largo de cualquier curva continua perteneciente al plano 
finito y, por lo tanto, según el teorema de monodromia, delermina 
una función uniforme y analítica en el plano finito, os decir, una 
función entera. Como ésta está acotada en valor absoJuto (sus valores 
pertenecen al círculo unidad), del teorema de Liouville se deduce 
gue mp (2) = const. Pero esto, a su vez, es posible solamente cuando 
q (2) mm const y, por consiguiente, f (2) = const, Jo cual contradice 
a la hipótesis del Leorema. 

Así, pues, el teorema pegueño de Picard queda demostrado. 

Más adelante completaremos este teorema demostrando que una 
función trascendente entera loma cada valor finito, a excepción, 
posiblemente, de uno, en un conjunto infinito de puntos, 

Del teorema demostrado se obtiene fácilinente una proposición 
similar para las funciones meromorías. 


eorema. Toda función meromorfa fi (2) const toma cual- 
quier valor complejo, a excepción, posiblemente, de dos, 


Demostración. Supongamos que para la función F (2) 
existen tres valores a, b y c que ésta no toma. Si uno de ellos, por 
ejemplo e, es igual a oo, entonces £" (3) == const es una función entera 
que no loma dos valores finitos a y b, lo cual es imposible. Así, 
pues, los números a, b y e son finitos. Formemos la función 

1 
WD (z 
== 
ésta es una función meromorfa que no toma el valor oo, por lo cual 
es enbera y, además, D (z) 8 const, Por otra parte, (Y (2) no toma 


1 1 . .. 
dos valores finitos — e ar Resulta de nuevo una contradicción 


con el teorema ONUCAS de Picard, do donde se deduce que la pro posi- 
ción que se demuestra es cicrla. 

Son ejemplos clementalos de funciones meromorfas con dos 
valores excepcionales las funciones e* (los valores excepcionales son: 
() y 00) y lez (los valores excepcionales son: ¿ y —1). 

8.3. Apliquemos las propiedades de la función w (10) para obtener 
un crilerio suficiente muy amplio de normalidad do una familia 
de funciones analílicas. Recordemos (véase el ap. 1.1, cap. 1V) 
que una familia de funciones (f (2)), uniformos y analíticas en un 
recinto G, so llama normal en este recinto, si de cualquier sucesión 
de funciones (f, (z)) de esta familia se puede extraer una subsuce- 
sión que converge uniformemente (posiblemente, al infinito idéntico) 
en 6l interior del recinto Ce. 


Criterio de normalidad. Para que una familia de 
funciones [f (2)), analíticas en un recinto (, sea normal, es suficiente 
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que existan dos valores finitos a y h que no se toman en este recinto por 
ninguna de las funciones dadas. 


Demostración. Jistá claro que es suficiente establecer la 
normalidad de Ja familia dada en cualquier círculo perteneciente 
a G (compárense los razonamientos expuestos en el ap. 1.1, cap. 1V). 
Esto significa que desde el comienzo se puede considerar que G cs 
un círculo. Sustituyamos cada una de Jas funciones f (2) por y (2) = 


LY Entonces obtenemos una familia de funciones (y (z)) 


que no toman los valores O y 1 en el círculo G. Si se demuestra que 
la familia (q (2)) es normal, de aquí se deducirá que la familia 
[f (2)) también lo es. 

Consideremos una sucesión arbitraria de funciones (L, (2) 
y la sucesión de valores de estas funciones en algún punto z, € G. 
Distinguiremos dos casos: a) £«p,, (20)) posee un punto de acunsula- 
ción distinto de (0,1 y oo; b) ta) punto de acumulación no existe. 
En el caso a). pasando si es necesario a subsucesiones, tendremos: 


lim q, (20) = al), 1, oo. 


H 00 


Fijemos un entorno del punto a ban pequeño que no contenga 
a Jos puntos U, 1 y co, y elijamos en el mismo una rama uniforme 
de la función ( (u), por ejemplo, exigiendo que el valor «w (a) = f 
sea principal (o sca, que pertenezca al cuadrilátero ADBC fig. 82; 
se excluyen de óste los puntos de Jos lados 4D y DB). Como, para 
valores suficientemente grandes de ar, los puntos q, (20) pertenecen 
al entorno asignado, obtenemos en un entorno del punto zy los elo- 
mentos de las funciones analíticas w, (2), donde los valores de w 
pertenecen a la rama clegida. Cada uno de estos elementos puede 
prolongarse «analíticamente a todo el círculo (G, puesto que «p,, (2) 
son funciones analíticas en este círculo y todos us valores pertenecen 
a aquel recinto en que la función e (w) no posee puntos singulares. 
Como rosullado de la prolongación, se obtienen funciones wq, (2 
unjlormes y analíticas en el círculo G, que satisfacen a la condición 
lim 0pn (20) = P. Todos los valores de estas funciones pertenecen 
> 


n>0 

al circulo unidad. Por ello, la *ucesión (wq, (2)) forma una familia 
compacta (véase el ap. 2.1, cap. 1V), es decir, contiene una subsuce- 
sión (09n, (2)) que es uniformemente convergente en el interior 


do G. Sea 9 (2) = had 0Qn, (2); esta función satisface n Ja condición 


9 (20) =B y ¿bo an BI|<1, Q (2) no puede ser una constante de 
valor absoluto igual a 1. Como |0n, (2) | < 1 en el recinto G, 
se tiene | Q (2) | < 1 en este recinto As en virtud del principio del 
módulo máximo: 0 (| <1, 72€ G (si se verificase la igualdad 
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on algún punto del recinto G, seria | Q (2) [ = 1, lo cual, como se 
ha observado, es imposible). 

Consideremos un circulo cerrado K perteneciente al recinto G; 
la función t = 9 (2) transforma este círculo en un recinto cerrado D 
pertencciente al círculo unidad. Por consiguiente, la función w = 
= y (t) es uniformerente continua en D, de donde se deduco que la 
sucesión (x0pn, (2) = En, (2)) converge uniformemente en K hacia 
la función y8 (2). Así, pues, en cl caso a) existe una subsucesión 
(Tn, (2)) de la sucesión (q, (2)) que os uniformemente convergento 
en cl interior de G. 

No queda más que considerar el caso b) en que la sucesión 
fipn (Z0)) no posee otros puntos de acumulación más que 0, 1 y oo. 
Sea 1 un punto de acumulación de esta sucesión. Sin restringir gene- 
ralidad, se puede suponer entonces que Jim Pn (20) = 1. Formamos 

=>00 


la función 
Ln qn (2) +24 
áni 


En (2) = 


asignando a Lno,(z) en el punto 2, el valor principal, do modo 
que * 

lim Ln qa (20) 7 0, 

nodo 
y prolongando analíticamente Jos elementos respoctivos de las 
funciones Ln q, (z) en el círculo G (tal prolongación es posible, puesto 
que q, (2) no Loma los valores O y oo en el recinto G). Como resultado 
te la prolongación se obtienen unas funciones 1), (2) uniformes y ana- 
líticas en el círculo G. Estas no toman en éste Jos valores 0, 1 y oo, 
puesto que Ln q, (2) + — 2xi, 2ti. oo. En el punto zp se tiene: 


lim 1, (20) = 5 0, 1, oo, 


Por lo tanto, se pueden aplicar a la sucesión (p, (z)) los razona- 
mientos expuestos en el caso a), es decir, existe una subsucesión 
(Ya, (2)) que converge uniformemente en el interior de G hacia 


cierta función Y (2). Como ninguna de las funciones Y,, (2) toma 

el valor 1/2 en el recinto G, la función límite Y (2) no tiene que lomar 

este valor, si ésta no cs constanta (osto se deduce del teorema de Hur- 

witz, ap. 3.5, cap. IV). Pero Y (zp) = lim y, (20) = > ; por con- 
h=00 


siguiente, Y (2) ==> . De aquí se deduce que las ramas uniformes 


elegidas de Ln q,, (z) en el recinto G, convergen uniforinemente 
en el interior del recinto hacia 0, y la sucesión de funciones (q,, (2)) 
convergo unifornemente hacia 4. 


$ 5, TEOREMA GRANDE DE PICARD 504 


Si en lugar de la relación lim q, (z) = 1 se cumpliese la relación 


fi=+00 
lim p, (+) =U o lim q, (2) = oo, considerariíamos la sucesión de 
r=<Y$409 NP» 


n (2) 

de éstas son analíticas en el vedinto 7 y no toman los valores 0, 1 
y co. Además, la sucesión de sus valores en el punto 237 converge 
hacia 1. Aplicando a elas el caso particular examinado, hallaríamos 
que (qn (z)) contiene una subsucesión que converge uniformemento 
en cl interior de G hacia O o oo, respectivamente. Con esto se termina 
la demostración del teorema. 

8.4. Apliquemos el teorema del precedente apartado a la demos. 
tración del teorema grande de Picard enunciado en el ap. 3.1, 
cap. IV. 


funciones (1 — q, (2)), o (1 pa ) . Las funciones de cada unn 


Teorema grande de Picard. Toda función analiti- 
ca f (2) toma en un entorno arbitrario de un punto singular esencial 2, 
cualquier valor finito, a excepción, posiblemente, de uno. 


Demostración. Sin restringir generalidad, hagamos 2. = 
= () (20 obtiene este caso haciendo la transformación L —=z — zp 
4 ; 
oí= +) . Supongamos, por el contrario, que f (z) posee dos valores 
excepcionaJes finitos a y hen un entorno | z | < 2? del punto zp ++ 0. 
Construyamos los anillos circulares 


M(F<lu<R). Mlp<lii<z).... 


ÓN 
a Ta <l11<3r) VUE 
con el centro Zo, y formomos la sucesión de funcionos 
z 2 
h)=1(3).--tt0=1 (3) +... 


La función f, (2) toma en el anillo Po los mismos valores que la 
función f (z) en el anillo P,. Por ello, £f,, (2)) es una sucesión de fun- 
ciones uniformes y analíticas en el anillo Fo, las cuales no toman los 
valores a y b, y, por lo tanto, es una familia normal. Extraigamos 
de ésta una subsucesión (f,, (2)) que sea uniformemente convergente 
on el interior de Ty. Supongamos primero que la función límite 
P (2) 2% oo. Entonces el módulo | F' (z) | está acotado en la circun- 


. R e o . 
ferencia |z | =p, FEp< R, y, por consiguiente, las funciones 
(fa, (2)) ostán uniformemente acotadas en esta circunferencia. 
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Isulo significa que la función f (z) satisface a las condiciones 
(2) 1<M, |21=- (k=1,2,...) 


y, por consiguiente, debido al principio del módulo máximo, satis- 
face a la condición 


|f(2)] <M, 0<]2| <p. 


Pero esto es imposible, puesto que z = 0 es un punto singular esen- 
cial de la función f (2). 

Si F (2) = 00, la sucesión de [Íunciones analíticas (pp, (2) = 
en Fr y (E — 
de Po. De «quí, razonando igual que anleriormente, sacamos la con- 


, converge uniformemente hacia cero en cl iuterior 


00 7 1 , ; 
clusión de que la función q (2) = Fon está acotada en un recinto 


de la forma 0< |2 | <p, de donde se deduce que el punto z =0 
es regular para q (2) y, por consiguiente, no puede ser un punto singu- 
lar esencial para Í (2), en contra de la hipótesis del Leorema. El teore- 
ma queda demostrado. 

De éste se desprende el teorema pequeño de Picard con el siguiente 
enunciado más fuorte: 

Toda función trascendente entera [ (2) toma en un conjunto infinito 
de puntos cualquier valor finito A, « excepción, posiblemente, de uno. 

En efecto, si dos valores finitos a y b se toman solamente en un 
número finito de puntos, entonces tiene que existir un entorno del 
punto del infinito en el cual no se toman estos valores, lo cual con- 
tradice al teorema demostrado (z = oo es un punlo singular esencial 
para f (2)). 

I51 lector puede demostrar fácibuente que se verifica un aserto 
más general: 

Una función trascendente f (2) que es meromorfa en el plano finito, 
toma en un conjunto infinito de puntos cualquier valor finilo, a excep- 
ción, posiblemente, de dos. 

Analizando Ja demostración del leorema fundamental do este 
apartado, se puede oblener una proposición más general. Sea, igual 


» 2 . . 
que anteriormente, f, (2) =f (5) ; introduzcamos los anillos 
circulares 


nF<lil<e), lg<ll<g 7) +. a 
Y, (ur dt E 


que se interceptan unos con otros. 
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Demostremos que la familia de funciones (f, (2)) no puede ser 
normal en el anillo T,. Supongamos lo contrario. Entonces Cxisten 
subsucesiones de esta sucesión gue son unilormemente convergenles 
en cl interior de I,, en particular, son uniformemente corvergentes 
en Cl anillo cerrado T (F<lz Is). La función Jímite F (z) 
de cualquiera do las subsucesiones tiene que ser idénticamente infini- 
fa; suponiendo Jo contrario estableceríamos, razonando igual que 
on la demostración del teorema grande de Picard, que Ja [unción 
f (2) está acotada en valor absolnto en un recinto de la forma ( < 
<l|z2| <p, lo cual es imposible. Pero si cualquier subsucesión 
(fm, (2)) que converge uniformemente en T' converge hacia cl inti- 
nito idéntico, de aquí se deduce que toda la sucesión ff, (2)) converge 
uniformemente hacia el infinito en T. En caso contrario tendrían 
que cxistir un número positivo N, una sucesión de puntos (fz,), 
pertenecientes a P, y una sucesión creciente de números naturales 
(na), tales que |fn, (24) |< N. Pero esta conclusión contradice 
a que la subsucesión (fn, (2)) tieno que contener dentro de sí otra 
subsucesión (f,, . (2)) que converge uniformemente hacia co en P. 


Así, pues, de la. hipótesis de que la sucesión (f, (z)) es una familia 
normal en T,, se deduce que £f, (23) converge uniformemente hacia 
el infinito en T. Por ello, para un Y arbitrariamente grando. en los 
puntos del anillo T se verifican las desigualdades | f, (2) | >N, 
si n es suficientemente grande. En otras palabras, 


(5) |> si n 2 vw (WN) y zZET. 


] ] ( R -Í z 
Cuando z recorre el aniJlo 1 (y < ' Is). el punto 37 


recorro el anillo y, (is < <ilil< Su 751) - Los anillos y, 
(n=vw v+41,v +42, ...) se interceptan unos con otros cubriendo 


todo el recinto 0 < | - Por consiguiente, en todos los 


<A T 
2 T 
puntos de este recinto se verifica la desigualdad 
112) >N. 
En otras palabras, 
Jim f (2) = 00, 
2>0 . 
Jo cual, no obstante, es imposible, puesto que z = 0 es un punto singu- 
lar esencial de la función f (2). 

Por consiguiente, hemos demostrado que la (familia £f, (2) 
no puede ser normal en el anillo P,. De aquí se deduce que en este 
anillo existe al menos un punto £ tal, que en cualquier entorno del 
3B123% 
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mismo la familia ff, (2)) no puede ser normal. En efecto, si todo pun- 
to «del anillo T, poseyese un entorno en el cual la familia (7, (2)) 
fucse normal. entonces esta familia sería también normal en P,. 

Sea |z—i¿|<e un entorno arbitrariamonte pequeño del 
punto ¿. Como la familia (f, (2)) no es normal en este entorno, las 
funciones de esta familia on su conjunto toman en el mismo todos 
los valores finitos, a excepción, posiblemente, de uno. Mejor dicho, 
para cualquier valor finito A, a excepción, posiblemonte, de un valor 
Ag, existen funciones fn, (z) de subíndices n, arbitrariamente gran- 
des, que toman el valor A on cierto punto z, perteneciente al entorno 


dado. Observando que fn, (2) =f () y designando E median- 
t 9 k o "R 


te La, obtenemos: 
f (En) = 4. 


Está claro que la sucosión (ff) converge hacia el punto z =0 
y está contenida dentro del ángulo limitado por los rayos que parten 
del punto z = 0 y son tangentes a la circunferencia |z — ¿|< e. 
Como el punto [está fijado y e es arbitrariamente pequeño, obtenemos 
la siguiente proposición: 


Teorema. Para cada punto singular esencial zo de una función 
analítica f (2), existe al menos un rayo que parte de este punto tal que 
en cualquier ángulo, simétrico respecto de dicho rayo, la función f (2) 
toma cualquier valor finito, a excepción, posiblemente, de uno, en una 
sucesión infinita de puntos que converge hacia zp. 


Es obvio que este teoreina cs una precisión del teorema grande 
de Picard. Más exactamente, el teorema «de Picard no dice cómo 
están situados los A-puntos de la función f (2) en un entorno del 
punto singular esencial, mientras que el último teorema afirma que 
para cualquier A, a excepción, posiblemente, de uno, un conjunto 
infinito de A-puntog se agrupa en las proximidades de cierto rayo 
(puedo haber unos cuantos rayos de éstos o incluso un conjunto infi- 
nito). 

12] rayo (o los rayos), cuya existencia demuestra el teorema, 
so llaman rayos de Julia, que es el nombre del científico 
que los descubrió. 

121 caso zg = oo se reduce a] que acabamos de examinar mediante 


la transformación [ = 2 En particular, para las funciones enteras 
obtenemos la proposición siguionte: 

Teorema. Sea f (2) una función trascendente entera; entonces 
en el plano existen unos puntos, distintos del origen de coordenadas, 
tales que en cualquier entorno de los mismos la familia (f (2"z)) no 
es normal. El rayo que parte del origen de coordenadas y pasa por tal 
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punto, posee la propiedad de que un ángulo de magnitud arbitrariamente 
pequeña, simétrico respecto de este rayo, contiene un conjunto infinito 
de A-puntios de la función para cualquier valor finito A, a excepción, 
posiblemente, de uno, 

Como ejemplo, consideremos la función e*. Esta posee dos rayos 
de Julia, dirigidos por las partes positiva y negativa del eje imagina- 
rio. En efecto, si 4 +0, entonces las raíces de la ecuación e? = A 
son: 


24= Ln A=1In|A|+¿arg 4 + 2kxi. 


Supongamos, para precisar, que k cs positivo. Como la tangento 
del ángulo formado por el vector z, y la dirección positiva del eje 
imaginario es igual a A , ésta tiende a cero cuando k 
crece indefinidamente. De aquí se deduce que los puntos z,, comen- 
zando desde uno de ellos en adelante, pertenecen a cualquier ángulo 
fijado que sea simétrico respecto de la parte positiva del eje imagi- 
nario. Para k negativos y para la parte negativa del eje imaginario 
se obtiene un resultado similar. Obsérvese que aqui todos los puntos 
del eje imaginario son tales, que en cualquiera de sus entornos la 
familia fe2"2) no es normal. En efecto, en cada uno de ellos | e2"2 | = 
= 1, mientras que en Jos puntos que están siluados en los semi planos 
de la derecha y de la izquierda, la sucesión (0272) converge hacia oo 
y 0, respectivamente. De aquí se deduce que para los puntos del 


. e . . . . n 
eje imaginario no existe un entorno en el que la sucesión (e? *2) 
sea uniformemente convergente. 


APENDICE 


SOBRE LA BASE EN EL ESPACIO 
DE LAS FUNCIONES ANALITICAS 


I 


Í. Consideremos el conjunto de todas las funciunes uniformes 
de la variable compleja z que son analíticas en el círculo | 2 | < R 
(0<R< 00). Si (r,) es alguna sucesión monótona creciente de 
números positivo: . ue satisfacen a la condición lim r, = A, entonces, 
Tt—+ 20 
determinando la norma de una función analítica / (2) mediante la 
relación 


mex |f(2)] 


00 
O AC EST 
1/3) 11= > 5 14 max [701 ' 
1 |2]<:5n 


podemos considerar esto conjunto como un espacio lineal E ,, de tipo 
5. De acuerdo a la norma admitida, la convergencia en este espacio 
se defino como la convergencia uniforme de la sucesión de funciones 
analíticas en cada conjunto cerrado de puntos del círculo | z | < R. 
lstá claro que este espacio no es de Banach. fs sabido?) que cual- 
quiera que sea la definición de la norma no se puede llegar a obtener 
aquí un espacio de I3anach, si se admite la convergencia en el sentido 
indicado. 

2. Una funcional lineal definida en £ p siempre so puede expresar 
en la forma 


ESO | 
L(h= 2 A (1) 
l 


1) Las definiciones y resultados fuadamentales del análisis funcional se 
dan en el líbro de S. Banach, Theéorie des opórations lincairos, WarszaWu, 
1932. 

3%) P. Urysohn, Sur un probléme de M. Fróchot relatif aux claasos des 
fonctions holomorphes, Comptes rendu du Congrés des Socittés savantus cn 
1924, Sciencos. 
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donde lim Y V%, | =1<H. En efecto, si se cumple la última 


n>>x 
condición, la serio (1) es convergente para cualquier f (7) € En 


2 |«z) 5 por ello, su suma define 


(puesto que lim * 


N-=» 00 
una [uncional en £ y que, evidentemente, es adiliva. Por otra parte, 
si l<r<HR, se ticne: 

ne pl 


0 


y, Por consiguiente, 
o 
l 
(0 < mex 110142. 
> 0 


De aquí se deduco que £, (f) — O cuando f (2) —> 0 (0 os el cero del 
espacio E y, es decir, la función que es idénticamente nula). Resu- 
miendo, £L (f) es una funcional lineal. Reciprocamente, si £ (f) es 
alguna funcional lineal en Ep, entonces, haciendo L£ (2) = l,, 
se tiene: 


L(N=L 20 120, 
03505) JE 


Si se supone que lim VILI>R, ls existe una subsucesión 


infinita de números EN distintos de cero: (ln,), para los cuales 
2 n 


Mi J 
] J De 2 
lim Y | la, |>R. La función f (2) = YN — pertenece a Ep, 
J»00 ¿=0 nm, 
de] 
por lo cual, la serie y tn, tiene que ser convergente, lo cual, 
j=0 *) 


evidentemente, es imposible. Por lo tanto, Tim Y | ln 1 <A, 


N-» 00 
lin virtud de la condición demostrada, la función 
o00 


o0= Nah (2) 
0 


es analítica en el punto del infinito y w(00)=0. Por esto, L (f) 
también puedo expresarse en la forma 


L=x | oOÍ0é% 
l< | l=p< R 


$) Compárese con L. Fantappié, [ funzionali analitici, Memorie 
della Reale Academia Nazional dei Lincei, Serio sesta, Vol. 111, Fase. XI. 
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3. Desde el punto de vista de los problemas generales de la tcoría 
de aproximaciones y desarrollos de las funciones en serjes, cl espacio 
££ p es de un inlerés particular. Esto se justifica, por una parte, por 
aquel papel que desempeñan las funciones analíticas en el análisis 
y, por otra parte, por el caráctor muy general del espacio En, que 
no entra en los marcos de los cspacios de Banack, En este artículo 
nos dedicaremos al problema de la base en £ a, es decir, a buscar las 
condiciones que hay que imponer a una sucesión de funciones (f, (2)) 


para que cualquier función f (2), f (2) € Ep, pueda expresarse en for- 
ma de una socie 


f (2) == y Cnfn (z) 
U 


y, además, de un modo único. Conviene indagar este problema divi- 
diéndolo en una serie de problemas separados, dispuestos en un orden 
de subordinación. Ahora pasamos a ello, observando que el caso 
más general (el cstudio de los problemas aquí considerados para el 
espacio de las funciones analíticas en un recinto simplemente conexo 
arbitrario) se reduce al considerado transformando conformemente 
el recinto en un círculo. 

4. Sea (fn (2)) alguna sucesión de funciones de Za. Diremos que 
ésta es completa), si la cápsula lineal cerrada de (f, (2)) 
coincide con En, es decir, si cada función f (2), f (2) € Ep, puede 
cxpresarse como el límite de una sucesión de polinomios respecto 
de (f, (2)) (llamamos polinomios aquí a las combinaciones lineales 
de la forma cofo (2) +. - . + Crfn (2)). 

5. Si ff, (2)) es una sucesión completa (a veces diremos: sistema 
Le ii entonces boda función f (z), f (2) € £ y, se expresa en la 
orma 


[ (2) = lim pa (2) =lim (e (a+... +e77, (2). (3) 


Por lo general, las columnas de los coeficientes (0?) (de = 0, 1, 
2... 0 =0 para n< k) son divergontes. Claro que es fácil 
demostrar que siempre se puede clegir la sucesión (p, (2)) de tal 
modo que exista el límito lim cx? para todos Jos k; pero, general- 


Ti 00 
mente, estos límites dependen de la elección de ([pn (2)). Para que 
ollos no dependan de £p, (2)) cs necesario y suficiente que del cum- 


4) En el libro citado do S. Banach se emplean en este sentido los tér- 
minos; Sucesión fundamental o cerrada. 
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plimiento de las relaciones 
lim p, (2) =1lim (Pf lo+...+eh 7 (2) =0 
Tr->00 n-—00 


siompro se deduzca que lim ci” =0 (4) 


n—>300 


(k=0, 1, 2, ...)). 


Es obvio que las funciones (ff, (2)) que satisfacen a esta última con- 
dición son lincalmente independientes y, además, no admiten desa- 
rrollos no triviales del cero. Pero un sistema de funciones líneal- 
mente independionte que no admita desarrollos no triviales del cero, 
puede no satisfacer a la condición (4), como muestra el ejemplo del 
sistema 1, 1+2,...1+2P,..., en el espacio E, (aquí 
Jim p, (2) = lim (fo (2) — f. (2)) = 0). Estas observaciones justifi- 
n-— +00 


n-00 

can la definición y denominación siguientes*). Un sistema de funcio- 
nes (f, (23) se Jlama sistema de independencia 
lineal reforzada en E, (abreviadamente, sistoma do 
1.1.r), si se cumplo la condición (4), es decir, si de la convergencia 
a cero de una sucesión de polinomios respecto de (/, (z)) se deduce 
la convergencia ar cero de cada una de las columnas de la matriz 
de los coeficientes de estos polinomios. Esta definición no supone 
que el sistema (f, (2)) sea completo; no obstante, aquí lo aplicaremos 
solamente a los. sistemas completos 

6. Si (f. (2)) es un sistema completo de i.Lr. y f (2) es alguna 
función de E, entonces de (3) se deduce que existen los límites 


lim co =c=£x()  («=0,1, 2, ...). (5) 


ñ=-» 00 


La (f) son [uncionales aditivas y, en virtud de la propiedad de 
i.L.r, (4), son ¡continvas en Lp, es decir, son funcionales lineales. 
Está claro que 


Lx (fm) = Ónm (/k=0, 1, pas O m=0, A E (6) 


5) Aquí se tiene en cuenta el primer capítulo de mi trabajo « Algunas cues 
tiones de la teoría de la aproximación y del desarrollo de las funciones «n series ». 
El artículo presente us una exposición de una parte esencial del segundo capítulo 
de este trabajo. 

6) A. Markushévich, Sobre la base (cn el sentido amplio de la 
palabra) para los espacios lineales (A. Map rymoBhu, O 6asuco 4 TIA pPOROM 
CmbiCcyJO C10BA) 15 IMMOHMEIX HPOCTPANCTB, Moksana AH CCCP, XJJ (1943), 
MG, crp. 241 —243); « Goneralización de un teorema de D. E. Menshov 
(«06o6menne oxuok Teopembr MM. E. Mensuosu». Marem. c6., 1557), 493—436). 
Desdo un punto de vista un poco distinto y sólo para un espacio de [Hilbert, 
los sistemas de independoncia lineal reforzada fueron estudiados antes bajo 
el nombre do sistemas minimales por S. Le win, en su trahajo « Úber einige 


mit der Konvergenz im Mittel verbundenen Bigonschafton von Funktionenfol- 
gen », Math. Zeitschrift Bd. 32, S. 491—511. 
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donde Ónm = 0 para km y 6s, = 1, es decir, (f,) y (£,) forman 
un sistema biortogonal. Reciprocamente, si un sistema completo 
de funciones ff, (2)) admite un sistoma de funcionales lineales que 
es biortogonal con él, entoncos, evidentemente, es un sistema de 
i.J.r. Así, pues, la existencia de un sistema de funcionales lineales 
(£,) que sea biortogonal con el sistema completo (f, (2)) es un cri- 
terio de i.d.r. del sistema (ff, (2)). 

Señalemos otro criterio más de sistema do ¡.).r., que se demuestra 
fácilmente. Para que un sistema (ff, (z)) sea de ¡.l.r., es necesario 
y suficiente que para cualquier ry la distancia de fn, (2) a la cápsula 
lineal cerrada del conjunto fo (2), .. .. fno-1 (2), fno +1 (3), - - -» 
sea distinta de cero. 

7. Sea (f, (2)) un sistema complelo de i.1.r. y sea (L, ) un sistema 
de funcionales lineales, biortogonal con (f, (2)) (ff, (z)) determina 
a este sistema de un imodo único). 

Si 


LA = Y an (4 =L£n (2), TmV|"|=19<R), (7) 
. ' J->00 


a las funciones 
oo po) 


On => (n=0, 1, 2, ...) 
0 


las llamaremos asociadas con ff (2)). Cuando /i< oo, 
las funciones «w, (£) pueden determinarse mediante las relaciones: 


m()=0 (3) — (Ubl>2). (8) 


8. lin el caso de un sistema completo do i.l.r. (f,(2)), a cada 
función /(2)€ Ep se le asocia su desarrollo respecto de las funcio- 


nes (/, (2)) 


2) E LD) hn (a. (0) 


Si alguna serie de la forma 2 Cafn(z) converge hacia f(z), o por 


lo menos posee una subsucesión de sumas parciales que converge 
hacia f (2), entonces, debido a la í.1.r de (f,, (2)) 


ca=Ln(f) (n=0,4, 2,...). 


Pero si, rociprocamente, se sabe que la serie (9) converge hacia 
cierta función FP (2) (o posee una subsucesión de sumas parciales que 
converge hacia F (2)), entonces no so puede generalmente afirmar 
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que F (z) =f (2). Pudamos convencernos de esto en el ejemplo del 
sistema 4, 142, 14+2+2%...4d+2+...+2%... 01 
el espacio E,. Es obvio que éste es completo; su i.1.r. es consecuencia 
de la existencia de un sistema de funcionales lineales que es biorto- 
gonal con el mismo: 
FO) ADO) 
La DS RAN 


Pero aquí la función f (2) == € E, posee un desarrollo cuyos 
cocficientes son todos ceros (L, (f) =limL,(1+...+235) = 
N-= 00 


= lim £, (f,) = 0) y el cual, por consiguiente, converge hacia 
[60] 


no 
F()=0>%j7 (2). 

Diremos que una sucesión de funcionales lineales (£,), definidos 
en Ep, posee la propiedad de unicidad, si de las rela- 


ciones 
En(f) =0 (n=0,1,2,...), f(2E€Fx ] 
se deduce que f(2)=4. 


Esta definición no exige que el sistema (£,) sea biortogonal con 
algún sistema de funciones (ff, (2)). 

9. Un sistema completo de i.l.r. ff, (z)), para el cual la sucesión 
correspondievte de funcionales lineales (biortogonal con (ff, (2))) 
posee la propiedad de unicidad, lo llamaremos base en el sentido 
amplio del espacio E p”). Jin este caso, la serie (9) no puede converger 
hacia una función F (2) distinta def (2), del mismo modo que no puede 
poscer una subsucesión de sumas parciales quo converja hacia 
F (2) + f (z). Por lo tanto, en el caso de una base en el sentido amplio 
de la palabra, ol desarrollo (9) puede converger hacia f (z), o puede 
poseer una subsucesión de sumas parciales que converja hacia f (2), 
o finalmente, puede no pogeer subsucesiones de sumas parciales 
convergentes. Correspondientemento a esto, las funciones del espacio 
E y se dividen en tres clases: A, B y C (en el orden de enumeración). 
La primera do éstas nunca es vacía (pues forman parte de ella, por 
ejemplo, todos los polinomios respecto de ff, (2))). Ul ejemplo del 
sistema ((2 — a)") (a =0, [a | <4) en el espacio £, muestra 
que la clase € puede ser no vacía. Este sistema representa una base 
.en el sentido amplio de la palabra (aquí Jas funcionales lineales que 
son biorlogonales con ((z — a)”) tienen la forma £, n=22, 
éstas, evidentomente, poscen la propicdad de unicidad). En este 


(10) 


7) Véaso el primer artículo de los señalados cn la llamada 9). 


$02 APENDICE 


ejemplo figura en la «lase C la función 


1 1 1 1 > 
e E 


En efecto, ninguna subsucesión de sumas parciales de su desarrollo 
puedo converger fuera del círculo 


|—a]<|t—a! 


(esto se comprucba mediante un cálculo simple). Se puede demostrar 
que toda función de la clase C siempre se expresa en forma de una 
suma de dos funciones de la clase B (claro, la expresión no es única)?). 
Por lo tanto, la clase B no puedo ser vacía si la clase C no es vacía. 
Sería interesante cerciorarse de que es justo lo recíproco. 

10. Cuando las clases B y C son vacías, es decir, cuando el desa- 
rrollo (9) según los elementos de la base en sentido amplio de la pala- 
bra es convergente para cualquier función del espacio Ep, la base 
en sentido amplio se convierte en una base en sentido estricto de 
la palabra, es decir, simplemente en una hase (véase más arriba el 
ap. 1). En otras palabras. una sucesión de funciones (ff, (z)) que 
satisface a las condiciones: 

(2) (fn (2)) es un sistema completo (en Ep); 

($) (fn (2)) es un sistema de i.l.r.; 

(y) la sucesión de funcionales lineales (ZL,) que es biortogonal 
con (f. (2)) (ósta existe en virtud de (fB)) posec la propiedad de uni- 
cidad; 

($) para toda función f (z) € E, su desarrollo según las funciones 
£f. (2)) es convergente; 
es una base de £p. 

Sis cierto lo recíproco: si un sistema ¿£f, (z)) es una base de Ep, 
entonces se cumplen todas las condiciones (a) — (6). 

Sólu se necesita demostrar la propicdad (B). Para un espacio 
le tipo Banach los razonamientos correspondientes se pueden hallar 
en el libro de S. Banach!*) (pág. 111). Estos razonamientos pueden 
extenderse también a los espacios de tipo F, basándose pura esto en 
algunas propiedades de estos espacios, señaladas por S. Mazur 
y W. Orlicz), 

En resumen, un sistema (f, (z)) es una base de Ef cuando, y sólo 
cuando, se cumplen las condiciones (a), (B), (y) y (6) de este apartado. 
Señalemos que sólo el cumplimiento de las primeras tres condiciones 


6) Véase el segundo artículo de los mencionados en Ja llamada %) y también 
cel artículo del autor « Sobre la aproximación óptima » ($0 munayantes npaóan- 
oem, Joxaama AH CCCP, 1944). 

9% S. Mazur und W. Orlicz, Úber Folgen linearer Operationen, 
Stadia Muth., €. IV, 1933. La demostración completa se cexpono en el primer 
capítulo del trabajo mencionado en la llamada 5). 
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(a), (B) y (y) significa que ([f, (2)) es una base cn el sentido amplio 
de la palabra. 

En correspondencia con las condiciones (a) — (8) cl problema 
de la base sc divide en los problemas siguientes: 

(a) problema de complitud para un sistema de funciones (ff, (z)); 

(b) problema do i.l.r. para un sistema (f, ); 


(c) problema de unicidad para un sistema de funcionales linenles 
(Ln); 


(d) problema de convergencia para las series Y En (1 -fa (2) 


(aquí (f, (2)) representa una base en el sentido amplio de la palabra). 
Pasamos ahora al estudio de estos cuatro problemas, comenzando 
con (a) y (c), que son los centrales y están estrechamente ligados 
entre sí. 
¡0 


1. Comenzaremos por estblecer unos conceptos que represontan 
la goncralización de la transformación clásica de J3iorel empleada 
en la teoría de las funciones analíticas. 

Sea F (z, €) una función de dos variables complejas, analítica 
respecto de cada una de ellas en los círculos 


IZ|<SR y ll<P  ((U<R<o, 0<P<oo) 


respectivamente, y, por consiguiente, analítica respecto del conjunto 
de las o A z, € en el recinto tetradimensiona): |2]|<R, 
IE] < Dosignuremos con L y a todas las funcionales lineales 


ceo definidas on los espacios E, y Ep, respectivamente. Los 
conjuntos de las funciones 


(A [F(z, Di=3(2)) y LI? (2, 0l= 4 (0) 


t 
representan unos subconjuntos O y € de los espacios Ep y Ep: 


Diremos que estos conjuntos están engondrados por la 
función F (z, €) (y que son conjugados respecto de PF (z, £)). 

Como ejemplo, hagamos £' (z, E) =et (R = P = 00). lin este 
caso los espacios Ep y Ep son idénticos y, además, coinciden entre 
sí O y Q (debido a la simetría de F (z, £)). Una funcional lincal 
arbitraria en £o tiene la forma 


LY) = Ya ESA a=Tim y [an] < co 


804 APÉNDICE 


(véase el ap. 2.4); por esta razón, las funciones engendradas por 
FF (z, €) tienen aquí la forma 


> dd Tn 1 Y e ñ 
cO=L)=NIFO=3. ] “Dairda (11) 
0 | 2 ju=r>>a 1) 


o sea, representan el resultado de aplicar la transformación de Borel 
09 


.» n . ..p. . 
a la función D) 757, la cual os analítica en el punto del infinito. 
0 


De la condición lim Va, | =a4 < oo se deduce que q (£) es una 
R=900 

función entera de tipo exponencial (es decir, es una función de orden 

inferior a la unidad, o de orden igual a la unidad pero de tipo finito). 

Recíprocamente, toda función de tipo exponencial puede expresarse: 

en la forma £L (c%). Así, pues, en este cjemplo el conjunto (Q = O 

es la colección de tudas las funciones enteras de tipo exponencial. 


2. lixaminemos un cjemplo más general, en que F (z, £) = 
co 


=f (2) y 1)=2 C,2" es una función analítica en el recinto 
[z |< R”. Podemos considerar a F (z, $) como una función analí- 
tica en el recinto [z| <R,|í | <P, donde ll sx R”, P = a para 


<o y P=0 para R' = 00. Entonces, pora una funcional 
lincal £ (f) definida cn Ep, se ticne: 


0D 


: mm (0 Y 
L()=YN a! a (a =!lim V[an| <A). 
0 1-»+30 


Por ello, el conjunto Q consta aquí de las funciones do la forma 
$ (5) E L (4 (2, D)) =£ 12 en2rE”) = 2 anent”. 


Supongamos primcro que R' < co; entonces todas estas funciones 
? . , R' 
son analíticas en el círculo corrado | E |<P= RF (puesto que 


AN A a R 4 en 
lím V | antn | < FS<F=>3) y, on todo caso, son analíticas 
=»+00 

en el círculo unidad cerrado (pues R < Ri”). Lo recíproco, por lo 
goneral, no es cierto. Es fácil señalar las condiciones necesarias 
y suficientes para que el conjunto O coincida exactamente con el 
conjunto de las funciones que son analíticas en el círculo cerrado 
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HR? 


Izl <P = A: Tales condiciones son: (a) c, +0 (0, 4, 2, .. .), 
(b) existe el límite lim Y Ca (=>3) 


Supongamos ahora que R? = oo, es decir, que f (z) es una función 
entera. Supongamos que la clasc de f (z) no es superior a lp, 0l!. 
Entonces para la función entera 


PO=LIF Y= Y ant =37 (WN 
0 0 


2 [ron 
(2 =Tim Y [a, | <R) 
n 50 
se tiene: 
Ip()|<C(r E erario, 


de donde la clase de q (5) es inlerior a [p, RP]. Así, pues, en el caso 
considerado las funciones de la clase sun funciones enteras de clase 
inferior a fp, 01”. Lo recíproco, por Jo general, no es cierto. J:s 
fácil señalar las condiciones necesarias y suficientes para que el 
conjunto €2 coincida con ej conjunto de todas las funciones enteras 
de clase inferior a lp, 0%. Tales condiciones son: (a) e, 0 

1 


1 
(n=0, 1,2. ...), (b) existe el limite lim »n* y e, |-: (epoye. 
Nor 
3. Después de estos ejemplos introduciremos las clefiniciones 
siguientes (para facilitar la exposición ulterior enunciamos sola- 
mente una de cllas en términos de O y la otra en términos de $). 
Una sucesión de funciones ff, (z)), pertencientes a O, es decir, 
tales que f, (2) = An (F (2, EJ), se llama relativamente 


b 
completa (en O), si O perlenece a Ja cápsula lineal de ff, (2)). 
Respecto de una sucesión de funcionales lineales (A, ) del espacio 


£y, diremos que posee la propiedad de unicida d relativ a 
(en 9%), si do p() E y A, (q) =0 (2 =0, 1, 2, .. .), se deduce 
que p (5) = f). 

4. Teorema ] (principio de dualidad). Un 
sistema de funciones (fan (2) = An LF (2, E)1) se llama relativamente 


completa (en O) cuando, y sólo cuando, el sistema de functonales (A,,) 
5 


10) Siguiendo a V. L. Gonchuruv, decimos que la clase de una función entera 
f (2) no es superior (o es inferior, respectivamente) a [p, 0), si el orden de f (z) 
€s inferior a p, o es igual a p pero su tipo no es superior (o es inferior, respecti- 
vamente) a 0. 
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que lo engendra de la función F (z, E), posee la propiedad de unicidad 
relativa (en Q)%). 

Demostración. Supongamos que el sistema de funciones 
kfn (23). fn (2) € O, es relativamente completo.' Fijando algún fo, 
| $e | < P, observamos que £ (z, £9) € 0. Por consiguiente, existe una 


sucesión de polinomios respecto de ff, (z)) que converge hacia 
F (2, €o), es decir 


P (2, Lo) = 2 Pf, (2). 


Supongamos ahora que q(£) =L[f (2, )]€2 y A,.(q)=0(n= 
.-:0,4,2,...), donde (An) os el sistema de funcionales lincales 
que engendra la sucesión (fa (2)). IEntonces 


960) =L1P (2. LI = DP (LIAN (E (a, 21) = 


= e PLMIL(F (a D1)= L Pm 10 (01) =0 


(es fácil demostrar que £ y A, son conimutables). Como fo es arbitra- 
z 


rio, de aquí sacamos la conclusión que q (£) = 0. Así, pues, el siste- 
ma de funcionales lineales [A,]j posee la propiedad de unicidad 
6 
relativa. 
Para demostrar la segunda parte del teorema, supongamos que: 


fAn) posee la propiedad de unicidad relativa, pero que el sistema. 

de funciones (f. (2) = A, ÍF (z, £)1) no es relativamente completo. 

Entonces existen una función f (2) = A [7 (z, ()1 € O y un número 
6 


r,¿ O<r<R, tales que 
a 
: 1 j 
inf | | f (ret) —TU [f,, (rei9y] [2 d8 > 0 
0 


(aquí II [f, (rei%) es un polinomio respecto de (ff, (re*9))). En efecto, 
para las funciones analíticas, de la convergencia en media (en el 
sentido de £),) en una circunferencia | z | = r se deduce la conver- 
gencia uniforme en cada círculo concéntrico de menor radio. Ortogo- 
nalizando las funciones (7, (re'9)) en el intervalo (U, 211), obtenemos 


- 1) En una forma menos general osto teorema fue publicado en mi artículo 
« Respecto del problema de Ja complitud de las funciones analíticas » («K npo- 
ÓNCMO HONMOTE araierraecknx Qyuruaio, Jornal AH CCCP, 1943). 
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una sucesión de polinomios (P; |/,, (re*0)1); la seric de Fourier de la 
función f (rei%), dispuesta según estos polinomios, converge en media 


hacia cierta función F (0) cuyo módulo es de cuadrado integrablo 
en el intervalo (0, 211): 


Í (8) = pa ajP ¿(lfn (ret0)]). 


2n 


a= 37 | H(re0) P, Tf, (re9)] de 
0 


(la convergencia se entiendo en el sentido de convergencia en media). 
En virtud de la hipótesis 


27 


37 | 110) 700) p 00>0, 
3) 


Por otra parte, los coeficientes de Fourier ¡(respecto del sistema 


(P ; [fn (rei9)1)) de la función f (ret0) —F(0) son iguales a cero: 
27 


An | [f(rei0) —F (0)1-P Tf (re 9)] de=0, 


de”donde se obtiene sucesivamente 


271 

7 | [F (reo) —F (0)1- Py If (reé9)d0=0 (j=0,1, ...), 
A 

37 y (4 (re29) —F(0)1- fa (rei?) de =0, 
0 


2x a 
Si j [Í (rei0) —f (8)1-Aj [£ (reto, )|d8=0 
Ú $ 
y 


ARA | 
As ES ] [f (re) —F(0)]-F (ret, E) 30) =0U  (r=0,1,2,...). 


Pero la función que figura entre llaves pertenece a Y. Por ello, 
como el sistema (A,) posee la propiedad de unicidad (relativa), 
6 


resulta: 


A 
3 | 00) —FO)]:F (reto, E) d0 =0. 
0 
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Para terminar la demostración, ohservemos que 


pret6) —7 (0) lim (/ (re) —Y a 0,17 (reto)1) = 


= lim [A [P (re, 29] — >) ajo, [An (2 (reto, ¿)1] = 
aro» [ y 


= lim A, [ ¿7 (ret, Dl, 
nou E 
duende (A,j es una sucesión de iuncionales lineales y la conver- 
gencia se entiende en el sentido de convergencia en media. 
Pasando a límiles en la relación 


210 
As en ) [/ (ret9) —f (0) ]- E (reto, 4) do) me 
a 
= 37 | Lf (retó) —f (0) An y/ (retó, £) d0 =U. 
y b 


obtenemos definitivamente: 
3 


7 j |f (rei0) 2 (9) 


0 


2d0=0, 


lo cual contradice a la hipótesis. Así, pues, el teorema queda 
demostrado por completo. 

53. Jil teorema expuesto lo aplicaremos a continuación funda- 
mentalmente como criterio de complitud. Es particularmente i¡mpor- 
tante el caso en que Ja cápsula lineal cerrada O es todo el espacio E y. 
Entonces un sistema de funciones (f, (2)) que es relativamente com- 
pleto (en O), es completo en todo el espacio Ep. Llamemos a una 
función F (2, £) completa (respecto de z), si la cápsula lineal 
cerrada O es todo el espacio E, (ejemplos sencillos muestran quo 
una función que es entera respecto de z puede no ser entera respecto 
de £). ln otras palabras, una función F (2. ¿) se lama completa 
(respecto de 2), sí oxiste una sucesión de funcionalos lineales (A) 


tal, que la sucesión de las funciones [f, (2) = An TF (z, E)1) es com- 


pleta en £ y, os decir, que la cápsula lineal cerrada de ff, (2)) coincide 
con En. Del teorema 1 se deduce que F (z, £) es completa cuando, 
y sólo cuando, todo sistema de funcionalos (A, ) que posea la pro- 


piedad de unicidad relativa (en 2), engendra un sistema de funciones 
ff. (2)) quo es completo en Ez. En particular, F (z, £) es completa 
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OF (2, Y) 
cuando, y sólo cuando, la sucesión (E Jen AD, es completa 
en E ». 

Como ejemplo, examinemos la función f (z, L£) =f (2 + Í), 
donde f (z) es alguna función entera. Como los sistemas de funcionales 
An (e) = 9 (£,) (donde el conjunto (£,) tiene al menos un punto 
e 


de acumulación finito) y Án (4) = q (Zo) poscen la propiedad 


de unicidad respecto al conjunto de todas las funciones enteras (que 
contiene en sí a 9), para que Ja función F (z, £) sea complela es 
necesario y suficiente que cualquiera de los sistemas de funciones 
(Fez + En). ($0 (23) sea completo en Es. Je aquí, en particular, 
se deduce que [f (z + £.)) y (f" (2)) son simultáneamente comple- 
tos o no (en £E..). 

6. Teniendo alguna función completa F' (z, $), podemos engen- 
drar de ella un conjunto infinito de sistemas de funciones completos 
en Eg, mediante sucesiones arbitrarias de funcionales lineales que 
poscan la propiedad de unicidad relativa en 2, en particular, median- 
te sistemas de funcionales que posean la propiedad do unicidad en 
todo el espacio E y. Con tal método de oblención de sistemas comple- 
tos se puede oblenor cualquier sistema dado a priori (eligiendo de un 
mado correspondienLe la función £ (z, E) y el sistema de funcionales 
£A, y). Jn efecto, si [(f, (2)) es un sistema arbitrario de funciones 
analíticas cn ]|z |< PR, (10 necesariamente com plelo) entonces, 
tomando una sucesión creciente cualquiera de números positivos 
fr, ) que converja hacia R y haciendo la notación max |f, (2) | = 


lz|<, rn 


= Mp, hacemos: 


* y E Ín (2) 
PH. 5 = > 11 (14 2») 5" 
y 


FF (z. £) es una función analítica para |z|< RA, |] < oo (para 
cada z fijado. |z | <R, F (z, €), considerada como junción de ¿ 
os entera de una clase no superior a 11, 11). En esto caso 


la (2) =(1 4) [E TD 2] _,= = Alé (a Dl (1=0,1,2,...) 


qu 


l. Ahora nos dedicaremos a aplicar los resultados de la sección TI 
a los problemas de complitud y unicidad**). Partiremos de una 
función completa (respecto de z) arbitraria F (z, E) que sea analítica 


12) Teslas proposiciones fueron señaladas parcialmente en el artículo mencio- 
nado en la llamada 11). 
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para ]a3|< RN, || <P. Según el teorema 1, es suficiente tomar 
un sistema arbitrario de funcionales lincales (A, ) que posea la pro- 


pielad de unicidad relativa en $2 o a fortiori en algún conjunto 
Q', 2=Q'<Ep, para obtener un sistema de funciones 


Un (z) =An [7 (z, 2117 


completo on Zn. 
+ + Resulta un caso particularmente sencillo al hacer 


F(50=J/(%, 
donde / (2) =D) e, 2" es una función analítica en el recinto HEGiA 


U 
Ver, y tal que c,+0(n=0,1,2,...). Entonces 


Pe (z, 6) = pa CATS 
es una función analítica pira [az[<R y |i¿|<P, donde P= 
= 5 21 si NM <o y P=0 si R' oo. Esta es completa en Ep, 
MERA ad _ qa 
ml Tar Limo ES 
es completo en Ep 


En cel ap. 2 de la sección 11 se señaló que la clase € (que consta 
de torlas las funciones de la forma L [f (2), donde L es una funcional 


pros el sistema 


lincal en el espacio £ a) está contenida cn el conjunto de má funciones 
que son analíticas en el círculo cerrado |z2 | <P = MO > IN) 


si 11 <Z oo, y está contenida en el conjunto de todas ] AS funciones 
enteras de clase inferior a lp, aR% si RI” == 00 y f (2) es una función 
de clase no superior a Íp, al. Por ello, deseando obtener sistemas 


completos de la forma LA, If (¿Dl = y avez ). es suficiente Lornar 


por (A, ) funcionalos linealos que posean la propiedad de mmicidad 
p: 

respecto de las funciones que son analíticas para | z | «£ P, respecti- 

vamente, respecto de las funciones enteras de clase inferior 

a [p, oR*!, y, en todo caso, es suficiente que (An ) posean la propie- 

dad de unicidad respecto de las funciones que son analíticas para 

ze. 


2. Funcionales An (0) = q (.). Supongamos primero 
que el conjunto de puntos (¿, ) posee a] menos un punto de acumula- 
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ción en el círculo | £ | < P. Entonces el sistema (A, ) posee la pro- 


piedad de unicidad respecto de todo el espacio Ep y, por consiguiente, 
respecto de cualquiera de sus subconjuntos $. De aquí resulta el 
teorema: 

Toorema lí, SiF (2, D (I2|<R, |f£ | <P) es completa 
respecto de z, entonces el sistema de funciones [P (z, £,)) es completo 
en Ep para cualquier sucesión de puntos [[, ) que tenga al menos un 
punto de acumulación en el recinto [E | <P. 

Haciendo F (2, £) =f (2<), resulla el teorema: 


Teorema 0, Sea jf (2) = » cr2” una función analítica en el 
0 


recinto (2 | <R' (R' > RH). y supongamos que todos sus coeficientes 
de Taylor son distintos de cera. HEntonces el sistema de funciones 
co 


ln (22,) = Y en (atn)] es completo en el circulo |z| << R para 
0 


cualquier conjunto de puntos [i,) que tenga al menos un punto de 
acumulación en el círculo cerrado | E | S 1. 
Aquí está contenido cl siguiente teorema de A. O. Guelfond!*): 
Si f (z) os analítica en el origen de coordenadas y lim €, =0, 


n— o” 
entonces el sistema f(Ío2), f (L12), .-., F(t,2). -.. es completo 
en cada círculo de radio finito. 


En efecto, fijomosr,0< r < oo. Si f (2) es analítica en el círculo 
Fr e. P e e 9 
|z | < ro, entonces (2 2) es una Íunción analílica en el círculo 


F o 
Iz|<r, y como todos los puntos < E, -—— ( , comenzando desde cierto 


índice en adelante, están situados en el circulo | | < 1 y tienen 
en el mismo un punto de acumulación, resulta según el leorema TT, 


que el sistema (4 (E, ra 27) =4 (En2) ) es completo en cl círculo 


[z| <r, que es lo que se quería demostrar. 
Detengámonos también en el caso cn que f (z) es una función 
entera de orden finito y de clase no superior a lp, o). Entonces las 


Iunciones q (f) € Q son enteras de clase inferior a [p, RP]. Por esta 
razón, los ceros (f,) de las funciones q (2), si p (£) se 0, tienen que 


' e... == Ina E 
satisfacer a la condición lim <p, si el orden de q (2) es menor 
moro TEN T SP dd 


que p, y a la condición lim E p 


n- 0 n 


De aquí se ticne el siguiente teorema: 


< poRfe, si su orden es igual a p. 


13) A. Gelfon d, Sur les systémes completes de fonctions analytiques, 
Rec. math., 4 (1938), 149—456. 


39+ 
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Teorema 1. Sif(z) = Dd) ez”, e, 0 (n =0, 1, A 
0 


es una función entera de clase no superior a lp, 0] (0<p< oo, 
U<Z 06 < 00), entonces el sistema (f (z22n)) es completo en el circulo 
de rudio Hi, si [£, ) es una sucesión de números complejos, distintos entre 
si, que satisfuce « las condiciones; 


mm lor 
a lim Tier >? 
> E noso Mlón >t 
o bien 
(lb) lim AA y Him — > poR"e, 


NA 95 In | en | NX. | 5 | 


J2) teorema Tf¿ se puede confrontar con el siguiente toorema de 
A. O. Guelfond**),. 

Si (£,) son números complejos con el único punto de acumulación 
en os y existon los límites 


lim sd =p lim — = 
Tn ln | En i + 100 | En pp 


entonces, para una función entera f (z) de orden p y tipo O, cuyos 
coeficientes de Taylor sean distintos de cero, el sistema (ff (z2,,)) 
es completo en el circulo | z |< A si se cumple la condición 


1 
. a a o— Í p dx 
p>p o lien p=p y v>po-:2 R ==. 
Y 2—.zb 
Isi comparación con nuestro teorema, aquí se imponen las con- 


Es ; é Dio In a Y % 
diciones do existencia de los límites TmitnT Y Fon pe Además, en una 
Ss 6n 


1 
AAA ES P dz 
de las desigualdades el factor e se ha sustituido por 2% el | q. 


Jste factor, pura valores grandes de p (o > 1 + m3) , proporciona 
una cota peor que a nuestra, y mejor, para valores pequeños dle 
elo < 1.7) . Respecto de la precisión del leorema J]fz¿, se pue- 
den hacer las siguientes observaciones. Supongamos que para la 


:X) 


lunción ontora f (2) = Dc, 2" do elase Tp, 0), se sabisfacen las condi- 
7 
ciones del ap. 2 de Ja sección TI: (a) ce, +0 (n =0, 1,2, ...); 
1 1 
(b”) existe el Himite lim no Ten ]= (enc)yo. 


noo 


14) Véase el trabajo citado en la llamada 13). 
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Sea ahora (£,) alguna sucesión de números complojos; hagamos 
TA ; , 
la notación lim - Si p => p, entonces, en virtud del teore- 


nooo MI] En | -P. 
ma by, el sistema (f (£,2)) es completo en cualquier círculo, Si 
y < p, podemos constrnir una función entera qa (5) 5% 0 de orden 
n que tenga por ceros los puntos (E, ). Como ésta figura en el conjunto 
€ engendrado por F (z, E) =f (2) (|2| <R,|2 |< oo), el sistema 
de Juncionales (A, — q (£,)) no posce la propiedad de unicidad 


. » . y s . ps 
relativa en Q y, por consiguiente, el sistema de funciones (f (<,2)) 
no es completo en ningún círculo | z | < £?, Finalmente, st =p, 
= v, deducimos de nuestro teorema que 

1 


entonces haciendo lim - 
i=s0 | bn 


¡2 


2 0 E > Q ú ..p y e 7 
el sistema (f (f,2)) es completo en el circulo |z |< () ; sin 
embargo, no hay fundamentos para aliemar que él no es completo 


en un circulo mayor. 


on 
A] . 9. . . . a A 
lin particular, en la teoría de las series de Dirichlot >;0n0*"? 
0 

cs de interés la cuestión sobre las condiciones de complitud del 
sistema (e*nz) en cualquier círculo (o sea, en todo cl plano). De Jos 
teoremas de esta sección $e deduce que Lal sistema es completo en 
cada uno de los siguientes casos: 

(a) el conjunto (A4,) tiene al menos un punto de acumulación 
finito; 

=— Inn 
h lim > di; 
(1) mosoo 1N Py | il 
In » RES 


3 Jin —=+=4 y lim =o00. 
(o) ces Inf An | y A] ze 


Evidentemente, todos estos casos están comprendidos en uno: 


lim 


ftp 00 


n LS 
| An. | 


==> 18 ; sa 
Si lim < 1, se puede construir una lunción entera de orden 
n>00 In | pe | 


menor que la uuvidad, no idénticamente nula, con los ceros en los 
puntos 4. Por ello, las funcionales (A, ) no poseen aquí la propiedad 


de unicidad con respecto a la clase Q engendeada por la función 
ez6; "por consiguiente, el sistema de funciones (en) no es complelo 
en todo el plano. Si se cumplen las condiciones (a), (b) o (e), entonces 
óslas también se cumplen después de despreciar cualquier número 
finito de exponentes (4,). Por esto, las funciones e%07, ..., ernz 
pertenecen aquí a la cápsula lineal cerrada de las funciones e29+17, 
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e*n+22; on particular, de aquí se deduce?) que, cumpliéndose una de las 
condiciones (a), (b) o (c), existe una serie universal de Dirichlet 


00 

a . . 9 g 

> ape para los funciones enteras (o para las funciones analíticas en 
ú 


un semiplano fijado). 

Finalmente, señalaremos una generalización de un teorema más 
de A. O. Guelfond*”), referento al caso en que los puntos (£,) son 
números naturales. Para esto nos basaremos en el siguiente caso par- 
ticular de una generalización del teorema de Carlson!*), perteneciente 
a FP. y R. Nevanlinnal”), 

Sea q (£) una función entera de clase no supertor a Jp, ol, y supon- 


= y > (0, estando 


. n 
gamos que los puntos (5, ) son tales que lim AT 
7 | 6R 


situados todos ollos on un ángulo de maguitud 24,0 <a < 
. JE sU ? e . A] 
< mi (5 ; 37) con el vértice en el origen de coordenadas. Iiúntonces, 


sio nv cos pa, la función q (2) que se anula en los puntos (£,) 
cs idénticamonte nula. 

Aplicando este Leorema obtenemos inmediatamente el siguiente 
resultado. 


TooremalJí,. Si f (2) es una función entera de clase no superior 
alp, ol y (2) es alguna sucesión de números complejos, situados en un 
ángulo con el vértice en el origen de coordenadas y de magnitud Zo, 


» . » 7 L ; . 
0 <a < min ( lí entonces la sucesión de funciones ([f (2%n)) 


2% 
es completa en el circulo |2| <R si 
: n or? 
lim —— < 


noo] En |? 1cosa * 
En particular, para p =1 y €, = n (a = 0) obtenemos el teore- 
ma de A. O. Guelfond1*): 


Sif (z) os vna función entera de primer orden y tipo O, el sistema 
Íf (nz)) es completo en el círeulo |z|< Rosi o< + 
3. Funcionales A, (q) = Y Oo). Supongamos primero que 


» e 
ol punto ¿y pertenece al circulo |¿ |<. P. Entoncos el sistema 
fA,,) posce Ja propiedad de unicidad con respecto a todo el espacio 
> 


m 
e, de funciones analíticas para | ¿| < P. Por ello, obtenemos el 
lcorema: 


15) F. Carlson, Sur une classe de sóries de Taylor (Thése), Upsal, 
1914, p. 58. 

15 F. und B. Nevanlinna, Uber die Figenschaften analylisher 
Funktionen in der Umgohung ciner singularer Stelle (der Linie, Acta Soc. 
Fennicao, t. L. N*5, 1922. 
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Teorema lll,. Si F( Y (Iz|<R, |£8]| <P) es una 
función analílica, que es completa respecto de z, entonces el sistema de 


$71 + 
funciones Í (27,...) es completo en £s y, para cualquier punto 


4 


a = Ey que sea interior al circulo | £ |< PF. 
Haciendo F (z, €) = f (21) y Lo = 4, oblenomos cl teorema: 


e 


Feoreoma Ill, Sea f (2) una función analítica en el recinto 
121 <1U, R'> R, y supongamos que todos sus coeficientes de Taylor 
son distintos de cero. Entonces el sistema ([z7"/") (2)) es completo en el 
ctreulo |z |< R. 
¿ste teorema lo demostró de otro modo 1. 1. lbraguímov!”), 
Exarminemos también aquí las [uncionales de la forma: 
: put (0 ferr-n (0) pan (0) 
A 
donde p es ub número natural y todos los ceros del polinomio c. + 
“ezo... -E €p2” no superan en valor absoluto a 1. Se ve fácil- 
mente que las funcionales (A,) poseen la propiedad de unicidad con 


respecto a las funciones nalitión en el círculo unidad cerrado, lin 
efecto, de Arz (p) =0,n =0, 1, 2, ..., se deduce, evidentemente, 


de -. dy ¡2971 


que q (9) = o cs una función, la cual, debido a Ja hipó- 
.. . ¡a 


tesis respecto de co +... + c,É”, puede ser analítica cn el círculo 
unidad cerrado solamente cuando os idénticamente igual a coro. Do 


aquí resulla que para lLoda función f (2) que sea analítica en el círculo 
iz] <R y cuyos cocficientos de Taylor scan distintos de cero, el 


f pz? 
sistema (a a NE E Ar fon (a) es completo en 
ol circulo |z |< /?. Exactamente igual, el sistema do funcionales 
pub (0) 10 (0) 


O 


Ni E ETE . .o. 
donde lim YT Ay -- +. An] >41, poseo la propiedad de unicidad 
[a 2] 


n> 
en el círculo unidad cerrado. De aquí, similarmonto a lo anterior, se 
deduce, en las mismas condiciones respecto de f (z), que el sistunmo 


(OA Io) 


es completo en el círculo |z | <A. 


17) LT. Lbgraguiímov, Rospecto de la conplitud de ciertos sistemas 
de funcionos analíticas (H. M. MG parunmob, O mnoJHora HOROTOPIAX CHCTOM 
aya HATE deckAx yurnuii, Horecrus AFI CCCP, copuy mutem.. 1939, erp. 553— 


538). 
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4 Vuncionales A, (q) = e Epa (£n). En virtud del 


conocido resultado de V. L. O! esto sistema de funcionales 
posee la propiedad de unicidad en todo el espacio Lp, si [€,, ) tiene 
un punto Jo acumulación [y en el interior del círculo | ¿| <P y si, 


adomás, y | En +1 — £n |< oo. Por esta razón, obtenemos el teorema: 


Toorema JV,. Si P(2,t) (Il2|<R,|121<2) es una 
función analitica, completa respecto de z, entonces el sistema de funcio- 


> S ae (3, WE (a, 6 s ) 
nes q | es completo en Ep, si (tn) converge hacia un 
no 


punto a. lol < P, y sí, además, ZE nta — En |< 00. 


Siendo £ (z, Y) = f (21). basándose en las indicaciones del ap. 4 
de la presente sección, podemos afirmar que se verifica el siguiente 
teorema: 

Teorema IV. Si f (2) es una función analítica en el circulo 
lzl <7R' (R> R). y todos los coeficientes de Taylor de f (z) son 
distintos de cero, entonces el sistema de funciones ([2"j00 (zE,)) es com- 
pleto en el circulo |2| < R para cualquier sucesión [%,) que conterja 


hacia £o, | o | < 1, de tal modo que » lEn+1r — En |< o. 


Suponiendo que f (z) es una (unción enlbera de clase no superior 
a |f. ol, podemos afirmar que las funciones correspondientes q ($), 
y (£) € Q son enleras de clase inferior a [1, «1. 

lís sabido?” que si una función enlera q (5) de clase inferior 
a 11, In 21 satisface a las condiciones q" (£,) =0 (a = 0, 1, 
2. ...), entonces p (2) = 0 (este resultado, a pesar de po ser defi- 


nitivo, no puede mejorarse cualilativamente, pues cos (2 + 1) 


. e - 31. . 
es una función de clase [1 7] , para Ja cual cada una de las derit- 


vadas tiene un cero en la circunferencia unidad). Por ello, el sistema 
de funcionales lineales LA, (y) = p" (8.3), 1£] -. t engendrado por 


F(z, £) = [ (25), siendo 2 oz , posee la propiedad de unicidad 
respecto de Q. De aquí resulta: 


189 V.L. Goncharov, Ieclierches sur Jes dérivéos succossives de 
fonciions da ues (Thése) 1930. 

10) 3). M. Whittakor, Interpolatory function Lheory, Cambridgo at 
tie Unive rsity press, 1935. A J. M. Whiltaker y también Takonaka y Kukeya 
(rabajos do los años 1931-32) solamente les pertenecela mejoración do la constan- 


1 
te, en el teorema establecido 04 Those por V. L. Goncharov, de 5 * in 2. 
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Teorema 1Vz. Si f (2) == Djenz" es una función entera de 

n 
clase no superior a |. ol (U< o < 00) cuyos cocficientes de Paylor 
son distintos de cero, entonces el sistema de funciones [22M (22)). 


m2 > (La constante In 2 


NS , nr 
no puede ser sustituida aquí por una constante no menor que q al 


En cl caso particular en que f (2) — e”, obtenemos de aquí el 
teorema de Tbraguímov?”) sobre la complitud del sistema de funciones 


en la l<t. 
en el cívculo || < In 2. 


| En |< 4. es completo en el cirenlo 3 |< 


to 
5. Funcionales An (9) =| (1) p (2) dz= q" (E) — 7 
t 


4 
n= 01 * 
1) 


vi 


X | p (2) (o —2)""1 dz (1 > 0). 


1 
Si An (4) = Uy Lo 7 U pertenece al recinto de analiticidad de q (2), 
entonces q (£) = 0. La manera más fácil de comprobar esto es obser- 
var que de An (q) -: 0( 54,2, ...)sededuce que Y q (2) z" dz — 
C 
0 
== () (n=0,1,2,...). De aquí, integrando a lo largo del rayo 


rectilíneo que une ( con ¿e y considerando las partes real e imaginaria 
de q (pei% como funciones de p: « (py) y e (p). hallamos: 


| u (o) o" dp = j y (1) p" do =0 (n=40, 4, 2, ...). 
y q 


De aquí que u (p) = v (p) = (0, es decir, q (2) =0U a lo largo del 
segmento rectilíneo y, por lo Llanto, q (£) == 0. Por esto, obtenemos 
el teorema: 


Teorema Vy. Si F(z, £ (l2 | <R,|£] <P) es una 
función analitica que es completa respecto de z, entonces el sistema 


¡ 


es completo en el circulo | 2 | < HR para cualquier | y | <R. 
En particular, tomando F (z, €) =f (%2) y Co =4, rosulla el 
Leorema: 


kt 


(n) Plz, E) dí -= aw" IS Y) lo—yg de) M=1 Z 00) 
y 


tl 
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a 
Teorema Vo. Sif (2) =)c,2" es una función analítica para 
U 


Iz| <NR”, AR >R, cuyos coeficientes de Taylor sun distintos de cero, 
entonces el sistema 


[ar )d= 7 | HOGA)  (n=1,2...) 


es cumpleto en Ep. 

6. J51 teorema l de por sí no resuelve todavía cel problema de la 
complitud ni tampoco el de la unicidad. Su importancia consiste 
£n que permite pasar inmediatamente del teorema de la complitud 
a los teoremas de unicidad y viceversa. En lo que respecta al propio 
teorema de complitud, aquí resultan ser útiles los teoremas que 
señalan dos criterios cuyo cumplimiento hace que, los sistemas que 
en cierto sentido son próximos a los completos, resulten completos. 
Sin detenerse en problemas generales, ulilizaremos el siguiente 
resultado especial de J3vas?20): 

Si las funciones (A, (2)) (Rp (0) = 0) pertenecen a la claze £,**) 
en el círculo |2 | <A? y poseen una mayorante (cn el sentido de 
Poincaré) de la misma claso A (2) (A (0) = 0) que satisluce además 
Ja condición [A (2) | <1, | 2] < R, entonces cel sistema de funcio- 
nes (3" (1 + h, (2) es completo en Ep. 

Siguiendo a Boas?”), cxaminemos dos ejemplos de aplicación 
«de este teorema: 


(a) Soa h, (2) =e**— 1, donde |£, |< 1. Entonces kh, (2) < 
< h(2) =e —1, y como (in 2) = 1, resulta que el sistema 
z"ezenY es completo en el círculo |z | < In 2 (compárese con Ibra- 
guíimov??). 


(1) Sea 

oo eta ¿en 4 e á 
hn (2) = 71 (En A Eno (En 1 1, [En] 1); 

z (En —£n) 

205 R. P. Boas, General expansion theorems, Prac, Nat. Acad. Sci 
U.S. A., 26 (10940), 139—149. Véase también % (cl primero de los dos 
artículos) y $). 

21) Sogún la dofinición, una función /(z), analílica para | ¿| < 4t, perte- 
nece a lia cluso /f2, 31, y sólo st, 


2t 
sup p1 16, 19 ] j 
< fe —. , 4 < 
Qor r| 5 fino: AN o 
6 


22) sl artículo citado en la llamada 9%) (ojemplo (a)) y, además, KR. P. Bo- 
, Univalent derivatives of entire functions, Duke Math. J., 6, (1940), 719— 
Il (ejemplo (b)). 


a. 
. 
2 
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entonces 


A A ME (y a ajal 
ha (2) = Y) EA y e 
j=2 


j=2 


tan 
5 . . y € —( 
y, por consiguiente, el sistema (an : A es completo en el 
n—n 


círculo |2 | <]n 2. 

7. Del ap. 6 medianto cl teorema ] se deducen los Leoromas 
respectivos de unicidad. 

Á saber, tomando F lz, £) =e0, |z] < RR. |€ |< 00, observa- 
mos que z“e2% = A, (e), donde A, (q) = q" (£,), y como según 


et ap. 6 cl sistema (26) os completo en cl círculo [3 | < AR = 
= ln 2, rosulta que cl sistema de funcionales (A, ) posee la propiedad 


de unicidad respecto del conjunto $ formado aquí por todas las 
lunciones enteras de clase inferior a [1, ln 2] (véase el ap. 2 de la 
sección TD). En resumen, si para una función entera q (£) de clase 
inferior a [1, In 2] se tiene q (£,) = 0, donde | £n |< 1, entonces 
p (5) == 0 (compárese con el ap. 4 de la sección ITT). 


» e 
Exactamente igual, observando que 2% 32 An (e%), 
En—En ? 
donde 
= MDL — AD (E 
An (9) = LEEN IPR a 0,4,2,...) 
> En — En 


a 
y que (í)-= | (p (5) eE, sacamos la conclusión de que el sistema de 


(i 
funcionales (A, ) también posee la propiedad de unicidad respecto al 


conjunto de las funciones enteras de clase inferior a |1, Ja 21. Jsta 
proposición puede cnunciarse también del modo siguiente??). 

Toda función brascendente ontera de clase inferior a |1, ln 2) 
posee una subsuccsión de derivadas que son univalentes en el circulo 
unidad. 

En efecto, suponiendo lo contrario tendríamos que sacar la con- 
clusión de que comenzando desde ciorto n en adelante, n > N — 1, 


se cumplen relaciones de la forma A, = 0 (para una elección ndo- 


cuada de los pares de puntos ¿n, íns |inl< 1, | En 1 < 1). Pero 
q (E) es una función ontera de clase inferior a [1. In 2l, si q (¿) 
es una función entera de clase inforior a [1, In 21. De aquí que 


23) El segundo de los artículos mencionados en la llamada 32). 
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q () =0 y q (5) es un polinomio, en contra de la hipótesis. 
Obsérvese que en el último leorema la ae In 2 no puede ser 


sustituida por una constanle que supere a 7, pues las dorivadas de la 


q +e )z, > 0 A a la clase [1, +] , 


no son univalontes en el circulo unidad. 

8. Del teorema de unicidad del precendenle apartado, mediante 
cl teorema ], se pueden obtener teoremas de complitud más generales 
que los tooremas del ap. 6. (uno de tales teoremas más generales se 
expone en el ap. 4 de la sección 157). Los teoremas generalizados de 
complitud, mediante el mismo teorema JT, proporcionarán a su vez 
una gencralización de los Leoremas de unicidad del ap. 7. No vbstan- 
te, preferimos hacer los razonamienlos expuestos de una forma más 


función sen (+ 


* 
general. Sean %, (2) = DIAZ funciones enteras de clase inferior 
í 


oc 
a |1, col, que liene la mayorante k (2) = > hz (no obligatoriamente 
1 


entera), y supongamos que |2 (2) | < 1 para |z | < A. Entonces, 
según el teorema del ap. 6, sección 111, el sistema l2" $ 2"h, (2) = 


» 


= q" Á- Dn "+ 05 completo en el círculo | 2 | < R. Examinemos 


las expresiones A” (q) - q" (0+ 2 pS gara (0). Esribiendo A” (q) 
t , 


y 1d) pS 


en la forma Ad (q) 2 A 


y observando que para 


A o AAA 
t Ada ) - sr . a tn ¿er z 
sia que » $ HMstiljie, debido a que jr Jhj |<c, 
(lo cual a su vez significa que A, (2) perlenece a una clase inferior 
a |1, c00)), sacamos la conclusión de que A“ (4) son funcionales 
+ 


lineales en el espacio de las funciones enteras. Pero 2” + DJ OZ"! = 
7 
= Ae) (a =0,4, 2, ...), y como este sistema de funciones 


es completo en el círculo |z | < /?, sacamos la conclusión de que el 
sistema de funcionales 


ATA) (0) + AGO) 
v 


posee la propiedad de unicidad respecto del conjunto de todas las 
funciones enteras de clase inferior a |1, ?]. Supongamos ahora que 
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$ (2) es una función enlera arbitraria de clase no superior a (1, ol, 
cuyos coeficientes de 'Paylor son todos distintos de cero. fínboncos, 


. $ z R nr a 
haciendo F (z, Y =fÍF (2), |z] < ai |[¿| < oo, podemos afirmar 


que todas las funciones que pertenecen al conjunto correspondicn- 
te Q, son enteras de clase inferior a | 1, 2]. Por consiguiente, las fuu- 


cionales A“? (p) poseen la propiedad de unicidad respecto de Q, 


b , ñ 
de donde se deduce que el sistema de funciones 
So ] 
i A eu | (25)! En gif (0) EN Z poo pu (0) qgn+ l 
5 = 


e R : 
es completo en el círculo |2|ZFG. ls obvio que, incluso en el 


caso particular cn que o=1, este sistema es más general que el 
sistema 


e 
ZE y, pe 
jeoi 


y en general no tiene que considerarse como «próximo» a (2%) 
Pero el sistema de funciones (A“” |f (22))) se engendra por la fun- 


ción e mediante las funcionales 
E Y 4 
[Ao (9) = 49 (0) 9 (0) 4 Y APA (0) y (0) |. 
6 ¿=1 


De la complitud que hemos establecido del sistema de funciones 
¡ . . in 
para |2 | < a se deduce que cl sistema do funcionales pan) (p)) 


posee la propiedad de unicidad respecto a todas Jas funciones enteras 
de clase inferior a 11, 0). De nuovo, esto es un teorema de unicidad. 
ás Ífnerte que e) establecido anteriormente para Jas funcionales 


LAÚ (0 )). Obsérvese que la aplicación ulterior de los mismos 


razonamientos no da nada nuevo. En efecto, suponiendo para precisar 
que f (2) es una función de clase |1, 11 (o = 1), habíamos pasado 
de los cooficientes de la forma /*”? (0) en las expresiones de los siste- 
mas de funciones y Juncionales obtenidos a los cocfícientes do la 
forma [2 (O), 17 (0), .... Pero estos últimos, a su voz, pueden 
considerarse como los valores de las derivadas en cl origen de coorde- 
nadas de ciertas funciones de la misma clase |1, 41. 
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IV 
1. Sea (f, (2)) un sistema de funciones pertenecientes a Ep: 


ln (2) a $ avz) (n 0, 1, dr .. -). (1) 
=1 


Si (f, (2)) es un sistema completo, se cumplon las relaciones 
2=lim (ato (2) ++. +0 hn (21 (10,4, 2,-..). (2 


Además. según el ap. 5 de Ja sección T (véase la llamada 5) se 
puede suponer que la sucesión (29 ,) es convergente: 


lim a, =af (E j=0.L. 2 2+..): (3) 


N- 09 
Poniendo (1) en la relación (2), resulta: 
lim [ad ay. ad ab (1 1=0,1,2,...), (4) 


uy 
N=y 00 
dondo 5, =0 para ¡j+k y 6,,=4. En particular, si en lugar de 
las relaciones (2) se cumplen los desarrollos en seric 


2= Marto)  (¡=0,1,2,...), (2) 
n==0 
entonces 
Y anan? 0) (,k=0,14,2,...). (41) 


2. Teorema VI,. Para que un sistema de funciones (1), que 
es enmpleto en el espacio Ep, sea un sistema de ¿.l.r., es necesario 
y suficiente que al menos un sistema de números lay, determinados 
por las relaciones (2) y (3), satisfaga a las condiciones: 


lim Y Ta] <R  (k=0,1.2,...). (5) 
3-30: 
pa ara 8nm (a m==0,4, 2, ...). (6) 


Demostración. Supongamos que el sistema (fn (2)) es de 
i.J.r. Entonces existe un sistema de funcionales lincales (£L,) que 
es hiortogonal con (ff, (2)). Por esto 


as Jim a , =lim La [af qlo (2) E... + añ nin (3)1 = Lx (2”) 
No» n-—00 


y, por consiguiente, en virtud del ap. 2 de la sección 1, 
lim Y Ta <R(e=0, 1, 2, ...). Así, pues, la condición (5) es 


Inu 
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consecuencia de la i.1.r del sistoma. Pero ahura, en caso de i¡.l.r. 


Ex [fm (2) 1 = = lim E» l y mn) = lim y aP La (2) =8um, 


now j=0 


y como £, (2%) = a de el se deducen las relaciones (6). 


Demostremos ahora que las condiciones (5) y (6) son suficientes 
00 


parn la í.1.r. del sistema (t). Sea f (2) = Y aa un elemento arbitra- 
0 


rio de £ y (lim y | a, | < RR). Delinamos las funcionales (L,, Y hacien- 
J 


Joer. 


do 


E dl 


Eon (S) = Dejan (n=0, 1,2, ...). 


Debido a las diciones (5), L, ($) son funcionales lincales en 
En (ap. 2.3). 


No queda más que observar que, en virtud de las condiciones (6), 


Ln [fa (2))= 2 Pa? =8p1. 
1) 


De aquí, según el ap. 6 de la sección f, se deduce que [f, (2)) 
es un sistema de i.l.r. 

3. Para que el estudio sea comploto tenemos que convencernos 
también de que las condiciones (5) y (6), tomadas por separado, no 
son suficientes para que el sistema (f, (2)) sea de i.l.r. Obsérvese 
primero que siempre se cumple la condición (6), si f, (2) es un poli- 
nomio de grado n (¡exactamente!); además, los coeficientes ak? 
se determinan mediante la resolución sucesiva de las ecuaciones (1) 
respecto de z?. En efecto, si 


fa (3) = Da aga (a=0,4,2,...5 490) 


a 
= > af, (2), 
] ka!) 
se liene la identidad 
Sim a A 
92 Aa l()= 2 fa () Y aras 


de donde, en a de la latina lineal de (f, (2)), la cual 
e$ consecuencia de de hipótesis hecha, resulta: 


5 ay 3 y ¿e Y — 00% 
ferh 
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es decir, obtenemos las condiciones (6), a pesar de que pueden no 
cumplirse las condiciones (5). Señalemos, en particular, el teorema 
que de aquí se desprendo: 

Teorema Vi». Para que un sistema de polinomios f, (z) = 


$" 
1 41 o . A 
= Had (a=0, 14,2, ...; an 0) sea un sistema de i.lr. 
j=Ú 
en f y, es necesario y suficiente que los coeficientes La (P) determinados 


J 
por las relaciones 2¿= > alDY, (2), satisfagan a las condiciones: 


¿a |) 


Tim y Ta? pH (E=0, 14 le Jo 


co 


4 


4. Jemostremos abora que las condiciones (5) solas no son suli- 
cientes para Ja i.l.r. de las funciones (f, (z)), si éstas no son polino- 
mios cuyos grados coinciden exactamente con el índice n. Esta afir- 
mación conserva se valor lambién cuando se suponga que (f, (2)) 
es un sistema de funciones linealmente independiente que no admite 
desarrollos no triviales del cero. Resulta un ejemplo correspondiente 
(para ul espacio £,) haciendo 

1-73 


nta=(H) (n=0, 1,2, ...). 


s s . 4 = PA 

Juste sistema os completo, pues haciendo ¿ = a 

2l sistema (2%) (n =0, 1, 2, .. .), cl cual es completo en el recinto 

transtormado Re ¿ 7>0, La independencia lineal del sistema ff, (2)) 

y la carencia de desarrollos no triviales del cero son evidentes. Sin 
h ad ; l 2D 

embargo, considerando Jas funciones racionales de la forma a437 
e 

y aproxinándolas de un modo correspondiente mediante polinomios 

de z en el interior del recinto Re £¿ >> — 1, nos convencemos de que 

existe una sucesión de polinomios que converge hacia cero en el 

interior del recinto Re Y >> 0, y cuyos cosrficientes de una polencia 

fijada de £, precisamente de la potencia menor p-ésima, son igua- 

. ¿ z +42 

les n 1, De aquí, volviendo a z mediante E — q 

conclusión que cada función f, (2) perleuece a la cápsula lineal 

cerrada de todas las funciones que la siguen. 
Se puede demostrar fácilmente que en tal caso se pueden satisfacer 
has relaciones (2) y (3) por unos números complelamente arbitrarios 


a, en particular, por tales números que cumplan las condiciones 
(5). Por lo tanto, existe un sistema de funciones Jinealinente inde- 
pendientes ff, (2)), que no admite desarrollos no triviales del cero, 
que salisface a las condiciones (5) y que, sin embargo, no es un siste- 
ma de í.).r. 


se obtieno 


, sacamos la 
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Obsérvese que do la propiedad del sistema de funciones 
(E , señalado aquí, se deduce?) la existencia de una serie 
00 


1i—Z 
142: 
i—z 


n ; 
universal do la forma Y An ( ) para las funciones que son 


analíticas cn el círculo unidad, a Jo que es lo mismo, la existencia 


0 
de una serie de potencias universal de la forma >,4,%” para las 


0 
funciones que son analíticas en el semiplano Re >0. 

5. Sea (f, (2)) un sistema de funciones analíticas que es completo 
en el espacio Ep de las funciones analíticas en el recinto | z | <R. 
Supongamos que es un sistema de i.l.r. Entonces existe un sistema 
biortogonal con él de funcionales lineales (£L,). Si este último posee 
la propiedad de unicidad respecto de todo el espacio E a, entonces 
(fn (2)) representa una base en el sentido amplio para Ep. Final- 


mente, si la serio > En ($) -fa (2) es convergente para cualquier función 


F (2) € E y, entonces (f, (2)) es una base de E (en el sentido estricto) 
(véase el ap. 10 de la sección 1). 

Ejemplos. lInterpolación (esquema lineal). Sea 
Ci, Co. . . - una sucesión de puntos del plano complejo. Consideremos 
la sucesión de polinomios Py = 1, P, (2) = (2 —€1) ... (2 — Cr) 
(n =4, 2, .. .); éstos son los polinomios de interpolación con los 
puntos de interpolación (c,). Es obvio que el sistema (P, (z)) es 
completo en cualquier círculo |z | < R. Sin embargo, para la i.lLr. 
del sistema (P, (z)) es necesario imponer a [(c,) unas condiciones 
complementarias. Precisando, para que (P,, (z)) sea un sistema de 
i.1.r. en el círculo | z | < RR, es necesario y suficiente que se cumplan 
las condiciones 

[ca| <R (M=L.2 42) 


Para la demostración, consideremos las identidades 


n 
1 na 
q" — Y Ps (2) > j _EndE 
21 P ss (0) 
U IEl=py>max(l cerdo... e 41] 


(M=0, Li Le.) 


De éstas deducimos que la condición necesaria y suficiente 
para la i.lr. de los polinomios (P,(z)) consiste en lo siguiente 
(véase el teorema VI¿ de la presente sección): 


—_—_ Y 


2 6” dí en 
¿mi al Dd (=0, 1, 2, O 


l/s 40—1234 
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Pero esta condición se satisface cuando, y sólo cuando, |c, ] < R 
(n=1, 2, .. .). En efecto, sea] cy |] < AN (n =1, 2, .. .); entonces 
para j tijado, haciendo la notación max (|c;, |, ..., | eyra |) = 


=rFr< Íi, se biene: 
1 6d |_ A (PY mn si+ion 
| = NG (3). ER E 
Nafl) 


¿ni PO 
El=p:>r 


de don. lc 


A a O 
n-00 Pr Pa (E) <r <R (¿=0, 1, 2, -.-) 
=(» 


es decir, (P, (2)) es un sistema de ií.1.r. en el círculo | 3 | < R. 

Supongamos ahora que no se cumple la condición |c, | <R 
para todos los n, y sea €;+1 01 número do menor Índice que satisface 
a la desigualdad | cj+1 |] > 22. Entonces 


O A 
Pra 0 EC T e G—g EF 1 (Ao + O), 
1 


4 erat] An ñ 
2 j Pp (0) =| 4005. + 2 Ela): | = 
ame 741 
el n a y" 
1AabicPi als 
| ol | ja | | + >) Aya a Cj+1 
al) 
urO 544 
de donde 


lim »n /[1 En ge qe 
o Y/ | VA lol 
1El=p 


y el sistema (P, (23) no puede ser de i.1.r. en el círculo | 2 | < /?. 
Suponiendo cumplidas las condiciones |c, |< Hi (n =0, 1, 


2, -..). podemos escribir las funcionales lineales (£,) que son 
biortogonales con los polinomios (P, (z)) on la forma 
4 + 
ln D= 3 ) mz 6 
R<|[ ¡=p > max [fc1l, -.., cuyr 1) 


Por lo general, (£,,) no poseen la propiedad de unicidad respecto 
de todo el espacio Ep, es decir, que el sistema completo _y de i.l.r. 
de los polinomios (2, (z)) no forma una base de E (en el sentido 
amplio). 

Demostremos que para que el sistema (fP,, (2)) forme una base 
de E y (en el sentido amplio), es necesario y suficiente que, cumplién- 
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dose las condiciones anteriores, al menos un punto de acumulación 
de (c,) pertonezca al círculo [2 | < R. En efecto, sea 


En (f)=0 (m=0, 1, 2, ...). 
Como Lo (f) => SS (c,), de Lo (f) =0 so deduce que 


- 214 y —C1 E 
ES es una [unción analítica cn el círculo |2 | <A. Supongamos 
1 
que ya se ha demostrado que z = = (, (2) es una función analítica 
2” 


en el círculo | | < AR; entonces de 


_ A (f0Qd _ 4 dl 
La (1) e ¿ná j Parr (6) — Qni j Pr (DE—Ca+1) 
J (2) 


es una función ana- 


se deduce que qn (0. +1) = O, es decir, que P,, (2) 


lítica en el círculo |2 |< R. En otrus palabras, las ecuaciones 
En ($) =0 (n =0, 1, 2, .. .) significan que c;,, Ca, .. . son ceros 
de la función f (2) (cada uno de ellos de orden igual a su orden de 
multiplicidad en la sucesión ([c,)). Por esta razón, f (2) =0 si la 
sucesión [c,) posee al menos un punto de acumulación en el interior 
del círculo | | < £?; si tal punto de acumulación no existe, entonces 
siempre se puede construir una función analítica f (2) $e O que satis- 
faga a las condiciones £, (f) =0 (n =0,1,2,.. ..). 

Así, pues, el sistema (P, (2)) representa una base en el sentido 
amplio de Ja palabra cuando, y sólo cuando, todos Josjpuntos (c,,) 
pertenecen al círculo | z | < R, y al inenos un punto de acumulación 
de la sucesión también pertenece a este círculo. Sin embargo, cum- 
pliéndose todas eslas condiciones el sistema (P,, (2)) puede no ser 

0 


una base, €s decir, las series Y La (f)-P, (2) pueden no ser conver- 
Ú 


gentes. Por ejemplo, sic, =a (n=1, 2, ...),0<0<R, enton- 
(n) ; 
ces La (N = 22 y para f(z)= += obtenemos la serie 
a Es 


(2—a)" . , 
> gm + la cual no sólo no es convergente fuera del círculo 


[z—a|<|R —a |], sino que tampoco posce fuera de este círculo 
ninguna subsucesión de sumas parciales que sea convergente. Siendo 
(tn =0 (n=41, 2, ...), resulla una base cuando £, (2) = 7” y lo 
serie de interpolación 


NN 
pe A JUAS? dido - O Y 
2 REO 


se conviorte en la serie de Taylor. 
40* 
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Supongamos que los puntos de interpolación (c,) satisfacen a la 
condición |c, | <r < R, es decir, que todos los puntos junto con los 
puntos de acumulación de esta sucesión están situados en el interior 
del círculo | z | < R. Según lo anterior, (P,, (z)) representa entonces 
una base en el sentido amplio para E p. Para obtener las condiciones 
según las cuales (P,, (z)) es una base de E », no queda más que exigir 

00 


la convergencia de la serie de interpolación Y £, (f)-Pn (2) para 
0 


cualquier función f (2) € En. De los teoremas generales de la teoría 
de interpolación se deduce?) que esto ocurrirá cuando, y sólo cuando, 


ADA , Ñ 
nn V P, (2) =z uniformemente en todo conjunto cerrado y acotado 
00 


que sea exterior a la circunferencia | z | = r; además, como se trata 
de las condiciones suficientes, podemos limitarnos a exigir que 


lim Y|Pa(2)]=|2] para |z|>r 
nN—00 


(sin la condición de uniformidad). En particular, es suficiente supo- 
ner que e, > para n > 00 o que los puntos (cn) estén uniforme- 
mente distribuidos en la circunferencia [z| =|7 | < R o sea, estén 
situados de tal modo que la cantidad de puntos cy, C2, . . », Cn QUO 
caen en un arco arbitrario 0 <a <0< f < 21 de esta circunferen- 
cia sea asinlóticamente igual a — n*%). Consideramos que es pro- 
hable que el sistema (P, (z)) no puedo ser una base en Ep si no se 
cumple la condición |c, |<r <R (a pesar de que se cumpla la 
condición lim Y P, (2) = 2). 
RI 
Supongamos, en particular, que RR =1, c, =0 para n=ek” 


Y Cra = Pr = e (k=0, 1,2, ...). Entonces P, (2) = 


.- EYn 
=2 18 [l (2 — p,) (n > 0) y, por consiguiente, 
R=0 
| yn 


AAA E Ln) 
A ME 


hk=0 


paran>o00y2=360, 1, p (k=0, 1, 2, ...), siendo uniforme la 
convergencia en cada conjunto acotado y cerrado que no contenga 


NS ; 1 
a los puntos indicados. Examinemos el desarrollo de Eo 
R - 


23) Walsh, Interpolation and approximation, $87,2; 7,3. 
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fracciones simples; 


IvynF1) 
4 Pa varnó E Ba 


— — | ri A. 
Pasate) ¿nl nd E pe ap) 


[v271) 

donde B,= 4 (p.—9) 7”, y, por lo tanto, IB <Ci¡nY?. 
des) 

Haciendo | =4 , tendromos: 


1 


Mya max ip, rre + 
l2t=; 1 
II (9-7) 
j==0 
Ai lin+1- 251) 
Vn+1 Bril— — 
+ $; Bea Y IA A 
ha=0 pati n+a). (mm) 


Por esto, para los cooficientes alr- Yn+1) del polinomio Pava 0) 
vhtenemos la cota: 
Yn 


- My 
1 y 
3 
Por_consiguiente, 


24 4(2) de _ 
ml )] += 
ocjai=r<t 
a—l Yn+1) 


(nl Va+11-3) (0 
a ala HD) AA. ] (0) 
| 2 a; (n—|Yn+1 Vario? 


A O is 
Q AI OR y A li 
sE da pt 9+1) >| 2 n+1-[ +41) | 


Pr 
a C.. Ln yn 1 e pl Vn+11-5) TO) 
ss sm —[Ya+11-l 


jam 


ATAN —C ga Y] e 
>] y opti-[ vil | li du 
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—[Y +1). > 


[rn+1] Pol (on) a 
R7 (Pr —CM 4 + 
E E ppt | vna+1] 5M 1-16 y 


donde M, = max | f (2) |. Doterminemos ahora sucesivamente los 


fal 
números Yo = 1, Yi, Ya, -  - de tal modo que sca 
m 
B 
yaa A = pam (m=1, 2, 7 e. .). 
p=y PR 


Se puede construir una función f (z), uniforme y analítica en el 
círculo unidad, que salisfaga a las condiciones f (pr) = ya (k = 
=0,141,2,...). (Es suficiente construir primero una función 
p (z) con polos simples en los puntos px, y después una función y (2) 
que sea meromoría en el círculo unidad y tenga las partes principales 


YA ei , 
Po) * haciendo finalmente 
f (2) =p (2) y (2).) 


| Em2-1 (1) | >> m""—C,M,1Gm*-m, 
de donde, definitivamente, 


m2—1, 


Entonces 


V |£Em-m1(f) | —>00 si m—00. 


Pero esto significa que la serie » En (1)-P,n (2) no puede ser con. 


vergente en los puntos distintos de U, pa y, posiblemente, 4. ln resu- 
men, (2, (2)), siendo una base en el sentido amplio, no es una base. 


a pesar de que aquí se.cumple la condición 2 MANZICA =- 2] 


(e incluso Jim Y Pa (2) (z) = 2) uniformemente en cade conjunto acota: 


do y Corrado. que no contenga a los puntos 0, px, 1. 
6. Supongamos ahora que (f, (z)) es una base de En (Ni < 00) 
y quo fo, (£)) son las funciones asociadas con (ff, (z)). Entonces 


para [| | >R la función E € Ey tiene que admilir un desarrollo 


en -= > Lar (= -) Ía (2) = > (Dn (2) La (2), 
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uniformemente convergento respecto de z (para £ fijado) en cada 
círculo |z] <r <¿Mi. Sin embargo, se puede deducir algo más, 


a sabor, que la serie Y On (8) f, (2) converge hacia uniforme- 


4 
L— 
0 
mente respecto de £ y respecto de z para | | >PRylz|<r<dt, 
donde r es un número positivo cualquiera menor que /i. En otras 
palabras, se verifica el siguiente teorcma: 


Tcorema VIT. Para que un sistema de funciones £f, (2)) del 
espacio Ep sea una base de Ep, es necesario y suficiente que se cumplan 
las condiclones: 

(a) el sistema £f, (2)) es una base en el sentido amplio de la palabra; 

(b) se verifica el desarrollo 


= Y an (1) +fn (23), 
0 


e 


4 
L—2z 


donde f0n (%)) son las funciones asociadas con (ff, (2)), y la serie es 
uniformemente convergente para | E] > R,l|z|<r para cualquier r. 
O0<r<R, 

Este teorema es una consecuencia directa del siguiento lema, 
el cual es a su vez de un interés particular. 

Lema. Si PT (z, €) es una función de dos variables complejas 
z y [, que es analítica en el recinto |23| <R, | 1<P, y K£fn (2) 
es una base de E y, entonces se verifica el desarrollo 


Pla, )= 2 a (E) $ (2), 


donde Pn (í) son funciones analíticas en el recinto | L | < P. que perte- 

recen a la clase Q engendrada por F (z, €); el desarrollo es uniforme- 

mente convergente respecto del conjunto z y [ en cada recinto cerrado 

de la forma |z | <r<R,|¿l|<p<P.SIF (2, í) es una función 

analítica para |z| <R, | 1 <P, entonces se puede afirmar además 

que Qn (€) son continuas (e incluso infinitamente diferenciables) para 
[s.] 


18 | <P, siendo uniformemente convergente el desarrollo y Pa (5) fn (2) 
Ú 


en cada recinto cerrado de la forma || <r<R,1t1|<?. 
Demostración. Este lema resulta como una aplicación 
sencilla del tcorema de Mazur y Orlicz?*), el cual representa a su vez 


26) Como (fa (2); es una hase en el sentido amplio de la palabra, de la 
convergencia do osta serie se deduce quo su suma 0s TN 

26) S. Mazur und W. Orlicz, Ubor Folgen linearer Operationen, 
Studia Math., IV (1933). 
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la extensión al caso de espacios de tipo F' del conocido teorema de 
Banach-Steinhaus?”). Por ejemplo, demostremos la segunda mitad 
del lema (en el cual, con unas restricciones más rigurosas se deducen 
unas proposiciones más fuertes). Sean (£,) funcionales lineales 
biortoronales con (f, (2)). Como ff, (2)) es una base de £ z, la serie 


Y Ln (0-fn (2) es convergente para cualquier función f (z) € En y. 
po consiguionte, en virtud del teorema mencionado”), la familia de 
operadores lineales O LE (N f,(2)) es equicontinua on Ep. Sea Lo 
un punto arbibrario del recinto cerrado | ¿ | < P. Entonces se puede 
señalar un entorno UY, tal, que para ¿ € U, se cumple la desigualdad 


[3 LF (a, OP |< 
0 


para un ¿>> O dádo y para cualquier natural n. Cubramos el conjun- 
to |< P por un número finito de entornos del tipo indicado: 


-1 


Ur (k =1, 2, ..., s) con los centros €, (k = 1, pe « . ., 5). Come 
existen ln números naturales ri (k =1, 2, ..., s), tales que 
n+p 


[3 Lj(F (2, 14 (2) |<Z 


para nn, y para cualquier natural p, designando N-. 
= máx (2%;, . . ., Rs, tendremos en virtud de las desigualdades 
establecidas 


e 
12 LF DA I<e (2 


para n>N=N (e) y |El </. Supongamos quo la norma de f(z) € £», 
se define asi: 


oo 
UTA 


If (ll = an TT donde m,=wmax |f(2)] y "n—k£, 
3 IziSra 
y sea r un número positivo cualquiera menor que /?. 
Si Fno > r, entonces para € < _—— . se tiene max |f (2) | <e- 
an [2 <r 


.9rot? 
si || f (2) || < e. Asi, pues, para [2 | <r<Rye< mm , donde 


2% S. Banach, Théorio des opérationes O Warszawa, 1932. 
Véase también A. 7. y gm und, Trigouometric Sories, 4.5 
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Ro = o (1), tenemos de la relación(*) : 


nee 
¡2 Lala Dl (0) |<e- 29 


para ]¿|<P y n>N=N (e). Haciendo 
L, F (2, Dl=0,() 


resulta todo lo que afinmma el lema. No queda más que observar que 
para oblener el teorema VIT se debe sustituir aquí £ por E i 


7. Las condiciones del teorema anterior no son suficientes. 'Tome- 
mos, por ejemplo, el sistema de polinomios de interpolación (P,, (2), 
estudiado en el ap. 5 de la sección 1V, Obsérvese ante todo que para 
cualquier sistema de i.l.r. de polinomios de interpolación (P, (2)), 
las funciones asociadas (0, (2)) se expresan por las fórmulas 

1 ' 
MmO=5 0 (n=0, 1,2: a 


lin efecto, aquí para |£| > A 


A e A == 
ANS OA 2) 2 EZ-DPAA O Pm a 


[zfenr >max (exi, +... lcn.11) 
Por ello, la serie de la condición (hb) tiene aquí la forma 


Ss P, (3) 
A Praga (6) 


Poro en nuestro caso R=4, Cc, 0 para n+Xx y cr = 01 = 


=3(4=0, 1,2, ...). Por esta món, para Izl<r<á4, [5]. 1, 


se liene: 


ln] 
¿In Van] [] |z—P» ] o ade 


Pd = R=0 E ES 
Pra (Dl [ TA rd = (| Fngal 
O | ION | 1dt—px) 
h=1) k=uU 


IN ET 
esta úllima cantidad es el término genera] de una serie convergente, 
Así, pues, cn este ejemplo, la serié y On (5) f, (2) es unifurmennento 


convergente para |z]| <r <1,1|18]|> 1. Además, su suma es Igual 
a —, puesto que ella es precisamente el desarrollo de esta función 
pi" 


41—1234 


de : 
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según los elementos (f, (2) = P, (2)), los cuales forman una base 
en el sentido amplio de la palabra (véase el ap. 6 de la presente sec- 
ción). Por lo tanto, verdaderamente se cumplen todas Jas condiciones 
del teorema anterior, a pesar de que (P, (2)) no es una base. 

8. Supongamos ahora que (ff, (z)) es un sistema completo de 
i.l.r. de funciones del espacio E a, siendo analíticas todas las funciones 
asociadas (6, (£)) para | | >!, donde 0<I1<R. Entonces el 
sistoma ff, (z)) también es completo y es un sistema de ¡.l.r. para 
cualquier E,, I<r < R. Jn efecto, es obvio que se conserva la 
complitud, independientemente de las hipótesis que se hagan respecto 
de (0, (£)) para todos Jus E,, r < R. En cuanto a la propiedad 
de i.l.r., ésta se deduce de las relaciones 

oi ) om (6) fm (6) 15 = Sum 
Root i=0.:1 
Me=0. Li 2 MED ie 


Supongamos además que se verifica el desarrollo 
4 no 
Ez == > WM (E) Ín (2) 
0 


uniformemente para |¿| >p, |2 |] <r, donde p y r es cualquier 
par de números que satisfaga a las relaciones D<r<R, p > 
> max [r, l). Entonces ff, (z2)) es una base para cualquier £,, 
¿1<r<R. (En este caso diremos que (f, (2)) esuna base pro- 
longable (hacia el interior) de £n) En efecto, para 
f (2) € E, siendo |z| <r” < r, se tiene: 


la=z |  ¿XEx- 


ro [lp >m9x (!, r*) 


0 00 
==. | Foa0har0r=Y (7 | 10904) f(, 

liz i=p" 0 0 It ¡=p" 
ésto es el desarrollo, uniformemente convergente, de f (z) según las 
funciones (ff, (2)). La unieidad del desarrollo es consecuencia de la 
¡.J,r. del sistema. 

Recíprocamente, supongamos que (f, (2)) es un sistema de funcio- 
nos de E a que es una base para todos los espacios E,,0<l1<ru<R. 
Entonces, éste es completo y posee la propiedad de i.l.r. para cada 
uno de estos espacios. Además, según el teorema VII, se verifican los 
desarrollos 


=D rn (0 cha te). 
0 
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los cuales son uniformemente convergentes para |¿|>"r y |2]< 
<r <r. Sanos los dos desarrollos 


eta y == Y om,» (6) /n (2) 
0 


para [t(>R y [2|<R, nos convencemos, en virtud de la pro- 
piedad de i.J.r. del sistema £f, (2)), que s 


Or, n (E) = Op, n (5) = On (5) (n= 0, 1, 2... lZ rER), 


de donde se deduce ahora que todas las funciones «w,, (2) son analíti- 
cas Da [LE | > (pues las funciones 0,,, (5) son analílicas para 
HA l, ny donde l,, , < r). Confrontando lo dicho, obtenemos el 
Leorcma: 


Teorema VIlf, Para que un sistema de funciones (f, (2)) del 
espacio Ep sea una base para cada uno de los espacios E,, l<rs£éR, 
es necesario y suficiente que: 

(a) seu un sistema completo de i.L.r, del espacio E p; 

(B) las funciones asociadas [w, (£)) sean analíticas para | | >> 1; 


=> 


(y) se verifique el desarrollo =—= z On (5) fn (2), y éste sra uni- 


Jormemente convergente para |2 |< ME: ¿12 p, donde r y p son 
números cualesquiera que satisfagen ai A le condiciones: <Z<Tr<R, 
p > max (r, 1). 

9. Pi Jr (z) es un polinomio de grado n (¡exactamente!) (n = 
= 0, .), en el enunciado de las condicionexz suficientes se 
puede Es E que la suma de la serie uniformemente convergente 
00 


>) 0, (5) f (2) sea igual a == . En efecto, en el caso particular 
0 
considerado 
3 
¿= 2 in) (=0 para n>)) 
n=0 


y por consiguiente, según el teorema de Wejerstrass de la serie 
doble de potencias, se tiene: 


y cn (5) fa (2) = Dd) s y eno _ 


n=Ú j=0 
ía el 
4) c) 1 
> P> E z ba (a 2)) = Du jar Ci" 
j=0 j=4 > 


4ja 
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Como ilustración sencilla al teorema VIII, consideremos el 
sistema (f, (2) =1+... +z”") en el espacio En, R > 1. Este 
es un sistema completo de funciones. Para comprobar la ¡í.l.r., cons- 
truimos el sistema biortogonal de funcionales 


m10 ca+ (0 
La ($) A (n =0, li 5) 


Aquí las funciones asociadas tienen la forma 


4 1 1 e 
Ol (>) =p. 0=012... 


listas son analíticas para |f(|>>0Ú y, en todo caso, fuera del cir- 
00 

culo unidad. Finalmento, la serie Y, Or()fn(2) se puedo escribir 
0 


en la forma 


oo 
s 4 —¿N+ | 
Í—z n+3 ” 
, 5 


lvidentemente, esta seric es uniformemente convergente pata |z | < 
<r, 15 | >p, donde p => max Ír, 1). 
Debido a la observación de este apartado, se puede no comprobar 


que la suma de la seric es igual a +—. En resumen, el sistema 
(l+24... +2) es una base para cualquier E,, r >. 
00 


Obsérvese que en este ejemplo la seric > 0,f, (2) es divergente 
0 


para [| =1,2<4,]z2| <>" < 1. Por esto, en virtud del teore- 
ma VIIT, el sistema (1+2+...-Ez") no puede ser una base 
para E,. Esla deja de ser aquí incluso una basc en el sentido amplio 


= =0(n=0,4, 2, .. .). Claro, 


este sistema conserva la complitud y la propiedad de i.l.r. en cual- 
quier espacio E,, 0 <r< oo. 

10. Sea ff. (2)) un sistena completo de i.1.r. para todos los £,, 
l1<r < 1H. Estas condiciones equivalen a que (f, (2)) es un sistema 
completo de i.1Lr. para Ep y que todas las funciones asociadas 
(o, (E)) son analíticas para | Z ] >Z. Las funciones analíticas en el 
recinto | £ | >> [, que se anulan en el punto del infinito, forman un 
espacio £, do tipo F. Es evidente que 


E | "ONOG=E(F  (1=0,1,2,.., 


Il l=p<.R 


de la palabra, puesto que £,, 


representan funcionales lineales en E,, que son biortoronales con 
(on (2))- De aquí se deduce que (0, ($)) representa un sistema de 
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i.l.r. en E; (e incluso en cada espacio Eo, 1 < p < RP). Si es que las 
funciones (ff, (2)) forman además una base en E,, I<rx_dki, es 
decir, si se verifica el desarrollo 


; 4 ss 
Eo > On (E) fa (2) 
Ú 
uniformemente para |z|<r,|i¿|>p,0<r<R, max (1, r) > 
> p, entonces (0, (£)) también forma una base en cada Ep, 1< 
<p <R, lo cual se deduce inmediatamente de la representación de 


la función F (z) € E, por la iulegral de Cauchy: 


ro | KA ] Ona. 
p<|z[=p"<R 0 [Z]up” 


En particular, supongamos que las funciones (f, (z)), que forman 
una base prolongable (hacia el interior) de En, tienen la forma 


fr (2) =23" 4 aP2 "4... =2 "na (2), 


donde q, (2) son unas funciones analíticas en el círculo unidad quo 
satisfacen a las condiciones «qn (0) =1 (n =0, 1, 2, .. .). Enton- 
ces, fácilmente se comprueba que las funciones asociadas (tw, (£)) 
tienen la forma 


ut!) (n) 
1 o 1 _ A 
on (E) =p 7 qa>'7 E (rn -=0, tf, 2, A 


En virtud de Jo expuesto anteriormente, las funciones [f, (2)) forman 
una base para 4, (1 <r < R) cuando, y sólo cuando, las Íunciones 


(o, 12)) formen una base de £, (1 < p < R). Pero, sustituyendo £ 
por — y liaciendo 0, (=) =0.+. 2) (Mm=0, 12 yo d= 


YA 
= Gio (2), nos convencemos de que el problema de la búsqueda de 
todas las basos prolongables del espacio E, que tienen li forma 


(fa (2) = 27 + aM22+1 4+...), es equivalente al problema de la 
búsqueda de todas las bases prolongables del espacio E, (1 >>) 
que tienen la forma 


(Qn (2) =2 + a +... + am). 


11. Detengámonos en la condición do unicidad que figura en la 
definición de hase (en el sentido amplio y estricto de la palabra). 
Sea [f, (2)) un sistema completo de j.l.r. do Ep y sea (£, ) el sistema 
de funcionales lineales que es biortogonal con (f, (z)). La condición 
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moncionada de unicidad consiste en que de L, (f =0yf(7)E€ ER 
tiene que desprenderse que f (2) = 0. 

Jón particular, esto tiene que verificarse para las funciones que 
pertenecen a Ep, R'2>R. Pero la función f (2) € Ep. R'" >R, 


se engendra de > - Por cierto funcional lineal definido en E y. Por 
vt . . o . 
ello, según el teoreina I, la condición de unicidad puede cumplirse 
solamente con la condición de que el sistema do funciones Ln, ) = 
2 y” 


= 4, (5) sea completo en el espacio Ep. Obsérvese que a priori no 
hay razones para afirmar que la complitud de fo, (5)) en £p €s 
suficiente para que el sistema (£L,,) posea la propiedad de unicidad 
on E. En efecto, según el teorema T, la unicidad queda garantizada 
solamente con respecto a la clase O de las funciones engendradas de 


4 , : ad 5: 
a mediante las funcionales definidas en Ep; aquí, la clase O 
coincide con el conjunto de todas las funciones analíticas en el circulo 
cerrado |z |< R. Un ejemplo sencillo confirma que la complitud 
de (w, (£)) en £ y no es suficiente para que el sistema (L,) posee la 
propiedad de unicidad en En. Seaf, (12 =1 +... +2 yR=1. 
Aquí 


pam 0) (N+]) (0) 4 í 
O Opa 0.1.2...) 
y el sistema (0, (2)) es completo en E, (en efecto, 


1 1 1 4 1 | 
pa (ppm) + (paq) +++» I61>1)- 
Sin embargo, las funcionalos (£, ) no poseen la propiedad de unicidad 
en Ej; de la condición £, (f =060 (n =(0, 4, 2, ...) solamente 


se deduce que f (2) = ==7 

Por el teorema T, resulta una condición suficiente para la unicidad 
eu Ep (e incluso para la unicidad en £,, ¿ <r < R), si se supone que 
las funciones (wn (5)) son analíticas para | ¿ | >1,1<R, y que el 
sistema (0, (2)) es completo en Ej. Resumiendo, obtenemos la 
proposición siguiente: 

Teorema 1xX. Para que un sistena de funcionales lineales 
(L,), que sea biortogonal con el sistema de funciones ff, (23) C En, 
posea la propiedad de unicidad en E p, es necesario (aunque no suficien- 
te) que el sistema de funciones asociadas [w, ()) sea completo en ¡88 
Si el sistema (o, (0) es completo en E,, 0 < 1< R, entonces el siste- 
ma (L,) posee la propiedad de unicidad en cada E,, | <r<R. 
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12. De lo expuesto en los ap. 10 y 11 se deduce que si (f, (2)) 
es una base en el sentido amplio de la palabra para cada £,,1<r< 
< R, entonces el sistema de funciones asociadas (w, (8)) es una base 
en el sentido amplio de la palabra para E,, l<r < R. En efecto, 
el cumplimiento de la condición indicada significa ante todo que 
ff, (23) es un sistema completo de i.l.r. para cada E,, l<r< R; 
por esta razón, (0, (6)) es un sistema de i.l.r, para todos los E,, 
¿<r<R, Por otra parte, siendo (f, (2)) una base en el sentido 
amplio de la palabra, resulta que el sistema de funcionales lineales 
££,). que es biortogonal con (ff, (2)), posee la propiedad de unicidad 
para E», l<r < R; por esto (teorema JX) el sistema (0, (£)) es 
completo en £,, ¿<r < R. Finalmente, como el sistema ff, (2)) 
es completo en E,, !<r < R, del mismo teorema IX (en el cual 
se pueden cambiar de sitio los sistemas (f, (2)) y [wn (2))) se deduce 
que el sistema de funcionales lineales (An), definidos en E, (1 S 
< r <.R) y biortogonales con (6, (%)), posce la propiedad de unici- 
dad para cada E, (1 <r<IH8. 

En todos estos razonamientos (wn (£)) y (f, (2)) pueden cambiar- 
se de sitio (puesto que la propiedad de asociación es recíproca). 

Ep particular, la relación establecida aquí permite demostrar la 
proposición siguiente: 


Teorema X. Supongamos que F (2) =2 +0 ++ a 

..(|zl>b y 
pl)=1+4424...(131>0 
son funciones que no se anulan, y sean 
Pala)=23" aa (am, 1, 2, ...) 

los polinomios que representan los conjuntos de los términos de potencias 
con exponentes no negativos en los desarrollos de Laurent de las funcio- 
Res A (n =0, 1, 2, .. .) (en un entorno del punto z = 00). 


Para que el sistema ([p, (2)) sea una base en el sentido amplio de la 
palabra para cada uno de los espacios E,, r > l, es necesario y suficien- 
te que F (2) sea univalente en el recinto | z | > l. 


Demostración. Obsérvese primero que los polinomios 
fon (2)) representan un sistema de i.d.r, en E,, r >> 1, y que las lun- 
ciones asociadas ,con ellos lienen la forma O, (2) = a . £n 


efecto, haciendo la notación 


F (yn E 5,0 
E ()=A()=1 4H 20. (la >, 
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obtenemos 


a | Da (2) Pm (z) di= 23 | O» (2) [2m (2) + Am (2)] dz = 


[zj=p>1 J2j=p>1 
e Pl) [PMA 
a |z| Mi [F (2))P+1 7 (z) de = Snm 
(n=0, 1,2, ...,m=0, 1, 2, ...) (») 


de dondo se deduce lo que se afirmaba. Si (fp, (z2)) es una base en el 
sentido amplio de la palabra en cada E,, r > 1, entonces, según lo 
anterior, (w, (2)) también es una base en el sentido amplio de la 
palabra para cada £,, r > l. Poro si se supone que F (2,1) = F (2,), 
Iz]|i>l ]|z10>¿ 252, es decir, que F (z) no es univalente 
on el recinto | z | > £, entonces, cualquier función 1 (z) que pertenez- 
ca a la cápsula lineal cerrada do (eo, (z) =p b, tieno que 
satisfacer a la condición y (2,) :b (22) = p (21) > p (22). Esto contradice 
a la propiedad de complitud del sistema («w, (z)) en el espacio ÉE.. 
Así, puos, queda demostrada la condición necesaria del teorema. 
Para demostrar que es suficiente, supongamos que £' (z) os univa- 

Jento en el recinto | z | > ¿. 
: A PA 


Demostremos primero que el sistema Lo, (2) = MATE 


completo en E, (y, por consiguiente, en cualquier E,, r > 1); efectue- 
. M05 para esto la transformación z = F-1 (w). Esta transforma | z | > 
> len cierto recinto simplemente conexo € que contiene al punto 
wv=00, a las funciones (On (2)) las transforma en las funciones 
(2 q [71 (1) ] le de Jas Í 

——_ma— f y al espacio E, en el espacio de las funcionos que son 
analíticas en GC y que se anulan en el punto w = oo. Como el sistema 


ú f"-1 Ñ , 
a A es completo eu el espacio transformado (según el teorema 


do Runge), el sistema inicial (wm, (23) es completo on E; Ja í.1.r. de 
oste sistema os consecuencia de Jas relaciones de biortogonalidad 
(*), las cuales muestran que el sistema fo, (2)) es asociado con 
[fa (23). Finalmente, la propiedad dé unicidad de las funcionales 
que son biortogonales con («w, (23) (en cada E.. r> 0D. se deduco 
(sogún el teorema 1X) de la complitud del sistema de funciones 
asociadas (fp, (2) = (2 + amu. Rao y (en cada E). 
ln resumen, el sistema (0, (z)) es una base en el sentido amplio 
de la palabra para cada E,, r > 1. La condición suficiente del teore- 
ma queda demostrada. 
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